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VORWORT  ZUR  ERSTEN  AUFLAGE. 

Der  erste  Band  dieses  Werkes  will  eine  systematische  Entwicklung 
der  Funktionentheorie  auf  Grundlage  der  Infinitesimalrechung  und  in 
engster  Fühlung  mit  der  Geometrie  und  der  mathematischen  Physik 
geben.  Die  eigentlichen  Entwicklungen  beginnen  erst  mit  dem  zweiten 
Abschnitte,  Kap.  6,  S.  179  [S.  214  der  2.  Aufl.],  und  behandeln  in 
Kap.  6  und  7  vornehmlich  Funktionen,  welche  in  einem  gegebenen 
Bereiche  der  Zahlenebene  eindeutig  und  mit  einer  Ableitung  versehen 
sind.  Dabei  werden  auch  die  elementaren  Funktionen  für  komplexe 
Werte  des  Arguments,  sowie  die  linearen  Transformationen  einer  kom- 
plexen Veränderlichen  besprochen.  Daß  die  konforme  Abbildung  gleich 
von  vornherein  in  den  Vordergrund  gerückt  wird,  braucht  wohl  kaum 
erwähnt  zu  werden.  Hierauf  wird  der  Cauchysche  Integralsatz  ein- 
geführt, woran  sich  dann  jener  Zyklus  von  Lehrsätzen  anknüpft,  welche 
das  natürliche  Fundament  für  die  Funktionentheorie  bilden.  Der  hier 
behandelte  Stoff  umfaßt  u.  a.  die  Weierstraßschen  Reihensätze, 
während  die  rationalen  Funktionen  auf  ihre  funktionentheoretischen 
Eigenschaften  hin  untersucht  werden. 

Kapitel  8  ist  der  Theorie  der  mehrdeutigen  Funktionen  gewidmet 
und  bringt  die  Riemannschen  Flächen  in  geometrischer  Behandlungs- 
weise,  also  unter  ausgiebigem  Gebrauche  der  konformen  Abbildung. 
Mit  dem  9.  Kapitel  über  analytische  Fortsetzung  wird  dann  ein  be- 
stimmter Abschluß  für  die  Grundlagen  der  Funktion entneorie  erreicht. 

Hierauf  folgen  Anwendungen  der  Theorie  auf  periodische  Funk- 
tionen, sowie  eine  Besprechung  der  Reihen-  und  Produktentwicklungen, 
nebst  einem  Kapitel  über  die  elementaren  Funktionen  vom  Standpunkte 
der  Funktionentheorie.  Der  Band  schließt  mit  einer  independenten 
Behandlung  des  logarithmischen  Potentials,  wobei  der  Gesichtspunkt 
maßgebend  ist,  daß  die  ganze  Funktionentheorie  auch  auf  dieser  Grrund- 
lage,  also  ohne  jeglichen  Bezug  auf  das  Vorhergehende,  entwickelt 
werden  kann.  Die  Theorie  der  analytischen  Funktionen  mehrerer  Ver- 
änderlichen, sowie  diejenige  der  bestimmten  Integrale  konnten  in  diesen 
Band  nicht  mehr  aufgenommen  werden. 

Wie  man  sieht,  bildet  die  Infinitesimalrechnung  nebst  einem  Teile 

der  Mengenlehre  das  Substrat  für  die  analytischen  Entwicklungen.  An 

strengen  Behandlungen   dieses  Teiles  der  Analysis   hat  es  zwar  seit 

a* 


rV  Vorwort. 

einer  Reihe  von  Jahren  nicht  gefehlt.  Indessen  erscheint  dabei  häufig 
die  reelle  Funktionentheorie  als  Selbstzweck^  so  daß  die  Definitionen 
nnd  Sätze  weiter  gefaßt  werden,  als  für  die  komplexe  Funktionen- 
theorie erforderlich  ist,  während  die  Methoden  erst  aus  «-Beweisen 
herausgelesen  werden  müssen.  Nnn  habe  ich  vor  allen  Dingen  eine 
Darlegung  der  komplexen  Funktionentheorie  geben  wollen,  welche 
sich  auch  zum  ersten  Studium  derselben  eignet  und  überdies  sich 
unmittelbar  an  die  Infinitesimalrechnung  anschließt.  Darum  hielt  ich 
es  für  angebracht,  in  den  einleitenden  Kapiteln  des  Werkes  die 
grundlegenden  Sätze  jenes  Teiles  der  reellen  Analysis  in  möglichst 
einfacher  Formulierung  zusammenzustellen,  sowie  die  gebräuchlichen 
Beweismethoden  der  modernen  Analysis  mit  aller  Klarheit  auseinander 
zu  setzen.  Im  übrigen  enthält  Kap.  5  spezielle  Untersuchungen  über 
Punktmengen,  welche  für  eine  einwandfreie  Entwicklung  der  Theorie 
unentbehrlich  sind. 

Indem  ich  mir  jetzt  auf  Einzelheiten  näher  einzugehen  gestatte, 
will  ich  zunächst  die  geometrischen  Methoden  zur  Behandlung  der 
gleichmäßigen  Konvergenz  im  Falle  reeller  Funktionen  (Kap.  3)  er- 
wähnen. Durch  die  geometrische  Anschauung  vermöge  Kurven  nebst 
dem  zugehörigen  Flächeninhalte  und  der  Tangentenrichtung  derselben 
gewinnt  man  eine  wertvolle  Einsicht  in  das  Wesen  der  doppelten 
Grenzübergänge,  deren  genaue  Kenntnis  für  ein  gründliches  Verständ- 
nis der  Analysis  doch  unerläßlich  ist. 

In  Kapitel  7  werden  die  Weierstraßschen  Reihensätze  vermöge 
eines  Satzes  von  Morera  behandelt,  wodurch  die  Beweise  wesentlich 
vereinfacht  werden.  Aber  auch  die  Sätze  selbst  gewinnen  an  Deut- 
lichkeit durch  das  Abstreifen  des  Nebensächlichen,  welches  in  der 
häufigen  Erwähnung  von  Potenzreihen  besteht.  In  der  Tat  beziehen 
sich  die  wichtigsten  unter  diesen  Sätzen  vor  allen  Dingen  tLutFunktionfiL 
Daß  diese  Funktionen  gerade  nach  dem  Taylor  sehen  Lehrsaiee  ent- 
wickelbar sind,  ist  hier  belanglos.  Was  übrigens  die  Potenzreihen  an- 
betrifft, so  hätte  ich  viel  weiter  gehen  können.  Es  ist  vielleicht  nicht 
allgemein  bekannt,  daß  die  Taylorsche  Reihenentwicklung  für  die  Be- 
gründung der  Funktionentheorie  durchaus  entbehrlich  ist,  die  Beweise 
gestalten  sich  sogar  einfacher,  wenn  man  sich  bloß  des  Analogons  des 
Mittelwertsatzes  in  der  Differentialrechnung  (Kap.  7,  §  7)  bedient. 
Doch  darf  man  aus  praktischen  Gründen  jene  Reihe  nicht  zu  sehr 
verdrängen,  denn  sie  dient  dem  Anfänger  zur  Übung,  damit  er  lernt, 
überhaupt  mit  Reihen  umzugehen. 


Vorwort.  V 

Für  die  Erläuterung  der  Riemannschen  Flächen  in  Kap.  8  war 
die  Darstellung  bei  Klein  in  seiner  Leipziger  Vorlesung  yom  Jahre 
1881/82  Yorbildlich,  wozu  noch  ein  Satz  von  Darboux  über  konforme 
Abbildung  im  Großen  (Kap.  8,  §  5)  in  ergänzender  Weise  herzutritt. 
Die  Theorie  der  analytischen  Fortsetzung  (Kap.  9)  habe  ich  eingehender 
behandelt,  als  wohl  gewöhnlich  geschieht,  weil  sich  da  eine  Menge 
von  Fragen  befindet,  welche  man  mit  größerer  Sorgfalt  erörtern  müßte, 
wenn  sich  die  Theorie  auch  an  dieser  Stelle  ihres  sonstigen  hohen 
Niveaus  von  Strenge  erfreuen  soll.  Im  übrigen  sind  die  Entwicklungen 
von  Kap.  5,  §§  3—10  aus  dem  nämlichen  Grunde  vonnöten. 

Unter  den  frühesten  Anwendungen  der  C au chy sehen  Theorie 
findet  sich  die  Liouvillesche  Vorlesimg  vom  Jahre  1847  über  doppelt- 
periodische Funktionen.  Und  in  der  Tat  kann  man  auch  heute  nicht 
besser  tun,  als  dieser  Funktionsklasse  zwecks  Erläuterung  der  Theorie 
eine  ausführliche  Besprechung  zu  widmen.  Hiermit  wird  nebenbei  der 
Weg  zum  Studium  der  automorphen  Funktionen  gebahnt. 

Man  pfiegt  wohl  die  elementaren  Funktionen  von  der  Arithmetik 
und  der  Geometrie  aus  zu  erklären.  Viel  einfacher  und  interessanter 
gestaltet  sich  indessen  die  Theorie  dieser  Funktionen,  wenn  man  den 
Logarithmus,  durch  ein  Integral  definiert,  zugrunde  legt,  um  dann  die 
Potenzen  und  die  Exponentialfunktion  auf  diese  Funktion  zu  gründen. 
Will  man  andererseits  die  trigonometrischen  Funktionen  analytisch 
behandeln,  so  bildet  hier  die  lineare  Differentialgleichung  für  den  ein- 
fachsten Fall  von  Schwingungen  (einfache  harmonische  Bewegung)  das 
natürliche  Fundament.  Beide  Gedanken  sind  nicht  neu.  Es  handelt 
sich  um  eine  einfache  und  systematische  Durchführung  derselben. 

Was  die  Literatur  anbetrifft,  so  verweise  ich  auf  meinen  Bericht: 
„Allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen  a)  einer  und  b)  meh- 
rerer komplexen  Größen",  Enzyklopädie  der  niaüieinatischen  Wissen- 
schaften,  II  B  1.  Im  Texte  habe  ich  nur  einige  wenige  Zitate  auf  die 
grundlegenden  Arbeiten  der  Theorie,  sowie  Nachweise  auf  spezielle, 
im  genannten  Artikel  nicht  erwähnte  Untersuchungen  aufgenommen. 
Auf  Vollständigkeit  machen  diese  Zitate  keinen  Anspruch. 

Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  eine  logisch  systematische.  Sie 
ist  aber  nicht  die  einzigste,  welche  sich  zur  Einführung  in  die  Funk- 
tionentheorie bietet.  So  kann  man  beispielsweise,  wie  Hr.  Klein  es 
gemacht  hat,  mit  den  Riemannschen  Flächen  anfangen  und  dann 
nach  kurzer  Besprechung  der  C  au  chy  sehen  Integralsätze  zu  den  Inte- 
gralen auf  Riemannschen  Flächen  (Abel sehen  Integralen)  übergehen. 
Diese  Disposition  des  Stoffes  hat  den  Vorteil,  daß   die  schwierigeren 
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Erster  Abschnitt. 

Über  die  Sätze  und  Methoden  der  Theorie  der  Funktionen 
reeller  Veränderlichen.     Mengenlehre.^) 

Erstes  Kapitel. 
Ton  den  Grundbegriffen  der  Differential-  nnd  Inte^alrechnnng. 

§  1.    Begriff  der  Funktion. 

Nach  Dirichlet*)  heißt  f{x)  eine  FunMion  von  x,  wenn  jedem 
einem  Intervalle')  a^x ^b  zugehörigen  Werte  von  x  ein  zweiter 
Wert  f{x)  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zugeordnet  ist.  Hierbei 
werden  beide  Werte  x  und  f(x)  zunächst  als  reell  vorausgesetzt.*) 


1)  Die  nachfolgenden  Kapitel  1 — 4  setzen  die  Kenntnis  der  Differential- 
und  Integralrechnung,  wie  sie  in  einleitenden  Vorlesungen  behandelt  wird,  vor- 
aus und  bezwecken,  die  Begriffe  dieser  Disziplin  zu  vertiefen,  sowie  diejenigen 
Auffassungsweisen  und  Methoden  darzulegen,  welche  die  moderne  Funktionen- 
theorie im  Anschlüsse  daran  ausgebildet  hat  und  deren  sie  sich  prinzipiell  be- 
dient. Dagegen  enthält  das  6.  Kapitel  außer  einer  allgemeinen  Einleitung  in 
die  Mengenlehre  auch  spezielle  Untersuchungen  über  die  Arithmetisierung  ge- 
wisser Sätze  aus  der  Analjsis  situs,  welche  nur  Interesse  für  den  Spezialisten 
bieten  und  darum  bei  einem  ersten  Studium  der  Funktionentheorie  übergangen 
werden  sollen, 

2)  Wegen  des  Entstehens  des  Funktionsbegriffs  vgl.  man  die  Enzyklopädie 
der  mathematischen  Wissenschaften,  Pringsheim,  II  Al,  §1 — 3,  sowie  die 
französische  Ausgabe,  Encyclopedie  des  sciences  matMmatiques  pures  et  appliquees^ 
Pringsheim  et  Molk,  t.  2,  vol.  1,  §  1 — 3.  In  der  Folge  werden  die  beiden 
Ausgaben  als  Enzyklopädie  resp.  Encyclopedie  zitiert. 

3)  Die  Endpunkte  a  und  b  brauchen  nicht  zum  Intervalle  zu  gehören;  im 
übrigen  darf  sich  das  Intervall  ins  Unendliche  erstrecken. 

4)  Die  Gesamtheit  der  Wertepaare  {Xy  y)  bildet  das  Substrat  für  den  Be- 
griff der  Funktion,  ja,  man  kann  sogar  diese  Menge  geradezu  als  die  Funktion 
f{x)  auffassen.  Arithmetisch  erhält  man  hierdurch  ein  Äquivalent  für  die  Kurve, 
welche  die  Funktion  geometrisch  vorstellt.  Sobald  man  aber  beginnt,  mit  der 
Funktion  zu  operieren  (diese  etwa  zu  differentiieren  oder  eine  Funktional- 
gleichung für  sie  aufzustellen),  so  ist  es  die  zweite  der  beiden  Zahlen  im  Paare 

Osgood,  Fonktionentheorie.  I.  2.  Aafl.  1 


I,  1.  Von  den  Grundbegriffen  der  Differential-  nnd  Integralrechnnng. 


In    der    niederen  Analysis  geschieht  eine  derartige  Zuordnung   meist 
auf  Grund  einer  expliziten  Formel;  z.  B. 


a*—  x^ 


f{pc)  «  log  sinrc, 


—  <x>  <  ic  <  oo; 

0  ^  a;  <  <x>; 

2»:r<  j:<(2w  +  l):r.^) 


Doch  ist  der  Begrifif  der  Funktion  vöUig  unabhängig  von  der  Möglich- 
keit einer  solchen  Darstellung,  wie  durch  folgende  Beispiele  erläutert 

werden  soU. 

a)  Im    Intervalle   0  ^  a;  ^  2  sei 


fix)  =  2a  —  ax^ 


wenn    0  ^  a;  ^  1 ; 
wenn    1  <  ./•  <  2 . 


y 


-'A    -i\ 


o 


.j 


X 


Fig.  S. 


Außerhalb   dieses  Intervalls   wird  die 
Funktion  nicht  erklärt;   sie  existiert  also  dort  nicht. 

/3)  Im  Intervalle  —  oo  <  a:  <  oo 
sei  f{x)  gleich  der  algebraisch 
größten  ganzen  Zahl,  die  x  nicht 
übertrifft;   vgl.  Fig.  2. 

y)  Im  Intervalle  —  oo  <  a:  <  oo 

sei 

f{p^  =  0,    wenn  x  eine  ra- 
tionale Zahl, 

f(x)  =  1 ,  wenn  x   eine  ir- 
rationale Zahl  ist. 

Den  Funktionsbegriff  dehnt  man 
noch  auf  den  Fall  aus,  wo  der  Bereich  der  Werte,  welche  x  an- 
nehmen darf,  nicht  aus  einer  stetigen  Folge,  sondern  aus  einer  be- 
liebigen Punktmenge  (vgl.  §  8)  besteht.  So  ist  z.  B.  n!,  wo  w  eine 
natürliche  Zahl  bedeutet,  als  eine  Funktion  von  n  aufzufassen. 

In  ähnlicher  Weise  wird  auch  eine  Funktion  mehrerer  Veränder- 
lichen definiert.    Ist  beispielsweise  S  ein  beliebiger  Bereich  der  (x,  y)- 

(^1  y)»  —  <ii6  sogenannte  abhängige  Variable,  —  welche  man  unter  dem  Symbol 
f{x)  versteht.  Insbesondere  hat  f{x)  in  einer  Formel  meistenteils  die  zweite 
Bedeutung.  Dagegen  hat  f{x)  die  erste  Bedeutung,  wenn  wir  von  einer  stetigen 
Funktion  oder  im  Falle  komplexer  Funktionen  von  komplexen  Veränderlichen 
mit  Weierstraß  von  einer  monogenen  analytischen  Funktion  sprechen. 

1)  In  diesem  Falle  wird  die  Funktion  nicht  in  einem  einzigen,  sondern  in 
mehreren  getrennten  Intervallen  definiert.     Dasselbe  gilt  auch  von  der  Funktion 

f{x)  =  llx,    x^O. 
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Ebene  und  ordnet  man  jedem  Punkte  von  S  einen  bestimmten  Wert 
f(x^  y)  zUy  so  entsteht  eine  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Varia- 
belen  Xj  y. 

Endlich  kann  man  jedem  Punkte  des  Intervalls  resp.  des  Bereiches 
nicht  bloß  einen ^  sondern  mehrere  Werte  zuordnen,  doch  geschieht 
das  in  der  Praxis  meist  so,  daß  sich  diese  Werte  zu  einer  Reihe  ein* 
deutiger  Funktionen  zusammenfassen  lassen.     Beispiel: 

Hier  bilden  die  dem  oberen  Vorzeichen  entsprechenden  Werte  eine  im 
Intervalle  —  a<ix  ^^a  eindeutige  Funktion: 


während  die  übrigen  Werte  eine  zweite  derartige  Funktion: 

u{x) — yöT-x^ 

ausmachen,  und  man  denkt  sich  die  mehrdeutige  Funktion  als  den 
Inbegriff  der  beiden  eindeutigen  Funktionen  fi{x)  und  f^{x).  Näheres 
hierüber  findet  sich  in  §  10. 

Auf  einen  wesentlichen  Unterschied  der  Auffassung  der  Funktion 
in  der  niederen  Analysis  und  in  der  modernen  Funktionentheorie 
wollen  wir  doch  noch  aufinerksam  machen.  Während  man  dort,  wie 
vorhin  schon  bemerkt,  gewohnt  ist,  von  einer  bestimmten  Formel 
auszugehen  und  das  Intervall  bzw.  den  Bereich,  in  welchem  die 
Funktion  erklärt  wird,  erst  hinterher  zu  bestimmen,  wird  hier  der 
Definitionsbereich  geradezu  an  die  Spitze  gestellt :  erst  kommt  der 
Spielraum  für  die  unabhängigen  Variabelen,  dann  das  Gesetz,  wonach 
den  Punkten  dieses  Bereiches  Werte  zuerieilt  werden.^) 

§  2.    Grenzwert. 

Sei  f{pc)  in  jedem  Punkte  eines  den  Punkt  x  ^  a  im  Innern  ent- 
haltenden Intervalls,  höchstens  mit  Ausnahme  des  Punktes  x  =  a 
selbst,  eindeutig  erklärt.  Stellt  man  sich  fix)  als  einen  geometrischen 
Ort  vor,  indem  man 

1)  Es  fehlt  allerdings  auch  nicht  an  Beispielen  ans  der  niederen  Analysis, 
wo  die  gegenwärtige  Auffassung  geboten  ist.  So  führen  insbesondere  viele  aus 
der  Praxis  entnommene  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima  in  der  Differential- 
rechnung schon  Ton  selbst  dazu,  erst  ein  bestimmtes  Intervall  für  die  unab- 
hängigen Variabelen  ins  Auge  zu  fassen.  Was  dann  außerhalb  dieses  Intervalls 
passiert,  ist  ja  belanglos. 
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üstst  tmii  <fie  erdgpretitadB  Kurve  andmec  »  »gt  mayi.  fCx\ 

mA  emem  Gremsmerte  h^  hOa  der  Vwakt  'X.  f  >  änem  Cimpiakte 

<^  j^;  zustrebt,  wenn  x  an  a  hezanroekt.     Diesen  Begriff  des  Ciraiz- 

fberjpmgs  woQen  wir  jetzt  in  Tersekarfter  arititsaptiadier  Fom.  wie 

feigt,  erk&en:    fix,    oalifirt  sA  einem  Giemnertn  6.    winn  x  der 

Qrenze  m  znstrefat^   falls  es  moglieli  ist^  jeder   nock  so  Hehien  tch-- 

gegebenen  positiren  Grofie  £  eine  zweite  positive  GroSe  i  znznordn^ 

demrt  dnn 

h^fx)    <€ 
bleibt,  wenn  nnr 

0<   X  — a   <# 

ist.     Ihn  sehieibt  dann^ 


s  —  a 


Geometriaeh 


If-f^Xß 


-r» — 


AM- 


ir. 


a-d  a    a^ 


der  Inhalt   dieser  DefinitiiHi  dortk  die  beige- 
fügte Fignr  Teransebaolieht  Naeh> 
dem    namlicii   zuerst   ein  beliebig 
schmaler  Strei£m  doreh  die  Gera- 
den   y=6  +  £,    f=-6  — «    abge- 
grenzt ist«  mnfi  es  dann  stets  mög- 
lich  sein,    einen   zweitoi  Streifen 
durch     zwei     Grerade    x  =  a  —  d, 
x^^^a-T^^  d>0,  so    zn  bestim- 
men,   daß  sich  alle  diejenigen   im 
zweiten  Streifen  belegenen  Punkte  (x,  y)^  wofür  y  =  /"(x)  und  x  +  « 
ist,  anch  im  ersten  Streifen  und  also  in  dem  den  beiden  Streifen  ge- 
meinsamen Rechteck  befinden. 

Beispiel.  Sei 

/"(x)  =      X*,  wenn  x  +  0  eine   rationale    Zahl, 

=  —  ar^,  ^           X         j,     irrationale 

=       1,  „      x=»0 

ist.     Dann  ist 

lim/'(x)  =  0. 


// 


O 


tj 


x=  0 


Dem  verallgemeinerten  Funktionsbegriffe   ent- 
sprechend  läßt   der    Grenzbegriff  ebenfalls    eine 
Erweiterung  zu,    indem    man    nur   verlangt,  daß 
fix)    für    einen  Teil    der  in    der  Umgebung    der  Stelle  x  =  a   gele- 


Flf.  4- 


1)  Dieie  Bezeichnnng  wird  in  der  Mathematik  in  einem  doppelten  Sinne 
gebraucht  und  zwar  a)  um  anzudeuten,  daß  die  Funktion  f{x)^  von  der  man 
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genen  Punkte  erklärt  sei.  Wesentlich  ist  aber  dabei;  daß  es  von  a 
yerschiedene;  in  jeder  Nachbarschaft  der  Stelle  rr » a  belegene  Punkte 
geben  soll,  wofür  f(x)  definiert  ist,  sowie  daß  die  Relation  \b  —  f{x)\<6 
für  jeden  der  Werte  von  x  gelten  soU,  för  welchen  f(x)  definiert  ist 
und  welcher  zugleich  an  die  Ungleichung  0  <  |  x  —  a  |  <  d  geknüpft  ist. 
Bisweilen  will  man  die  Veränderliche  x  auf  eine  bestimmte  Seite 
der  Stelle  rt; »  a  beschränken.  Ist  das  die  Seite  rr  >  a  und  nähert 
sich  f{x)  dann  dem  Grenzwert  6j,  so  schreibt  man 

limf(x)  =«  6i; 

und  in  ähnlicher  Weise,  falls  x  <ia  bleiben  soll, 

lim  f(x)  =  6,. 


x  =  a- 


Beim  unbeschränkten  Grenzübergang  limo;  =  a  nähert  8ichf(x)  einem 
Grenzwert  dann  und  nur  dann,  wenn  b^ »  b^  ist.  —  Ebenso  schreibt 
man 

limf{x)^b\b-, 

xssa 

wenn  neben  der  Relation 

limf{x)  =  b 


x=a 


noch  die  Bedingung  f{x)^b,  ^b  für  alle  nahe  bei  a  gelegenen 
Werte  von  x  besteht.     Die  Bezeichnungen 

\imf(x)  =  6+,  usw, 

verstehen  sich  jetzt  wohl  von  selbst. 

Wir  fügen  noch  folgende  Erklärungen  hinzu.     Es  ist 

«)  lim  f{x)  =  b,    wenn    Umfl     )  =-  6 

von  vornherein  weiß,  daß  sie  sich  einer  Grenze  nähert,  gerade  der  Zahl  b  zu- 
strebt, —  sie  erklärt  dann  eben  den  Wert  der  Grenze;  b)  um  auszudrücken, 
daß  f(x)  überhaupt  einem  Grenzwert  zustrebt,  welcher  dann  mit  dem  neuen 
Symbol  b  bezeichnet  bzw.  mit  der  bereits  vorhandenen  Größe  b  identifiziert 
werden  soll. 

Der  Grenzbegriff  hatte  seinen  Ursprung  in  der  Ezhaustionsmethode  der 
Alten.  Die  arithmetische  Formulierung  geht  auf  Wallis  zurück;  vgl.  Enzy- 
klopädie, Pringsheim  I  A  3,  §  12  :=  Encydopidie,  Pringsheim  et  Molk  t.  1, 
vol.  1,  §  15.  Erst  Cauchy  hat  sich  des  Grenzbegriffs  zur  Begründung  der  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  prinzipiell  bedient;  vgl.  seine  Darstellungen  im 
Ckm/ra  d'analyse  de  l'ecole  polytechnique  1821,  sowie  in  seinem  lUsumt  des 
legons  donnies  ä  Ticole  polytechnique  aur  le  calcul  infinitdsimäl  1828. 
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ist;  doch  schreibt  man  auch  häufig,  wenn  es  genügend  klar  ist,  daß  x 
nur  positire  Werte  annehmen  soll,  bloß  Umf(x)  «  b. 


Xsi 


ß)  lim  /■  (x)  =  oo ,     wenn    lim  ^  -  ==  0; 


xsa  xsa 


y)  ^)  hmf(x)  =  c»,    wenn    lim  =0. 

Jetzt  sieht  man  leicht,  wie  die  weiteren  Formeln   zu  rerstehen   sind: 

limf{x)-=by     limf(x)^  +  <x>,    —  oo,  usw. 


*=— •  x=sa 


Anstatt  der  Definition  y)  kann  man  auch  sagen:    Die  Funktion 
f(x)  wird  unendlicliy  wenn  x  unbegrenzt  wächst,  —  in  Zeichen: 

l\mf(x)  ==  3o,  — 

x=+oo 

falls  f(x)  für  positire  beliebig  große  Werte  von  x  definiert  ist  und 
jeder  beliebigen  positiven  Größe  G  eine  zweite  positive  Größe  g  zu- 
geordnet werden  kann,  derart  daß 

\f(x)\'>  G,     wenn  nur     x> g 

• 

ist.  Eine  ähnliche  Formulierung  lassen  die  aaderen  Definitionen  eben- 
falls zu. 

Im  Anschluß  an  die  Schreibweise  limf^x)  =  cx)  versteht  man 
häufig  unter  dem  Ausdruck:  y/{x)  konvergiert  gegen  den  Grenz- 
wert ft**,  daß  insbesondere  b  ^  oo  sein  darf,  daß  also  f(x)  unendlich 
wird.  Diesen  Sprachgebrauch  können  wir  nicht  akzeptieren,  wenn 
es  auch  bequem  ist,  die  Schreibweise  limf{x)  =—  oo  (lies:  y/(x)  wird 
unendlick^)  beizubehalten.  Demgemäß  setzen  wir  hiermit  fest,  daß 
der  Ausdruck:  ^/{x)  konvergiert  gegen  einen  Grenzwert  fe"  nur  die 
vorhin  erklärte  Bedeutung  der  Konvergenz  gegen  eine  eigenÜiche 
Grenze,  d.  h.  gegen  eine  Zahl  b  haben  soll.') 

Zum  Schluß  geben  wir  einige  Beispiele,  die  zum  Verständnisse 
der  Tragweite  dieser  Definitionen  beitragen  sollen. 

1)  Man  vgl.  die  Bemerkung  unter  a). 

2)  Das  System  der  reellen  Zahlen  durch  eine  Zahl  oo  (das  sogenannte 
eigentliche  Unendliche)  zu  vergrößern,  ist  sowohl  pädagogisch  verwerflich  als 
auch  wissenschaftlich  unzweckmäßig;  hierüber  vgl.  man  Böchers  Besprechung 
von  Burkhardts  Analytische  Funktionen,  §  12:  Bull.  Amer.  Math.  Soc.  2.  Folge, 
Bd.  ö  (1998/99),  8.  182. 


§  2.    Orenswert. 
Beispiel  1. 

/■(!)-. in  l/l. 

Beim  Grenzübergang  x  =^0  näbert  sich 
f{x}  keinem  Grenzwerte,  sondeni  oszilliert 
zwischen  den  Werten  +  1,  —  1.  litnBinl/a; 
hat  keinen  Sinn.  '~° 

Beispiel  2. 

f(x)  —  X  ainl/a;. 
lim  aisin      —0. 


■  a:  sin  —  ;^  [a:  . 

Man  beachte  wohl,  daß  diese  Funktion  bald 
wächst,  bald  abnimmt,  und  im  Qbrigen 
ihren  Grenzwert  unendlich  oft  erreicht. 
Beispiet  'A. 


- J 

ö         — — — 

mg.  j. 


lim  1/(2  —  c''')  bat  keinen  Sinn 

Beispiel  4. 

f{x)  ^logx,   wenn  x  eine   gerade 

Zahl  ist;   f{x)—  logl/a;,    wenn  x 

eine  ungerade  Zahl   ist.     Dann  ist 

luaf(x)  —  oo. 

Beispiel  5. 

/'(a;)=a:(3  +  2  8ina:). 
Iim3;(3  +  2  sina;)  =  -t-  oo. 

Diese   Funktion    wächst   nicht   beatänc 
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wächst  sie^  bald  nimmt  sie  wieder  ab.  Trotzdem  übersteigt  sie  jede 
vorgegebene  Größe  G  und  bleibt  auch  über  dieser  Größe,  sobald  x 
einen  bestimmten  nur  von  G  abhängigen  Wert  überschreitet. 

Beispiel  6.     (Fig.  8.) 

f(x)  «-  —  sin--- 

Hier   hat   limf{x)    keinen  Sinn,    trotzdem    \f{x)\   jede   vorgegebene 

Größe  G  überschreitet,  wenn  x  gegen  0  konvergiert;  denn  \f{x)\ 
bleibt  eben  nicht  beliebig  groß. 

Aufgabe  1.     Für  welche  Werte  von  a  ist 

hm  —         — '—-  =  oo? 

Aufgabe  2.     Ist 

lim  Iy  +  cos a;l  =  cx) ? 

sC  *s  •• 

Ist 

Aufgabe  3.     Existiert  ein  Grenzwert 


lim  X  \-z-  +  cos  a;   =»  oo  ? 


Imsin^,    wo     x^,^-——,,        n  ==  1,  2, . . .  ? 

Aufgabe  4.     Auf  Grund  der  «-Definition   des   Grenzwertes  be- 
,     weise  man  den  Satz:  Sind  f{x)j   (p{x)  zwei  Variabele,   die  gegen  die 
Grenzwerte  A  bzw.  B  konvergieren,  wenn  x  dem  Werte  a  zustrebt, 
so  konvergieren  die  Funktionen 

f{x)  +  (p(x),     f{x)<p{x) 

und,  wofern  B  nicht  verschwindet,  auch 

/>! 

9(x) 

gegen  Grenzwerte,  und  zwar  ist 

lim  [f{x)  +  (p(x)]  ^A  +  B=^  ]imf{x)  +  ]im<p{xy, 

x=a  x=a  x—a 

lim  y  {x)  <p{x)     -=-    AB    =  riim  f  (xj]  [lim  9  {x)'\ ; 

rf  \  A  lim/-(a:) 

lim  lyy  ==  =  *^±- 

,=  «9(a?)  ^       B  ]im(p(x)' 
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§  3.    Stetigkeit. 

Die  Funktion  fix)  heißt  in  einem  Punkte  x  ^  a  stetig,  wenn  sie 
in  einem   diesen  Punkt  umfassenden  Interrall  eindeutig  erklärt  und 

\im  f  (x) -^  f  (a) 


xs=a 


ist})    Ist  a  ein  Endpunkt  des  Intervalls,  so  handelt  es  sich  nur  um 
eine  einseitige  Annäherung  des  Punktes  o;  an  a: 

lim  f{x)^f  (a)     bzw.     lim  f(x)^f  (a) . 


ir  =  a+ 


x=:a- 


Die   Funktion   heißt   in   einem  Intervalle  stetig,    wenn   sie   in  jedem 
Punkte  desselben  stetig  ist. 

Die  Funktionen,  mit  denen  man  sich  in  der  elementaren  Mathe- 
matik hauptsächlich  beschäftigt,  werden  in  der  Regel  nur  dann  un- 
stetig, wenn  sie  unendlich  werden;  z.  B.  die  Funktion 


im  Punkte  a:  =  a: 

X  —  a  ' 


tanx 


;; 


yy 


X  = 


n 


Doch  liegen   noch   yerschiedene   andere  Möglichkeiten  vor,   wie   die 
folgenden  Beispiele  zeigen. 

a)  Das  3.  Beispiel  von  §  2: 

1 


/•(^)  = 


M* 


Diese  Funktion  ist  im  Punkte  x  ^0  unstetig;  denn  es  ist 
1  ^      ..  1  1  y 


0,     lim 


1 
2 


Im  Punkte  x  ^0  selbst  ist  sie  nicht  defi- 
niert. 


0 


1 

2fi-  1 


b)      /  (^)  ==  1^™  ^        }    «  =  1,  2,  •  •  • . 


l-lg.  9. 


11=00 


1)  Bolzano,  Bein  analytischer  Beweis  des  Lehrsatzes,  daß  ewischen  je  zwei 
Werten,  die  ein  entgegengesetztes  Besultat  gewähren,  wenigstens  eine  reelle  Wurzel 
der  GUichwig  liege.  Prag,  1817.  (1814/17),  Ostwalde  Klassiker,  Nr.  16S;  Stolz, 
„B.  Bolzano*8  Bedeutung  io  der  Geschichte  der  Infinitesimalrechnung^^  Math, 
Ann.  18  (1881),  S.  255;  Cauchy,  Cours  d'analyse  algibrique,  (1821),  S.  34.  Enzy- 
klopädie^ Pringsheim  II  AI,  %  ii  =  Encyclopedie,  Pringsheim  et  Molk,  t.  2, 
vol.  1,  §  9. 
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Diese  Funktion  ist  für  alle  Werte  Ton  x  definiert,  und  zwar  ist^) 

f{i£)  —      1,     wenn     a?  >  0, 

/•(O)  =      0. 

Durch  die  trigonometrischen  Reihen  haben  sich  solche  Funk- 
tionen znerst  in  der  Mathematik  Bürgerrecht  erworben;  bisher  hatte 
man  sie  als  aus  mehreren  getrennten  Funktionen  zusammengestückelt 
angesehen  —  eine  Auffassung,  welche  auch  heutzutage  noch  nicht 
völlig  verschwunden  ist.     So  ist  z.  B. 

f(x)  -=  Sin  a;  +    -^      +  -  H 


4  ; 

% 
4  ' 


8         '         5 

wenn  2w3C  <a:  <  (2w  +  \)%\ 

„  (2n  —  l)Ä<a;<2n;r, 


ist. 


=        0,         „  X  ^  n% 


c)  f{x)^\\mx 

n  =00 


.'/ 


Diese  Funktion  hat  für  alle  Werte   von  x  außer  a;  =-  0  den  Wert  1, 

während  /'(O)  «-  0  ist.  Eine  derartige  Un- 
stetigkeit,  die  also  gehoben  werden  kann,  in- 
dem  man  die  Funktion  im  betreffenden  Punkte 
geschickt  definiert,  heißt  nach  Riemann') 
eine  hebbare  TJnstetigkeit.  Ob  die  Funk- 
tion von  vornherein  an  der  betreffenden 
Stelle  erklärt  war,  ist  gleichgültig. 


0 

Flg.  10. 


d)  Das  1.  Beispiel  von  S.  7: 

f(x)  =  sin  l  . 

e)  Das  6.  Beispiel  von  S.  8: 


1)  WiU   man    lieber  bloß   rationale  Funktionen    benatzen,    so    kann    man 
folgendes  Beispiel  nehmen: 


^n  __  ^-n 


/•(x)  =  lim  ^^  ,— ^„-,        a;>0. 

n  =  oo  X    -f-  X 

Hierbei  ist  f{x)  =  ^l  im  Intervalle  0<x<l;  femer  ist  /'(1)«0,    während 
fix)  =»  1 ,  sobald  a;  >  1  ist. 

2)  U.  Riemann,    Grundlagen    einer  allgemeinen   Theorie   der   Funktionen 
einer  komplexen  Größe,  Inauguraldissertation,  Göttingen,  1861;  Werke,  S.  28,  §  12. 
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.     1 
sin  — 

X  X 


In  der  Nähe  der  Stelle  x  =»  0  schwankt  die  Funktion  zwischen 
Grenzen,  welche  jede  vorgegebene  Größe  schließlich  übersteigen.  Sie 
wird  zwar  im  Punkte  x  ^  0  unstetig,  nicht  aber  unendlich;  denn  es 
ist  nicht  lim  l/f{x)  —  0. 

Wird  die  Funktion  f(x)  nach  der  im  §  2  gegebenen  Definition 
im  Punkte  a  unendlich,  so  schreibt  man 

/•(a)-(X). 

Man  beachte  wohl,  daß  diese  Definition  ganz  außer  Frage  läßt,  ob 
die  Funktion  im  Punkte  rr  »  a  definiert  ist  imd,  falls  sie  dort  de- 
finiert ist,  was  für  einen  Wert  sie  daselbst  hat.     Sei   beispielsweise 

/•(rc)-lim  '•"^i^- 

Dann  ist  f(x)  für  alle  Werte  von  x  definiert  und  zwar  ist 

X 

/■(O)  -  4. 
Daher  ist  zugleich 

f(P)^(x>     und    /•(0)-4. 

Diese  beiden  Gleichungen  haben  aber  total  verschiedene  Bedeutungen 
und  sind  durchaus  miteinander  verträglich.  Die  erste  sagt  etwas 
über  das  Verhalten  der  Funktion  aus,  wenn  a;  +  0  ist;  die  zweite 
gibt  den  Wert  der  Funktion  im  Punkte  x  ^  0  an.^) 


1)  Durch  die  soeben  betrachteten  Beispiele  wird  eine  Klassifikation  aller 
möglichen  isolierten  Singularitäten  einer  stetigen  Funktion  nahe  gelegt.  Sei  f{x) 
in  der  Umgebung  der  Stelle  x^=^a^  diesen  Punkt  allein  ausgenommen,  stetig. 
Rückt  X  von  der  positiven  Seite  an  den  Punkt  a  heran,  lim  x  =  a^,  so  gibt  es 
vier  Fälle,  nämlich 
(1+)  \imf{x)^h, 

(2^)  lim/'(x)  =  +  (X),  —  Oü; 

(S^**)     f{x)   strebt    keinem    Grenzwert    zu,    bleibt    aber    endlich    im    Intervalle 
a<ix<^a'\-  d  (vgl.  die  nachstehende  Definition); 

(4*^)     f{x)  strebt  keinem  Grenzwerte  zu  und  bleibt  auch  nicht  endlich  im  Inter- 
valle a<^x<^a'\-  9^  wie  klein  auch  S  angenommen  werden  möge. 

Dem  Grenzübergange  lim  x  =  a~  entsprechen  wieder  dieselben  vier  Fälle, 
welche  also  resp.  mit  (1~),  .  .  .,  {4r)  bezeichnet  werden  mögen. 

Durch  paarweise  Kombination  der  Fälle  (i"*")  mit  den  Fällen  (j~)  entstehen 
16  Möglichkeiten,  [(•'*'),  (J~)\    Dabei  kann  f{x)  femer  im  Punkte  a  erklärt  sein 
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Definition.  Eine  Funktion  heißt  in  einem  Intervalle  endlich, 
wenn  es  eine  positive  Konstante  gibt,  welche  die  Funktion  ihrem 
absoluten   Betrage  nach  in   keinem  Punkte  des  Intervalls  übersteigt. 

Im  Intervalle  0  ^  a:  ^  1  sei 

f{0)  =  ay  a  beliebig. 

Dann  bleibt  f(x)   in    diesem  Intervalle  nicht  endlich;   doch    gibt  es 
auch  keinen  Punkt  des  Intervalls,  in  welchem  sie  unendlich  würde. 

f)  Die  bisher  betrachteten  Funktionen  hören  bloß  in  isolierten 
Punkten  auf,  stetig  zu  sein;  sie  haben  isolierte  Unstetigkeiten.  Bei 
der  Funktion 

f(x)  —  sin   .   , , 
'  ^  ^  8inl/x 

häufen  sich    die  Unstetigkeitspunkte   in   der  Nahe  der  Stelle  x  ^  0. 

g)  Das  Beispiel  y)  von  §  1,  sowie  das  Beispiel  auf  S.  4,  bringt 
eine  Funktion,  welche  für  alle  Werte  von  x  unstetig  ist. 

Es  sei  noch  an  die  Sätze  erinnert: 

Sind  f{x)y  fp{x)  in  einem  Funkte  hsfw,  Intervalle  stetig,  so  sind 
aucfi  die  Funktionen 

f{x)  +  q>{x),     f{x)q>{x) 

dort  stetig.     Die  Funktion 

(fix) 

ist  ebenfalls  stetig,  sofern  q>(x)  nickt  verschwindet. 

Ist  q>{x)  im  Punkte  Xq,  f{y)  im  Punkte  y^—  ^>{x^  stetig,  so  ist 
die  Funktion  f[<p(xy]  im  Punkte  Xq  stetig. 

Aus  diesen  allgemeinen  Sätzen  nebst  dem  besonderen  Satze,  daß 
die  Funktion 

stetig  ist,  folgert  man  sofort  die  Stetigkeit  der  Polynome,  sowie  der 
rationalen  Funktionen  in  jedem  Punkte,  wo  sie  definiert  sind. 


oder  nicht,  und  im  ersteren  Falle  kann  der  Wert  von  f{a)  mit  einem  der  etwa 
vorhandenen  Grenzwerte  zusammenfallen  oder  davon  getrennt  sein.  Doch  wollen 
wir  uns  mit  dem  bereits  Gesagten  begnügen,  denn  daraus  erhellt  schon,  daß 
eine  große  Anzahl  von  Möglichkeiten  vorliegt. 


§  4.  Die  Stetigkeitssätze.  13 

Aufgabe  1.    Man  untersuche  die  folgenden  Funktionen  auf  ihre 
Stetigkeit  hin  und  stelle  dieselben  durch  eine  Kurve  dar. 


^*"^    ,^  unx;      lim(8in:r)»-i 


Aufgabe  2.     Sei 


8 


(p{x)  =  1  —  lim  (sin  ^ra;)^""'^, 

n  =  00 

und  man  bilde  die  Reihe 


Die  durch  diese  Reihe  dargestellte  Funktion  ist  für  alle  rationalen 
Werte  von  x  unstetig,  für  alle  irrationalen  Werte  stetig.^) 

§  4.   Die  Stetigkeit88&t8e. 

Ist  f(x)  in  einem  Intervalle  stetig,  so  kann  man  daraus  nicht 
einmal  schließen,  daß  f(x)  in  diesem  Intervalle  endlich  bleibt,  wie 
das  Beispiel  zeigt: 

Verlangt  man  aber  außerdem  noch,  daß  das  Intervall  ahgesctdossen  sei, 
d.  h.  daß  es  endlich  sei  und  daß  ferner  die  Endpunkte  mit  zum 
Intervalle  gehören  sollen,  so  verhält  sich  die  Sache  anders. 

1.  Satz.     Ist  f{x)  im  abgeschlossenen  Intervalle 

stetig y  so  ist  f{x)  in  diesem  Intervalle  endlich. 

Den  Beweis  dieses,  sowie  der  beiden  hierauf  folgenden  Sätze 
verschieben  wir  bis  zum  Schlüsse  dieses  Kapitels,  §  9. 

Ist  f(x)  eine  beliebige  Funktion,  so  braucht  f(x)  in  einem  be- 
stimmten Intervalle,  in  welchem  sie  definiert  ist,  weder  einen  größten 
noch  einen  kleinsten  Wert  anzunehmen,  ja  selbst  dann  nicht,  wenn 
f(x)  im  betreffenden  Intervalle  stetig  ist,  wie  das  Beispiel  zeigt: 

f{x)  =  2x  +  3,    0<a;<l. 

Definitionen.  Nimmt  die  Funktion  f(x)  in  keinem  Punkte 
eines  bestimmten  Intervalls  einen  Wert  an,  welcher  algebraisch  größer 

1)  Ein  einfaches  Beispiel  einer  Funktion,  die  in  einem,  aber  auch  nur  in 
einem  Punkte  (x  =  0)  stetig  ist,  wird  durch  das  Beispiel  von  S.  4  geliefert,  so- 
fern der  Funktion  der  Wert  0  statt  1  im  Punkte  x  =  0  zugewiesen  wird.  Die 
durch  die  obige  Reihe  definierte  Funktion  weist  ein  ähnliches  Verhalten  in 
jedem  irrationalen  Punkte  auf. 


3/ 


0 
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als  die  feste  Zahl  G  ist,  während  sie  die  Größe  G  —  e,  wo  «  eine 
beliebig  kleine  positive  Zahl  bedeutet,  mindestens  in  einem  Punkte 
des  Intervalls  übersteigt,  so  heißt  G  die  obere  Grenze  von  f{x)  im 
betreffenden  Intervalle.  Gibt  es  ferner  einen  Punkt  x'  des  Intervalls,  in 
welchem  f(x)  «=  G  ist,  so  heißt  G  der  größte  Wert  der  Funktion  im 
Intervalle.  Man  sagt  wohl  auch,  f{x)  hat  im  Punkte  x'  ein  Maximum. 
In  analoger  Weise  werden  die  untere  Grenze  und  das  Minimum 
erklärt. 

Hat  die  Funktion  ein  Maximum,  so  hat  sie  eine  obere  Grenze, 
nicht  aber  umgekehrt.^) 

Unter  der  Schwankung  einer  Funktion  in  einem  Intervalle  ver- 
steht man  die  Differenz,  G  —  K,  zwischen  der  oberen  und  der 
unteren  Grenze  der  Funktion  in  diesem  Intervalle. 

Das  soeben  betrachtete  Beispiel  zeigt,  daß  selbst  eine  stetige 
Funktion  kein  Maximum  oder  Minimum  zu  besitzen  braucht.  Jene 
Funktion  2  a?  -f  3  kommt  zwar  dem  Werte  5  beliebig  nahe  und  über- 
steigt denselben  nie;  aber  es  gibt  eben  keinen  Punkt  des  Intervalls 
0<a;<l,  in  welchem  sie  den  Wert  5  wirklich  annähme.  Dieser 
Wert   bildet   also   die    obere    Grenze   der   Funktion.     Das    Verhalten 

dieser  stetigeu  Funktion  hängt   wesentlich 
von  dem  Umstände  ab,  daß  wir  das  Inter- 
vall wieder  nicht  als  abgeschlossen  voraus- 
:      /    \     /        i  gesetzt  haben. 

r-  y/     i  2.  Satz.     Ist  f{x)   im  abgeschlossenen 

— -      Intervalle 


^^8- 11-  a<x<b 

stetig^  so  hM  sie  dort  einen  größten  und  eineti  kleinstem  Wert. 

Ein    dritter    grundlegender    Satz,    be- 
treffend stetige  Funktionen,  ist  folgender.-) 
3.  Satz.      Ist  f{x)    im  abgeschlossetien 

,f'fj,j    Int^valle 

a  <  X  Kb 


Fig.  12. 


stetig  und    ist   f{a)^f(b);    liegt   ferner  N 
zwischen   den  Zahlen  f{a)  und  f(b),  so  gibt 


1)  Die  durchgreifende  Bedeutung  der  Unterscheidung  zwischen  einer  oberen 
Grenze  und  einem  Maximum  hat  Weierstraß  in  seinen  Vorlesungen  an  der 
Berliner  Universität  (von  1860  an)  scharf  betont.  Auch  ist  es  sein  Verdienst, 
die  Sätze  1  und  2  als  grundlegend  hinzustellen.  Der  Begriff  der  oberen  Grenze 
geht  auf  Bolzano  zurück,  vgl.  oben,  §  3,  Aum. 

2)  Bolzano  (1814/17),  vgl.  oben,  §  3,  Anm. 
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es  mindestens  einen  Punkt  x'  im  Intervalle^  in  welchem  f{x)  den  Wert 

N  wirklich  annimmt: 

fix-)  -  JV. 

Zum  Sclilaß  kommt  noch  ein  Satz^  betreffend  die  gleichmäBige 
Stetigkeit  einer  stetigen  Funktion.  Der  Definition  der  Stetigkeit  in 
einem  Punkte  f  ^^  x^  gemäß  muß  sich  einer  beliebig  kleinen  posi- 
tiven Größe  s  eine  zweite  positive  Größe  ö  zuordnen  lassen^  derart,  daß 

bleibt,  wenn 

X  —  iCo  I  <  d 

ist.^)  Wie  groß  man  ö  bei  vorgegebenem  s  wählen  darf,  das  hängt 
im  allgemeinen  vom  Punkte  x^  ab,  und  es  kann  vorkommen,  daß  d 
für  gewisse  Lagen  von  Xq  außerordentlich  klein  wird.  Sei  beispiels- 
weise 

f{x)^  l,    0<x<V 

Die  Funktion  ist  in  diesem  Intervalle  stetig.  Trotzdem  kann  man 
keinen  konstanten  Wert  von  d  angeben,  welcher  bei  vorgegebenem  e 
fQr  jeden  Punkt  x^  des  Intervalls  passen  wird.  Dasselbe  gilt  auch 
von  der  Funktion  f(x)  =  x^  im  Intervalle  —  oo  <  a;  <  c»,  sowie  von 
der  endlich  bleibenden  Funktion  sinl/x,  0<a;^l.  Dieses  Vor- 
kommnis rührt  abermals  davon  her,  daß,  obwohl  die  Funktion 
im  ganzen  Intervalle  stetig  ist,  das  Intervall  selbst  doch  kein  ab- 
geschlossenes ist. 

Definition.  Sei  f(x)  in  einem  beliebigen  abgeschlossenen  oder 
nicht  abgeschlossenen  Intervalle  erklärt.  Läßt  sich  dann  jeder  beliebig 
kleinen  vorgegebenen  positiven  Größe  s  eine  feste  (also  von  x  und 
Xq  unabhängige)  positive  Größe  ä  so  zuordnen,  daß 

bleibt,  wenn  nur 

\x  —  Xq    <Cd 

ist,  so  heißt  f(x)  im  betreffenden  Intervalle  gleichmäßig  stetig}) 


1)  Das  Intervall  Xq  —  d<^<^o  +  ^  darf  über  das  Intervall  (a,  h)^  in 
welchem  f(x)  definiert  ist,  hinausgreifen.  Insbesondere  kann  Xq  ein  Endpunkt 
dieses  Intervalls  sein.  Dann  kommt  selbstverständlich  nur  soviel  de^  ersten 
Intervalls  in  Betracht,  wie  im  Intervalle  {a,  b)  liegt 

2)  Der  Begriff  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  ist  von  W  ei  erst  r  aß  in  seinen 
Vorlesungen  an  der  Berliner  Universiait  von  1860  an  nachdrücklich  betont 
worden.  Ein  Beweis  des  nachstehenden  4.  Satzes  ist  zuerst  von  Heiue  ver- 
öffentlicht, Jaum.  /*.  Maih.,  Bd.  71  {1S10\  S.  361. 
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Die  Funktion  f{x)  =  x^  ist  z.  B.  sowohl  im  abgeschlossenen 
Intervalle  a  ^  :r  ^  6  als  auch  im  nicht  abgeschlossenen  Interyalle 
a  <,x  <Cb,  nicht  aber  im  Intervalle  0  <  j;  <  <x>   gleichmäßig  stetig. 

4.  Satz.     Ist  f(x)  im  abgeschlossenen  Intervalle 

a  ^x  <b 

stetig,  so  ist  f{x)  daselbst  atAch  gleichmäßig  stetig. 

Diesen  Satz  vrollen  wir  beweisen,  um  dem  Leser  ein  erstes  Bei- 
spiel  einer  Schlußweise  zu  geben,  welche  för  die  moderne  Ana* 
lysis  von  prinzipieller  Wichtigkeit  ist.  Am  Ende  des  Kapitels  vrird 
diese  Schlußweise^  welche  wir  als  die  Methode  der  Einschachtdung 
der  Intervalle  bezeichnen  wollen,  eine  Reihe  weiterer  Anwendungen 
finden. 

Hilfssatz.^)  Es  ist  möglich,  das  Intervall  (a,  b)  in  2*  gleidhe 
Teile  zu  zerlegen,  derart,  daß  die  Schwankung  von  f{x)  in  jedem  ein- 
zelnen dieser  als  abgeschlossen  zu  betrachtenden  Teilintervalle  den  Wert 
s/2  nicht  überschreitet. 

Hierbei  bedeutet  s  eine  beliebige  positive  Größe,  welche  aber, 
einmal  gewählt,  für  die  Folge  dann  festgehalten  wird. 

Gesetzt,  das  ginge  nicht  an.  Man  teile  das  Intervall  in  zwei 
gleiche  Teile.  Dann  müßte  es  mindestens  für  eines  dieser  Teilinter- 
valle unmöglich  sein,  die  gewünschte  Zerlegung  durchzuführen,  d.  h. 
die  Zahl  n  so  zu  wählen,  daß  die  Schwankung  von  f(x)  in  jedem 
der  y2''  Unterintervalle,  in  welche  das  betreflfende  Teilintervall  zer- 
fällt, unter  s/2  bleibt.*)  Dieses  Teilintervall  werde  mit  Ä^  bezeichnei 
Nun  stelle  man  bei  Ä^  dieselbe  Überlegung  an,  wie  soeben  beim  ur- 
sprünglichen Intervalle.  Man  wird  also  zu  einer  Hälfte  Ä^  von  Ä^ 
geführt,  für  welche  die  gewünschte  Zerlegung  wieder  nicht  angeht 
Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erhält  man  schließlich  eine  un- 
begrenzte Folge  ineinander  eingeschachtelter  Intervalle  A^,  jlg?---» 
Äf^, .  .  . ,  deren  Länge  mit  wachsendem  k  gegen  0  abnimmt  und  fOr 
deren  jedes  die  bewußte  Zerlegung  nicht  ausführbar  ist.  Es  gibt 
offenbar  einen  Punkt  a  des  Intervalls  (a,  b),  welcher  allen  Intervallen 
Aj^  geraeinsam   ist.^)     Damit  wird  man  aber  zu   einem  Widerspruch 

1)  'Diesen  Satz  hätte  man  schon  an  die  Spitze  stellen  und  daraas  dann  den 
4.  Satz  als  Zusatz  ableiten  können. 

2)  Man  beachte  wohl,  wenn  n  =  N  die  gewünschte  Zerlegung  liefert,  daß 
dann  jeder  größere  Wert  w  >  iV  ebenfalls  zu  einer  derartigen  Zerlegung  fOhrt. 

3)  Wegen  eines  strengen  Beweises  dieser  Behauptung  vgl.  §  7.  Hätten 
wir  nicht  verlangt,   daß   das  Intervall  (a,  b)  abgeschlossen   sei,   bo   hätten  wir 
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geführt^  denn  dem  Punkte  a  und  der  beliebigen  positiven  Große  s^ 
entspricht  doch  wegen  der  Stetigkeit  von  f{x)  im  Punkte  a  eine 
positive  Größe  d^,  derart,  daß 

bleibt,  sobald  nur  rr  —  a  |  <  d^  ist.  Setzt  man  also  a^  »  £/4,  so 
folgt  aus 

\fix)-fia)\<-\,     ix-a\<d,, 
und 

\f{x')-ficc)\<{,     |a:'-al<*,, 
daß 

\f(x')-f(x)\<±- 

ist,  wie  auch  immer  j*,  x'  im  Intervalle  (a  —  dj ,  a  +  d^)  angenommen 
werden  mögen.  Nun  gibt  es  aber  ein  Intervall  Ä^,  welches  bei 
passender  Wahl  von  m  ganz  in  diesem  letzten  Intervalle  liegt,  imd 
das  verstößt  eben  gegen  das  Ergebnis,  daß  für  A^  besagte  Zerlegung 
nicht  durchführbar  ist. 

Aus  dem  Hilfssatze  schließen  wir  nun,  daß  die  Schwankung  in 
einem  beliebigen  Intervalle  Xq  —  y^«  ^  ^  ^  a^o  +  IK  ^^^  ^^^  Länge 
Z^  =  (6  —  a)/2"  den  Wert  s  nicht  übertriflft.  Denn  dieses  Intervall 
kann  ja  höchstens  über  zwei  aneinander  stoßende  jener  früheren  Teil- 
intervalle hinübergreifen.  In  dem  Falle  sei  x  ^  c  der  gemeinsame 
Endpunkt  letzterer,  und  seien  x,  x  zwei  beliebige  Punkte  derselben. 
Dann  ist 

.f{x)-f{c)<'^, 


nx')-f{c)\< 


8 


Mithin  wird,  wie  auch  immer  x,  x'  in  jenem  InterraUe  angenommen 
werden  mögen,  stets 

\f{x)-f{x)\<B 

sein.     Es  genügt  somit,  d  =  y!^  zu  setzen. 

Wir  heben  nochmals  ausdrücklich  hervor,  daß  die  Größe  b 
hierbei  nicht  als  eine  Veränderliche,  etwa  als  eine  unendlich  kleine 
Größe  aufgefaßt  werden  darf.     Sie  ist  eine  Konstante,  welche  vorab 


Dicht  schließen  können,  daß  der  allen  Intervallen  A^  gemeinsame  Punkt  a  zum 
Intervalle  (a,  6)  gehört.  Er  hätte  eben  mit  einem  Endpunkte  von  (a,  6)  zu- 
sammenfallen können. 

Oigood,  Fanktioneiilheorie.  L  2.  Aufl.  2 
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willkürlich  gewählt  wird,   alsdann    aber   während   der   ganzen  Unter- 
suchung fest  bleibt. 

Durch  das  vorstehende  Raisonnement  ist  der  1.  Satz  auch  be- 
wiesen worden. 

Anwendung  des  4.  Satzes.  Beim  Fundamentalsatze  der  Integral- 
rechnung spielt  die  gleichmäßige  Stetigkeit  eine  wesentliche  Bolle. 
Im  Intervalle  a^x^b  sei  f(x)  eine  stetige  Funktion.  Man  zerlege 
das  Intervall  in  n  gleiche  oder  ungleiche  Teile  durch  die  Punkte 
Xq  =  a  <  a^i  <  •    •  <  ic^  =  6  und  bilde  die  Summe 

(1)  S.  =  fix,')Ax,  +  fix,')Ax,  +  ■■■  +  f(xjAx„, 

WO  Aa;,=*  a;^— j:,_i  ist  und  x^  einen  beliebigen  Punkt  des  Intervalls 
^i-i  ^  ^  ^  ^1  bedeutet.  Dann  besagt  der  Satz  ja,  daß  S^  gegen  einen 
Grenzwert  konvergiert,  wenn  n  unendlich  wird  und  zugleich  das 
größte  AXf  gegen  0  abnimmt.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß 
ein  Teilungsgesetz  vorliegt,  wonacli  beim  Übergange  von  n  zu  n  -f  1 
ein  Teilintervall  in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  ohne  daß  die  übrigen 
Teilintervalle  geändert  werden.  Man  bezeichne  den  größten  und  den 
kleinsten  Wert  von  f(x)  im  Intervalle  oc^^x  ^x^_^  mit  Jf.  bzw.  m^ 
und  bilde  die  Summen 


Dann  ist 


T„ -  M,Ax,  +  M,Ax,  +  •    •  +  M„Ax„, 
t^=  iWjAXi  +  m^Ax^  +  •  •  •  +  fn^Ax^, 


tn£S„£T,. 


Bei  wachsendem  n  nimmt  T^  höchstens  ab,  ohne  jedoch  jemals  unter 
t^  herabzusinken.  Daher  nähert  sich  T^  einem  Grenzwerte,  /;  vgl.  §  7, 
Theorem  1,  Erweiterung.  In  ähnlicher  Weise  zeigt  man,  daß  auch  t^ 
sich  einem  Grenzwerte  I^  nähert. 

Diese  beiden  Grenzwerte  sind  einander  gleich,  I  ^  I^.  Denn 
wegen  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  der  Funktion  f{x)  kann  man 
einem  beliebig  kleinen  positiven  a  ein  positives  ö  zuordnen,  derart,  daß 

fix) -fix')   <s 

bleibt,  wie  auch  immer  x^  x  im  Intervalle  a  -^x  -^h  angenommen 
werden  mögen,  vorausgesetzt  nur,  daß  x  —  x  <  d  ist.  Hiernach 
ist  die  Schwankung  von  f{x)  in  jedem  Intervalle,  dessen  Länge  kleiner 
als  d  ist,  auch  kleiner  als  £.  Ist  also  die  Teilung  erst  soweit  ge- 
diehen, daß  für  alle  Werte  von  i  Aar,.  <  d  ist,  so  ist 
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0  ^  T.  -  ^«  «  ( Jlfi  -  m, )  A  0:^  +  • . .  +  ( Jlf,  -  m  J  A  a;, 
<  6(Aic,  H +  AxJ  =-  €{b  -  a), 

und  infolgedessen  ist  auch 

Mithin  muß  die  von  €  unabhängige  Größe  7-/^=0  sein.  Da  nun 
endlich  S^  stets  zwischen  T^  und  t^  liegt,  so  nähert  sich  S^  ebenfalls 
dem  Grenzwert  I. 

Den  Grenzwert  /  definiert  man  als  das  zwischen  den  Grenzen 
a  und  b  genommene  bestimmte  Integral  der  Funktion  f(x)  und  be- 
zeichnet ihn  mit 

b 

(2)  ff{x)dx. 

a 

Man  beweist  nach  den  üblichen  Methoden  den  Mittelwertsatz  ^): 
(A)  fnx)dx  -  f{l)Q>  -  a) ,  a  <  |<  6 . 

a 

Kehren  wir  jetzt  zu  einem  beliebigen  Teilungsgesetz  zurück  und 
stellen  wir  der  zugehörigen  Summe  (1)  die  zweite  Summe  gegenüber: 

(3)  ff{x)  dx  -ff{x)  dx  +  /  't\x)  dx  +  '"  -\-ff{x)  dx . 

Diese  Zerlegung  ist  offenbar  erlaubt,  sofern  man  zur  Definition  der 
Integrale  rechter  Hand  dieselben  Teilungspunkte  verwendet,  wie  bei 
der  Definition  des  vorgelegten  Integrals.  Nach  dem  Mittelwertsatze 
hat  die  rechte  Seite  von  (3)  den  Wert 

/•«o^^i + fiOi^^t  +  ■■■+ no^^n  ■ 

Indem  man  nun  von  (3)  die  Gleichung  (1)  abzieht,  ergibt  sich,  daß 
h 

ff{x)dx  -  S,  =  [/'K")  -  /-(a^iOlAx,  +  ■  •  •  +  [fix;')  -  f{x:)\t^x^ 

ist.     Daraus  folgt  wegen   der  gleichmäßigen  Stetigkeit  der  Funktion 

1)  Der  Satz  besagt,  daß  der  Inhalt  der  von  der  Kurve  y  =  /"(x),  der  ac- Achse 
und  den  beiden  Ordinalen  in  den  Punkten  x^^  a  und  x^=h  abgegrenzten  Fläche 
gleich  demjenigen  eines  Rechtecks  von  gleicher  Grundlinie  und  mittlerer  Höhe 
ist,  und  ist  in  dieser  Form  von  Alters  her  bekannt.  Daß  er  nach  den  Anforde- 
rungen moderner  Strenge  zu  den  Grundlagen  der  Integralrechnung  gehört, 
wurde  von  Dirichlet  erkannt:  Repertorium  der  Physik^  1  (1887),  S.  162,  §  2  = 
Werke,  1,  S.  188. 

2* 
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f{x)j  daß,  sobald  nur  Lx^  <d,    i  =  1,  2, . .  .,  n,  bleibt, 

a 

ist,  und  hiermit  ist  allgemein  dargetan,  daß  auch  bei  jedem  beliebigen 
Teilungsgesetze  S^  gegen  das  oben  definierte  Integral  (2)  konvergiert.^) 

Ist  6  <  a  oder  6  »  a,  so  sollen  folgende  Erklärungen  gelten: 

b  a  a 

ff  («)  dx ff  (x)  dx,     ff{x)dx'-0. 

a  b  a 

Man  beweist  nun  leicht,  daß 

b  c  c 

ff{x)dx  +ff{x)dx  ~ff(x)dx, 

a  b  a 

wie  auch  immer  a,  6,  c  genommen  werden  mögen,  sofern  nur  jedes 
der  Integrale  eine  Bedeutung  hat. 

Bei  der  veryoUstandigten  Definition  des  Integrals  bleibt  der 
Mittelwertsatz  (A)  immer  noch  bestehen.     Allgemeiner  ist 

6  b 

(B)  ff{x)^{x)dx  =  f{l)j\{x)dx,  a<i<l, 

a  a 

wobei  f(x),  ^{x)  beide  im  Intervalle  stetig  sind  und  außerdem  ent- 
weder 

oder 

(p{x)£0,  „ 

ist. 

Hieraus  folgt,  daß  das  Integral 

(4)  ff(x)dx,  a£x^b, 

a 

1)  Die  hier  gegebene  Definition  eines  eigentlichen  bestimmten  Integrals 
kommt  schon  bei  Cauchy  vor,  Besume  des  legons  donnees  ä  Vc'cole  polytechnique 
sur  le  caIctU  infinitesimal  (1828)  S.  86,  und  ist  von  Riemann  auf  Funktionen 
ausgedehnt,  welche  in  keinem  Intervalle  stetig  sind:  „Über  die  Darstellbarkeit 
einer  Funktion  durch  eine  trigonometrische  Reihe",  Habilitationsschrift,  1854, 
Werke,  S.  226  (2.  Aufl.,  S.  239).  Darboux  hat  wohl  zuerst  die  Einzelheiten  des 
Riemannschen  Konvergenzbeweises  streng  durchgeführt;  cf.  Jordan,  Qmrs 
d'analyse,  Bd.  1,  2.  Aufl.,  1893,  S.  38. 
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eine   stetige  Funktion  F{x)   seiner   oberen  Grenze   definiert^   welche 
auch  eine  stetige  Ableitung  besitzt: 

F\x)^f{x). 

Die  vorstehende  Definition  nebst  dem  Konyergenzbeweise  läßt 
sich  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen;  daß  f{x)  eine  endliche  Anzahl 
von  Unstetigkeitspunkten  im  Intervalle  (a,  h)  aufweist^  oder  an  einer 
endlichen  Anzahl  von  Stellen  desselben  nicht  definiert  ist;  voraus- 
gesetzt nur;  daß  f{x)  sonst  stetig  ist  und  im  Intervalle  endlich  bleibt. 
An  Stelle  von  /*(!)  in  den  Mittelwertsätzen  tritt  dann  eine  zwischen 
der  oberen  und  der  unteren  Grenze  der  Funktion  gelegene  Zahl  M, 
Das  Integral  (4)  bleibt  immer  noch  eine  stetige  Funktion  seiner  oberen 
Grenze,  büßt  aber  seine  Ableitung  in  einem  Unstetigkeitspunkte  des 
Integranden  im  allgemeinen  ein. 

Eine  allgemeinere  Definition  des  eigentlichen  bestimmten  Integrals 
kommt  fQr  unsere  Zwecke  nicht  in  Betracht. 

Aufgabe  1.    Sind  die  folgenden  Funktionen  gleichmäßig  stetig? 

a)  X  log  Xy  0  <  a:  ^  1 ; 

b)  '-^^  Kx; 

c)  X  log  X,  0  <  X . 

Aufgabe  2.  Man  beweise  folgenden  Satz:  Ist  f{x)  in  einem 
endlichen  nicht -abgeschlossenen  Intervalle  (a,  h)  gleichmäßig  stetig, 
so  laßt  sich  das  Intervall  in  eine  endliche  Anzahl  gleicher  Teile  derart 
zerlegen;  daß  die  Schwankung  der  Funktion  in  jedem  Teilintervalle 
die  vorgegebene  positive  Größe  b  nicht  überschreitet.  f{x)  bleibt 
dann  endlich  im  Intervalle  (a,  li). 

Aufgabe  3.  Sei  f{x)  im  Intervalle  a  <  x  ^h  gleichmäßig 
stetig.  Man  zeige  unter  Benützung  der  Sätze  von  §  1,  daß  f{x)  dann 
beim  Grenzübergange  lim  x  =  a^  einem  Grenzwerte  zustrebt. 

Aufgabe  4.  Ist  f{x)  in  einem  beliebigen  Intervalle  stetig,  so 
nimmt  f{x)  jeden  zyrischen  der  oberen  und  der  unteren  Grenze  der 
Funktion  gelegenen  Wert  mindestens  einmal  an. 

Aufgabe  5.  Ist  f{x)  in  einem  nicht- abgeschlossenen  Intervalle 
stetig  und  hat  f{pc)  eine  obere  Grenze,  kommt  f{x)  femer  in  keinem 
der  beiden  Endpunkte  des  Intervalls  der  oberen  Grenze  beliebig  nahe, 
so  hat  f{x)  ein  Maximum  innerhalb  des  Intervalls. 
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Aufgabe  6.  Sei  f{x)  im  Punkte  x^  stetig  und  sei  f{x^>c 
(bzw.  <  c),  dann  gibt  es  eine  Umgebung  von  XQ:XQ  —  h<x<x^  +  hy 
in  welcher  durchweg  f(x)>c  (bzw.  <  c)  ist. 


Sei  die  Funktion 


§  5.    Die  Ableitung. 


für  alle  Werte  von  x  in  einem  Intervalle  eindeutig  erklärt  und  seien 
Xq,  Xq+  Ax  zwei  Punkte  des  Intervalls.  Man  bilde  den  Differenzen- 
quotienten 

Ax  Ax 

Ist  Xq  ein  innerer  Punkt  des  Intervalls  und  konvergiert  Ay/Ax  beim 
Grenzübergange  lim  Ax  =  0  gegen  einen  Grenzwert,  so  definiert  man 
letzteren  als  die  Ableitung  der  Funktion  f(x)  im  Punkte  Xq  und  be- 
zeichnet ihn  mit  f\x^: 


lim^(^'+^?)-^'^^=/->o)- 


Wird 


AXsO 


tiX 


lim  t'^^o+_^^)_—fM  _  ^ 

AX  =  0  ^^ 


CX) 


—  CO 


so  sagt  man,  f(x)  hat  im  Punkte  Xq  eine  unendliche  Ableitung  und 
nennt  zum  Gegensatz  die  eigentliche  Ableitung  eine  endliche  Ablei- 
tung. Wir  werden  jedoch  unter  den  Worten:  ,jf{x)  hat  eine  Ablei- 
tung^'  verstehen,  sofern  das  Gegenteil  nicht  ausdrücklich  bemerkt  ist, 
daß  eine  endliche  Ableitung,  d.  h.  ein  eigentlicher  Grenzwert  vorliegt 
Bezüglich  dieser  Definition  ist  nun  zu  bemerken,  daß  Ax  sowohl 
alle  positiven  als  auch  alle  negativen  Werte  annehmen  soll,  die  in 

der  Nähe  der  Stelle  Ax  ==  0  liegen;  den 
Wert  0  darf  Ax  niemals  annehmen.  So  ist 
beispielsweise  der  stetigen  Funktion 


») 


I  -0, 


X  +  0; 
.0 


X 


Flg.  18. 


im    Punkte    x  =  0    keine    Ableitung    zuzu- 
sprechen, obgleich  dort  der  Differenzen quotient 


§  5.  Die  Ableitung.  23 

bei  lim  Ax  =  0^,  sowie  bei  limArr  =  0"  einer  Grenze  zustrebt;  denn 
die  beiden  Grenzwerte  stimmen  nicht  miteinander  überein^  ygl.  §  2, 
3.  Beispiel.    Die  Kurve  y^f{x)  hat  eine  Ecke  im  Punkte  x^O, 

Zuweilen  ist  es  nützlich,  den  Fall  zu  betrachten ,  daß  der  Diffe- 
renzenquotient Ay/Ax  beim  einseitigen  Grenzübergange  lim  Ax  —  0+ 
resp.  limAa:  =  0~  einem  Grenzwerte  zustrebt.  Trifft  dies  zu,  existiert 
also 

lim    ^r^      oder       lim     r- 


Aae  =  0+ 


80  sagt  man,  f(x)  hat  eine  vorwärts  bzw.  rückwärts  genommene  Ab- 
leitung im  Punkte  Xq. 

Ist  Xq  ein  innerer  Punkt  des  Intervalls,  so  wird  der  Funktion, 
der  vorhin  gegebenen  Erklärung  gemäß,  nur  dann  schlechthin  eine 
Ableitung  im  Punkte  Xq  zukommen,  wenn  sowohl  die  vorwärts  als 
die  rückwärts  genommene  Ableitung  im  Punkte  Xq  existieren  und 
beide  außerdem  den  nämlichen  Wert  haben.  In  einem  Endpunkte 
eines  abgeschlossenen  Intervalls  hat  f(x)  indessen  eine  Ableitung, 
wenn  die  betreffende  einseitige  Ableitung  existiert. 

So  hat  denn  die  obige  Funktion  a)  in  dem  als  inneren  Punkt 
ihres  Intervalls  zu  betrachtenden  Punkte  x  ^  0  eine  vorwärts  ge- 
nommene Ableitung  mit  dem  Werte  0  und  eine  rückwärts  genommene 
Ableitung  mit  dem  Werte  J .  Wird  die  Funktion  dagegen  nur  im 
Intervalle  ^  ^  0  betrachtet,  so  hat  sie  schlechthin  eine  Ableitung  in 
jedem  Punkte  des  Intervalls. 

Man  beachte  femer  folgende  Beispiele, 
b)  Sei  (vgl.  das  2.  Beispiel,  §  2) 

fXx)  ==  a;  sin  ^ ,     x  +  0 
=  0,  a;  =  0. 

Diese  Funktion  ist  für  alle  Werte  des  Arguments  stetig.     Im  Punkte 
x  ==  0  hat  sie  aber  keine  Ableitung,  denn  der  Differenzenquotient 

Ay  1 

^  =  sin 


Ax  Ax 


schwankt  beständig  zwischen  den  Grenzen  +  1  nnd  •—  1.    Geometrisch 
heißt   das,   daß   die   Sekante  OP  keiner  Grenzlage  zustrebt,   wenn  P 
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an  0  heranrückt^    sondern   sich   im    Spielräume   eines  Winkels    von 
90  Grad  immer  hin  und  her  bewegt.^) 


c)  Sei 


(  f{x)^xHm  ^,    ar  +  O 


0, 


a:  =  0. 


Fig.  14. 


-^     Hier  hat  der  Differenzenquotient  im  Punkte 
a;  =-  0  den  Wert 

-jT-  =  Ao:  sm  -r— , 
Ax  Ax' 


er  nähert  sich  also  einem  Grenzwerte^  und  zwar  der  0^  wie  auch 
immer  Ax  gegen  0  konvergiert.     Daher  existiert  f(f^)  und  es  ist 

r(o)  =  o. 

Geometrisch  liegt  die  Kurve  y^f{x)  zwischen  den  beiden  konvexen 

Parabelbogen 

y^x\       y^  —  x^ 

eingepfercht.  Die  Sekante  OP  muß  daher  im  Winkel  P^OP^  bleiben, 
und  die  Schenkel  dieses  Winkels  konvergieren  beide  gegen  die  a;- Achse, 
wenn  P  an  0  heranrückt. 

Diese  Funktion  f{x)  hat  also  für  jeden  Wert  von  x  eine  Ablei- 
tung. Letztere  ist  auch  im  allgemeinen  stetig,  jedoch  nicht  ausnahms- 
los;  denn  es  ist 

I  rW  =  2a;  sin  ^  -  cos  ^  ,     x  +  ü, 


I 


0 


x^O. 


Mithin  wird  f'(x)  im  Pimkte  x  =  0  unstetig.  Das  heißt  eben  geo- 
metrisch, daß  die  Kurve  in  der  Nähe  der  Stelle  x  =  0  wellenförmig 
ist,  wobei  die  Höhe  der  Wellen  zwar  stark  gegen  0  abnimmt,  die 
Steigung  aber  nicht. 


1)  Man  könnte  geneigt  sein,  die  Ableitung 


.,,  ,        .     1  1  1 

f  IX)  =  sm       —       cos 


a: 


X 


zu  bilden  und  aus  dem  Umstände,  daß  diese  Formel  für  x  =  0  inhaltslos  wird, 
auf  die  Nichtexistenz  einer  Ableitung  im  Punkte  a;  =  ü  zu  schließen.  Daß  diese 
Schlußweise  indessen  illusorisch  ist,  zeigt  bereits  das  nächste  Beispiel  c),  wo  sie 
doch  zu  einem  falschen  Resultat  führt.  Der  Leser  wolle  nicht  unterlassen,  sich 
darüber  Rechenschaft  zu  geben,  wo  der  Fehler  gerade  steckt. 
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Die  soeben  besprochenen  Funktionen  boren  höchstens  in  einem 
einzigen  Punkte  auf^  eine  Ableitung  zu  besitzen.  Weierstraß  hat 
ein  Beispiel  einer  stetigen  Funktion  gegeben,  welche  überhaupt  für 
keinen  Wert  des  Arguments  eine  Ableitung  zuläßt.^) 

Aus  der  Existenz  einer  Ableitung  in  einem  Punkte  kann  man 
auf  die  Stetigkeit  der  Funktion  in  diesem  Punkte  schließen.    Denn  aus 


folgt,  daß 


lim  ^y  =  Ä 


==^  +  5,     WO     limg=-0 

ist,  und  darum  konvergiert 

Ay  =«  f(x^+  Ax)  -  f(x^)  -  U  +  g)Ax 

zugleich  mit  Ax  gegen  die  Grenze  0.  Aus  der  Existenz  einer  un- 
endlichen Ableitung  geht  aber  die  Stetigkeit  der  Funktion  nicht  her- 
vor, wie  das  Beispiel  b),  §  3  für  Xq  =  0  zeigt. 

Aufgabe  1.  Haben  die  folgenden  Funktionen  im  Punkte  x^O 
eine  Ableitung?  Ist  dieselbe  stetig,  im  Falle  sie  existiert?  Man 
zeichne  jedesmal  zuerst  die  Kurve. 

.    1 
Bin 

.    1 
X  sm 

_  1 
r)  f(x)  =  e~'\ml,     x  +  0;     f(0)  =  0. 

Aufgabe  2.  Man  kritisiere  folgende  Ausdrucksweise:  ,J)ie 
Funktion  f(x)  hat  im  Intervalle  (a,  b)  eine  endliche  Ableitung."  Als 
Beispiel  nehme  man  die  Funktion 

f(x)  =  x^  sin  ^,       ^  +  0,  I  ^^_0. 
=  0,  a;  =  0 . 


1)  Werke^  Bd.  2,  S.  71.  Hierüber  vgl.  man  femer  eine  Arbeit  von  C.  Wiener, 
CreUe^  Bd.  90  (1881),  S.  221,  v7orin  daa  Wesen  der  Weierstraßschen  Funktion 
von  geometrischer  Seite  her  beleuchtet  wird. 


Fig.  15. 
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Wie  kann  hier  der  Sachverhalt  in  unzweideutiger  Weise  erklart 
werden? 

§  6.     Der  Bollesche  und  der  Mittelwertsats. 

Ein  grundlegender   Satz   der   Differentialrechnung   ist   der   soge- 
nannte Miüdtcertsatz,  dessen  Beweis  sich  auf  den  Rolleschen  Satz  stützt 

Der  Rollesche  Satz.^)     Sei  (p(x)  im  abgeschlossenen  Intertaüt 

a  ^x  ^b  stetig    und   in  jedem    inneren 
Punkte  X  desselben:  a<x<b,  mü  &ner 
^  endlichen   oder   unendlichen  Ableitung  ver- 
sehen.    Sei  femer 

9)(a)  =  9>(6)  =  0. 

Dann  gibt  es  mindestens  einen  imieren  Punkt  x  ^  X,  in  tcelchem  die 
Ableitung  (p\x)  verschwindet: 

q>'(X)  =  0,         a<X<b. 
Die  Kurve 

hat  nach  dem  2.  Satze  von  §  4  sowohl  ein  Maximum  als  ein  Minimum 
im  Intervalle.  Sieht  man  vom  trivialen  Falle  9  (o;)  =  0  ab,  wofür  der 
Satz  offenbar  gilt,  und  nimmt  man  etwa  an,  daß  q){x)  für  gewisse 
Werte  Yon  x  positiv  sei,  so  wird  das  Maximum  in  einem  inneren 
Punkte  X  des  Intervalls,  a  <  X  <  6,  (oder  in  mehreren  solchen 
Punkten)  erreicht.  Im  Punkte  X  muß  aber  fp\x)  verschwinden. 
Bildet  man  nämlich  den  Differenzenquotienten,  so  kommt: 

q>{X  +  Ax)  —  cfiX)     f^O,  Ax>0, 

^^  1^0,         Ax<0. 

Demnach  muß  gleichzeitig 

(p\X)  <  0     resp.     =-  —  oc,     ^'(X)  ^  0     resp.     =  -[-  c» 

sein,  folglich  ist  (p'(X)  =  0. 

Der  Mittelwertsatz.^)     Sei  f(x)   im  abgeschlossenen  Intervalle 

1)  Nach  einer  brieflichen  Mitteilung  von  Hrn.  Cajori  findet  sich  der  Satz 
bei  Rolle,  Demonstration  d'une  Methode  pour  resoudre  les  EgaliUz  de  tous  Us 
degrez,  Paris,  1691.  Als  Voriäufer  des  Satzes  sind  die  Untersuchungen  im  Triute 
d" Algehre,  Paris,  1690,  S.  126  et  seq.  zu  erwähnen;  vgl.  Cantor,  Geschichte  der 
Mathematik,  Bd.  3,  2.  Aufl.,  S.  123. 

•J)  Cauchy,  Resume  des  legons  donne'es  ä  Vecole  polytechnique  sur  le  calcul 
infinitesimal  (1823),  S.  28.  Die  im  Texte  gegebene  allgemeine  Formulierang 
nebßt  dem  Beweise  rührt  von  Bonnet  her;  vgl.  Serret,  Caicul  differentid 
(1868),  S.  19. 
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a  ^  X  <  6  stetig  und  in  jedem  inneren  Punkte  x  desselben:  a  <  a;  <  6, 
mit  einer  endlichen  oder  unendlichen  Ableitung  versehen.  Dann  gibt  es 
mindestens  einen  Punkt  X,  wofür 

(A)  f(b)-fia)^{b-a)f'{X),    a<X<b, 

ist. 

Geometrisch  ausgedrückt  heißt  das  nichts 

anderes,  als  daß  die  Kurve  

o 

y  ==  f{^)  pig.  16. 

mindestens  in  einem  inneren  Punkte  des  Intervalls  (a,  b)  eine  Tan- 
gente besitzt,  welche  dieselbe  Neigung  gegen  die  n;-Achse  hat,  wie 
die  durch  die  beiden  Endpunkte  der  Kurve  gehende  Sekante: 

f^m^f'^X),    a<X<b. 

Arithmetisch  läßt  sich  der  Beweis,  wie  folgt,  führen.     Sei 

q>(x)  =  (x-a)  [f{b)  -  fia)]  -  (b  -  a)  {/(x)  -  f{a)] . 

Dann  genügt  fp(x)  allen  Bedingungen  des  Rolleschen  Satzes  und 
daher  verschwindet  die  Ableitung 

ip\x)^[f{b)-f{a)]-(b-a)r(x) 

in  einem  inneren  Punkte  X  des  Intervalls. 

Der  Satz  kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 

(B)  f{x^+h)-f(x^)^hr{x^+eh),    O<0<1. 

Die  Verallgemeinerung  dieser  Formel,  deren  Begründung  sich  eben- 
falls auf  den  Rolleschen  Satz  stützt,  führt  zum  Taylorschen  Satze 
mit  dem  Restglied  ^) 

(C)  fix,  +  Ä)  =  fix,)  -t-  hf{x,)  +  **  r(xo)  +  •  •  •  +  S/^"'(xo)  + 

+  ^f.T'/^''^"(^o+ÖÄ),     O<0<1. 

Definition.  Eine  Funktion  heißt  monoton,  wenn  sie,  wie  folgt, 
beschaffen  ist.  Seien  x^,  x^  irgend  zwei  Punkte  des  Definitions- 
bereichs und  sei  x^<,x^.     Dann  soll  ohne  Ausnahme 

f{^i)^f{^) 

1)  Lagrange,  Theorie  des  fondions  analytiques.  1797,  p.  49,  §  52;  Stolz, 
DifferenUal-  und  Integralrechnung,  Bd.  1,  S.  96;  Goursat,  Cour«  d'anälyse,  Bd.  1, 
Kap.  3. 
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sein  oder  aber  es  soll  stets 

sein. 

Aufgabe  1.  Zwei  FunktioneD,  die  sich  nur  um  eine  additiTt 
Konstante  voneinander  unterscheiden ,  haben  übereinstimmende  Ab- 
leitungen.    Man  beweise  den  umgekehrten  Satz: 

Sind  I'\x),  0{x)  zwei  im  Interralle  a<x<.h  stetige,  in  allen 
inneren  Punkten  dieses  Intervalls  mit  einer  Ableitung  versehene  Foiik- 
tionen  und  ist  durchweg 

rix)     -     0'{X\y 

so  ist 

F{x)^^{x)-\-  C. 

Aufgabe  2.     Man  zeige,  daß 

i*Ä<log(l +  *;<*,        A>0. 

Aufgabe  3.  Sei  f(x^  eine  Funktion  von  Xj  welche  in  jeden 
Punkte  ihres  Definitionsbereichs  mit  einer  Ableitung  versehen  ist 
Wechselt  letztere  ihr  Vorzeichen  im  Intervalle  nicht,  so  ist  /*(«) 
monoton. 

Aufgabe  4.  Ist  f{x)  im  Intervalle  a<x<ih  stetig  und  hat 
fix)  in  allen  inneren  Punkten  des  Intervalls  eine  Ableitung;  ist  ferner 

\fix)   <M,     a<x<b, 

so  kann  die  Schwankung  von  f{x)   im    ganzen  Intervalle  die  Große 
M{b  —  a)  nicht  übertreffen. 

Aufgabe  5.  Ist  fix)  im  Intervalle  (a,  b)  durchweg  mit  einer 
positiven  (resp.  durchweg  mit  einer  negativen)  Ableitung  versehen,  i 
so  ist  die  zu  y  ^  fix)  inverse  Funktion  x  =^  tpiy)  eindeutig,  und  diese  i 
läßt  ebenfalls  eine  Ableitung  zu: 


f'iy)  =  ,4)  ■ 


§  7.    Sätze,  betreffend  die  Existenz  eines  Grenzwertes. 

Um   zu   konstatieren ;   daß  eine  Yariabele  einer  Grenze  zustrebt^ 
bedient    man    sich    in    der    KegeP)    eines   der   beiden    nachstehenden 

1;  Es    kommt  oämlich  der  Beweis   der  gewöhnlichen  Eonveigenskriterien 
meiBtenteild  in  der  letzten  Instanz  auf  einen  dieser  Sätze  zurück. 
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numerierten  Sätze  (Theorem  1,  2)  resp.  der  Methode  der  Einschach- 
telung  der  Intervalle,  welche  auf  dem  Hauptsatze  beruht. 

Theorem  1.    Sei  s^  für  jeden  positiven  ganzzaMigen  Wert  von  n 
eindeutig  erJdärt  und  sei 

b)  s^^Ä, 

wo  A  eine  feste  Größe  bedeutet.  Dann  konvergiert  s^  gegen  einen 
Grenzwert  U,  wenn  n  unbeschränkt  wächst^  und  zwar  ist 

s^<U^A. 

Aus   der  geometrischen  Anschauung   erhellt   dieser  Satz   sofort. 

Arithmetisch  läßt  er  sich,  wie  folgt,        ^ ^ g^      y a 

beweisen.    Sei  N  die  irrößte  iranze 

Pig.  17. 

Zahl,  die  von  einem  s^  übertroffen 

wird.  DaB  es  wirklich  eine  solche  gibt,  schließt  man  daraus,  daß  die 
Große  A  von  5.  nie  übertroffen  wird  und  es  also  nur  eine  endliche 
Anzahl  zwischen  A  und  Si  gelegener  ganzer  Zahlen  gibt,  die  man  auf 
diese  Eigenschaft  hin  zu  prüfen  hat. 

Das  Interrall  (JV,  ^  +  1)  werde  nun  in  10  gleiche  Teile  zerlegt 
und  man  bezeichne  mit 

die  größte  den  Endpunkten  dieser  Unterinteryalle  entsprechende  Zahl, 
die  Yon  einem  s^  noch  übertroffen  wird. 

Wiederholt  man  diesen  Schritt,  indem  man  das  Interrall 


(^+iV^+^^) 


wieder  in  10  gleiche  Teile  zerlegt  und  eine  ähnliche  Überlegung  an- 
stellt, imd  setzt  man  dieses  Verfahren  unbegrenzt  fort,  so  erhält 
man  N  plus  einem  unendlichen  Dezimalbruch: 

Diese  Zahl  ist  eben  der  Grenzwert  von  s„.     Denn  einerseits  ist 

Fl 

für  alle  Werte  von  k  und  n,  während  bei  gegebenem  k 
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ist,  sobald  n  über  einer  bestimmten  Zahl  m  liegt:  n>  m.  Wie  man 
sieht,  gibt  es  deshalb  stets  unendlich  viele  c^,  welche  nicht  ver- 
schwinden. —  Andererseits  ist 

N+^^  -{ L.^v<cr<i^+^  j L 5*+i. . 

^      '    10    '  '     IQ*  ^  ^  2^  -^'    I    10    '  '       10* 

So  kommt  denn: 


also  ist 


lim  5^—  U, 

«  =  ee 


Daß  5„  endlich  den  Grenzwert  U  niemals  überschreitet,  sowie 
daß  ü  ^  Ä  ist,  folgt  daraus,  daß  s^  bei  wachsendem  n  niemals  ab- 
nimmt. 

Beispiel.     Sei 

=  1  +  1+    ,./+--    "-2-  8     "^+---(«  +  lTerme). 

Bei  wachsendem  n  nehmen  die  Terme  letzten  Ausdrucks  niemals  ab, 
während  neue  positive  Terme  stets  hinzutreten.     Folglich  ist 

Anderseits  ist 

2<s^<l  +  l+  1+-1+1  + 3. 

Daher  nähert  sich  s^  einem  Grenzwert,  welcher  im  übrigen   zwischen 
2  und  3  liegt. 

Erweiterung  des  vorstehenden  Theorems,  Der  Satz  nebst  Beweise 
bleibt  offenbar  noch  für  jede  Funktion  f(x)  bestehen,  die  fOr  irgend 
welche  sich  ins  positive  Unendliche  ziehenden  Werte  von  x  definiert 
ist.     Die  Bedingungen  a),  b)  werden  dann  lauten: 

a)  f(^l^f(^),        g<x<xx 

b)  f{^)^^j  ^>9y 

"WO  Aj  g  feste  Größen  bedeuten. 

Anstatt  positiv  unendlich  zu  werden,  kann  x  negativ  unendlich 
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werden    oder   auch   gegen   einen    endlichen    Grenzwert   konvergieren. 
Dann  ergibt  sich  aus  den  Bedingungen: 


«) 

n<^')  ^  fij»), 

x'<x<g; 

b) 

bzw. 

f{x)  ^  A, 

x<9, 

a) 

fix')  ^  fix), 

a  <  x'  <  X  <.  a  -\-  h; 

b) 
oder 

m  ^  Ä, 

a  <x  <.a  +  h, 

a) 

fix)  ^  fix), 

a  —  h  <  X  <  x'  <,  a; 

b) 

fix)  <  A , 

a  —  h<x<a, 

wo  A,  a,  h  feste  Größen  bedeaten,  daß  fix)  gegen  einen  Grenzwert  U 
konvergiert: 

Um  fix)  =  U,        lim   fix)  -  ü.        Um    fix)  =  U. 
In  allen  Fällen  ist  stets 

f(x)<;_  ü^Ä. 

Zum  Beweise  führt  man  diese  letzten  drei  Fälle  auf  den  ersten 
Fall  mittels  einer  der  Transformationen  zurück: 

1  1 

^'  y  ^  y 

Diese  Sätze  bleiben  alle  bestehen,  wenn  f(x),  statt  zuzunehmen,  be- 
ständig abnimmt,  d.  h.  wenn  man  das  erste  Unglei^hheitszeichen  in  den 
Bedingungen  a)  und  b)  umkehrt: 

a)    f(^')^m,        b)    fix)^A. 
Nur  ist  jetzt  stets 

Wir  wollen  das  soeben  bewiesene  Theorem  anwenden,  um  den 
Satz  herzuleiten,  worauf  sich  die  Methode  der  Einschachtelung  der 
Interralle  stützt     Derselbe  lautet  folgendermaßen: 

Hauptsatz.  Sind  Ä^,  A^, .  . .  eine  unendliche  Folge  ineinander 
eingeschachtelter  Intervalle,  d.  h.  eine  Folge  von  Strecken,  deren  jede  in 
der  vorhergehenden  liegt;  nimmt  femer  die  Länge  von  A„  mit  wach- 
sendem n  gegen  0  ab,  so  gibt  es  einen  und  nur  einen  Punkt  U,  welcher 
als  innerer  oder  Endpunkt  jedem  Intervalle  A^  angehört. 
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Die  Endpunkte  von  Ä^  bezeichne  man  mit  a^,  ß^,  wo  a^  <  /S,  sei 
Dann  ist  allgemein 

(1)  «»  <  ßn.y 

wo  n,  m  zwei  beliebige  natürliche  Zahlen  sind.  Die  linken  End- 
punkte a^,  cc^f  ...  bilden  nun  eine  Reihe  Ton  Größen  ^  welche  die 
Bedingungen  a),  b)  des  vorhin  bewiesenen  Theorems  erfüllen: 

Daher  konvergiert  a^  gegen  einen  Grenzwert   U,  wenn  n  unendlidi 

wird: 

lim  «^  =  U,        «„  <  U, 

n  =  oo 

Aus  (1)  ergibt  sich  femer,  indem  man  n  unendlich  werden  laßi^ 
daß 

U<ßmy        '>^=1,  2,  ..., 

ist.     Darum  ist  für  alle  Werte  von  n 

(2)  «.^  &-</*„, 

d.  h.  U  liegt  in  jedem  Intervalle  A^, 

Des  weiteren  schließt  man  aus  (2),   daß  auch   die  rechten  End- 
punkte ß^,  ß^,  ...  gegen  einen  Grenzwert  V  konvergieren: 

lim  ß,  =  ir, 


n  =  » 


und  daß  femer  für  alle  Werte  von  n 

(3)  «.  <  ir  <  ß,. 

Endlich  ist  U' =  U.     Denn  aus  (2),  (3)  folgt,  daß 

ü'-U,£ß^-a, 

ist.  M.  a.  W.  ist  die  konstante  Größe  //'  —  ü  ihrem  absoluten  Be- 
trage nach  kleiner  als  eine  veränderliche  positive  Größe  ß^  —  c^ 
welche  beliebig  nahe  an  den  Wert  0  herabgedrückt  werden  kann. 
Das  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn   J7'  ~  ?7  «=»  0  ist. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  letzten  Satze.  ^) 

1)  Bolzano  (1814/17)  hat  den  Satz  ausgesprochen  und  einen  nnr  Eum  Teil 
durchgedachten  Beweis  dafür  gegeben,  vgl.  das  oben  in  §  8  gegebene  Zitai 
Der  seinem  Beweise  zu  gründe  liegende  Gedanke  ist  derselbe  wie  beim  nach- 
stehenden Beweise.    Cauchy   bedient  sich   des  Satzes  (Cours  d'andlyse^   18S1, 
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Theorem  2.     Sei  f{x)  für  Werte  von  x  definiert,  welche  bdidng 
nahe  an  den  Punkt  x  ^  a  herandringen,  ohne  ihn  zu  erreichen^),  und  sei 

lim[/-(x")-/-(a:')]  =  0, 

wenn  x\  x"  unabhängig  voneinander  dem  Punkte  a  gleichzeitig  zu- 
streben^). Dann  konvergiert  f{x)  gegen  einen  Grenzwert  ü,  wenn  x 
sich  dern  Punkte  a  nähert: 

lim  f{x)  =  U. 


xssa 


Umgekelirt  ist  diese  Bedi^igung  auch  notwendig. 

Um  die  Formulierung  des  Satzes  zu  yereinfachen^  haben  wir  uns 
auf  den  Fall  beschränkt,  daß  x  gegen  einen  Punkt  a  konvergiert,  und 
zwar  von  beiden  Seiten  her.  Doch  gilt  der  Satz  auch  dann,  wenn  x 
nur  Yon  der  einen  Seite  an  den  Punkt  a  heranrückt,  sowie  wenn  x 
positiv  oder  negativ  unendlich  wird.  Wir  wollen  den  Beweis  für  den 
Fall  führen,  daß  x  positiv  unendlich  wird.  Die  anderen  Fälle  lassen 
sich  dann  mittels  der  Transformationen 

x^  —  y      X  ^  a -\ ,     x  =  a 

^'  y  ^  y 

auf  diesen  zurückführen.  Oder  man  kann  auch  den  nachstehenden 
Beweis  jeweils  so  modifizieren,  daß  man  an  Stelle  der  hier  auftreten- 

S.  538),  sowie  auch  des  1.  Theorems  des  Textes  (ibid.,  S.  182),  ohne  sich  in- 
dessen, wie  es  scheint,  um  einen  Beweis  zu  kümmern,  die  Sätze  erscheinen  ihm 
eben  als  selbstverständlich  (ibid.  S.  126,  wo  der  Hauptsatz  ohne  Beweis  ange- 
geben wird).  Erst  du  Bois-Rejmond  hat  die  zentrale  Stellung  des  Satzes  in 
der  Analysis  und  dementsprechend  auch  die  Notwendigkeit  eines  strengen  Be- 
weises dafür  deutlich  erkannt;  Bit  allgemeine  Funktioneniheorie  (1882)  S.  260, 
„Das  allgemeine  Konvergenzprinzip^*.  Sein  Beweis  ist  identisch  mit  dem  des 
Textes. 

1)  Diese   letzte  Bedingung  ist  für   den   direkten  Satz,   also  für  die  hinrei- 
chende Bedingung  überflüssig.    Läßt  man  sie  fort,  so  kann  es  wohl  vorkommen, 
daß  f(x)  zwar  einem  Grenzwerte  zustrebt,  daß  aber  f{x)  auch  im  Punkte  x  =  a 
definiert  ist,  ohne   daß  f(a)  mit  dem  Grenzwert  übereinstimmte.     Dann  würde* 
die  Umkehrung  des  Satzes  nicht  erlaubt  sein. 

2)  In  c-Form  ausgedrückt  heißt  diese  Bedingung  wie  folgt:  Einer  beliebig 
kleinen  positiven  Größe  e  soll  es  stets  möglich  sein,  eine  zweite  positive  Größe  d 
80  zuzuordnen,  daß 

I  f(3f')  -  fix')  I  <  e 

bleibt,  wie  auch  immer  die  Werte  x\  x"  aus  dem  gegebenen  Vorrate,  den  Ein- 
flchxänkungen 

0<|a;'— a|<d,        0<   rc''— a|<d 

^emäß,  gewählt  werden  mögen. 

Oagood,  Fnaktionenthcorie.  I.  2.  Aufl.  3 
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den  Ungleichung  x> g  eine  Ton  den  folgenden  setzt: 

x<—g,    ()<x  —  a<d,    0<a  — x<*,    0<x  — a<a. 

Der  Beweis  stützt  sich  im  Anschluß  an  den  soeben  bewiesenen 
Hauptsatz  auf  die  Methode  der  Einschachtelung  der  Interralle.  Nach 
Voraussetzung  laßt  sich  der  beliebig  kleinen  positiren  Große  £  eine 
zweite  positive  Größe  g  so  zuordnen,  daß 

(4)  f(x")  -  fix-)  ■  <  , 

bleibt,  wie  auch  immer  x'  und  x"  den  Beziehungen  gemißt): 

x^g,     x'^g 

angenommen  werden  mögen.  Die  Ungleichung  (4)  ist  den  beiden 
anderen  äquiyalent: 

/•(x")  -  f  <  f{x)  <  fix")  +  «. 

Setzt  man  hier  insbesondere  x" »  g  und  schreibt  man  x  statt  x'j  so 
kommt 

^f(O)  -  ^  <  fix)  <  f(g)  +  €,  x>g. 

Das  heißt  aber  nichts  anderes,  als  daß  die  Größe  f(x)  ftbr  alle 
Werte  von  x,  die  größer  als  g  sind,  im  Intervalle  {f(g)  —  f,  f(g)  +  *] 
liegt. 

Man  nehme  nun  eine  Reihe  positiver  Werte  £,,  f,,  ...  so  an,  daß 

£n  +  i<£n7  lim  6^  =  0 


ll  =  ao 


ist,  und  bestimme  die  denselben  zugehörigen  Größen  g^,  g^j  •  •  •.  Wir 
wollen  g^  übrigens  so  wählen,  was  offenbar  erlaubt  ist,  daß  ^n  + 1  >  y, 
ist.     Setzt  man  zuerst  w  «=  1,  so  wird 

(5)                      fijffi)  -  ^1  <  fiV  <  fidi)  +  ^u         x>  9i7 
— ' '  '  ' 1-  Intervalle 


Fig.  18.  [/(^J^-f^,     /"(^O+fJ, 

welches  wir  hiermit  mit  A^   bezeichnen  wollen;  vgl.  Fig.  18. 
Setzt  man  jetzt  n  =  2,  so  wird 

f{(j^  -  e.<  fix)  <  f(g^)  +  fj,         x>go, 

1)  Ob  man  diese  letzten  Relationen  in  obiger  Form  oder  in  der  Form 
x'  >-  ff,  x"  >  y  annimmt,  ißt  Bchließlich  gleichgültig,  da  sich  die  eine  Bedicgang, 
von  der  JkzeicbnungBweiee  (Bedeutung  von  g)  abgesehen,  aus  der  anderen  ab- 
leiten läßt. 
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und  f{x)  liegt  daher  zugleich  im  A^  und  im  Intervalle  [/"(^g)  —  f 2» 
f{g^  +  ^J-  I^^r  Mittelpunkt  f{g^  dieses  zweiten  Interralls  liegt 
wegen  (5)  in  -4i,  da  g^>  gi  ist.  Das  Intervall  kann  ganz  in  A^ 
liegen,  es  kann  aber  auch  über  A^  hinausgreifen,  doch  nur  nach  einer 
Seite  hin,  denn  es  ist  ja  kürzer  als  A^.  In  jedem  Falle  wollen  wir 
den  gemeinsamen  Teil  dieser  beiden  Intervalle,  welcher  in  beistehender 
Figur  stärker  ausgezogen  ist,  mit  A^  bezeichnen. 
Allgemein  hat  man: 

SO  daß  also  f{x)  zugleich  in  A^_^  und  im  Intervalle  [/(i/„)  —  ^,, 
f{g^  +  ^J;  dessen  Mittelpunkt  in  A„_^  enthalten  ist,  liegt.  Das 
Intervall  A^  wird  dann  als  der  gemeinsame  Teil  dieser  beiden  Inter- 
valle definiert.     Die  Länge  von  A^  beträgt  höchstens  2e^, 

Jetzt  fasse  man  die  Intervalle  A^,  A^,  -  -  -  ins  Auge.  Jedes  der- 
selben liegt  im  vorhergehenden,  während  ihre  Länge  mit  unbegrenzt 
wachsendem  n  gegen  0  abnimmt.  Nach  dem  Hauptsatze  gibt  es  also 
einen  und  nur  einen  Punkt  27,  der  zugleich  jedem  dieser  Intervalle 
als  innerer  oder  Endpunkt  angehört.  Diese  Größe  U  ist  eben  der  in 
Aussicht  genommene  Grenzwert  f(x).  Denn,  wie  klein  man  die 
positive  Größe  rj  auch  annehmen  möge,  stets  kann  man  n  hinterher 
80  bestimmen,  daß  s^  <  7j/2  ist,  was  zur  Folge  hat,  daß  für  alle  Werte 
x^  g^  sowohl  TJ  als  f{x)  im  Intervalle  A^  liegen  wird.  Dement- 
sprechend ist 

womit  der  erste  Teil  des  Satzes  bewiesen  ist. 

Der  letzte  Teil  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  eines  Grenz- 
wertes. 

Beispiel.     Konvergiert  das  Integral 


j  (p{x)  \dx, 


wo  q>  (x)  eine  im  Intervalle  o;  >  c  stetige  Funktion  von  x  ist,  so  kon- 
vergiert auch  das  Integral^) 


eo 


jq)  (x)  dx. 


1)  Wegen  eines  eleganten  sich   bloß    auf  Theorem   1   stützenden  Beweises 
dieses  Satzes  vgl.  man  Goursat,  Cours  d'analyse,  Bd.  1,  §§  89^  90. 

3* 
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Dem    zweiten   Teile   des  vorstehenden  Satzes  zufolge  entspricht 
nämlich  einem  beliebigen  positiven  €  eine  Größe  g,  derart,  daß 


x" 


j\(p(x)\dx<€y        9 ^oc  < x\ 

ar' 

Setzt  man  ferner 

X 

e 

80  ist 


x" 


|/'(a;")-/'(rcOH|/9(^)rf^;<yk(^)!rf^,        9£x<x\ 

3f  X' 

also  sind  auch  die  Bedingungen  des  ersten  Teils  des  Satzes  erfüllt. 
Hiermit  ist  der  Beweis  geliefert. 

Das  Theorem  2  umfaßt  als  besonderen  Fall  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  eine  unendliche  Reihe 

2*1  +  Wg  H 

konvergiere.     Die  Bedingung  besteht  bekanntlich  darin,  daß 

lim         [Wn  +  l  +  Mn  +  2  H h  W^'l  =  ^ 

sei,  wenn  »  und  w'>  w  unabhängig  voneinander  ins  Unendliche  wachsen. 

Aufgabe  1.  Seien  Sli,^?!^,  •  •  •  eine  unendliche  Folge  ineinander 
eingeschachtelter  Kreise  oder  Quadrate,  deren  Durchmesser  bzw.  Diago- 
nalen mit  wachsendem  n  gegen  0  abnehmen.  Man  zeige,  daß  es 
einen,  aber  auch  nur  einen  Punkt  gibt,  welcher  jedem  21^  als  innerer 
oder  Randpunkt  angehört.  Im  Falle  der  Quadrate  sollen  die  Seiten 
stets  parallel  zwei  gegebenen  Geraden  sein. 

Aufgabe  2.  Damit  f{x)  beim  Grenzübergange  lim  a:  =-  a  einem 
Grenzwerte  zustrebe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 

lim  /-(a  J 


n  =00 


stets  vorhanden  sei,   was  auch  immer  a^,  a^,  •••   (öt„  +  ß^)  für  eine 
Folge  von  Punkten  mit  lim  a„  =  a  sein  mögen. 

§  8.     Punktmengen. 

Unter  einer  Punktmenge  versteht  man  ein  System  von  Punkten, 
die  nach  einem  willkürlichen  Gesetze  bestimmt  sind.  Wir  setzen 
einige  Beispiele  her. 
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a)  Die  Punkte  x  — >  1/n^  wo  n  eine  beliebige  natürliche  Zahl  ist; 

b)  die  positiven  echten  Brüche^  sowie  die  Gesamtheit  der  ratio- 
len  Zahlen; 

c)  die  Gesamtheit  der  reellen  Zahlen; 

d)  die  Punkte  (a:,  y),  wo  rc «—  1/n,  y  =»  1/n*  ist,  (n  -=  1,  2^  •  •  •); 

e)  die  Punkte  des  Innern  des  Kreises  rr^  +  y*  —  1,  deren  Koordi- 
ten  beide  rationale  Zahlen  sind; 

{)  die  Gesamtheit  der  Punkte  der  Ebene  bzw.  des  n-dimensio- 
len  Raumes. 

Gewöhnlich  ist  die  Anzahl  der  Punkte  einer  Menge  unendlich, 
e  Menge  heißt  dann  eine  unendliche  Punktmenge.  Doch  werden 
dliche  Punktmengen  nicht  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen« 

Definitionen.  Unter  der  Umgebung^),  Nähe  oder  Nachbarsciiaft 
les    Punktes    o; » a    einer    Geraden    versteht    man    das    Intervall 

—  Ä^<a:<a  +  Ä2,  wo  Aj,  h^  zwei  positive  Größen  sind.  Häufig 
tspricht  es  den  Zwecken  des  vorliegenden  Problems,  h^  ==  ä,  =  A  zu 
tzen,  also  das  Intervall  |  a;  —  a  |<  A,  A  >  0,  als  die  Umgebung  des 
mktes  a  zu  wählen. 

Unter  der  Umgebung  eines  Punktes  {a,  b)  einer  Ebene  versteht 
in  einen  Bereich*)  der  Ebene,  welcher  diesen  Punkt  im  Innern 
thält.      Oft    kann    man    das    Innere    des    Quadrats    j  a;  —  a  |  <  A, 

—  6 1  <  A,  oder  des  Kreises  (x  —  af  +  (y  —  &)*<  A*,  A  >  0,  als  die 
ngebung  des  Punktes  (a,  h)  gebrauchen.  Wesentlich  ist  aber  dabei, 
B  die  Umgebung  wenigstens  noch  alle  diejenigen  Punkte  der  Ebene 
ifaßt,  welche  in  einem  zwar  beliebig  klein  zu  wählenden,  aber 
ch  bestimmten,  festen  Kreise  oder  Quadrate  um  den  betreffenden 
nkt  liegen. 

Die  Verallgemeinerung  der  Definition  auf  höhere  Räume  liegt 
n  auf  der  Hand. 

Zum  Verständnis  der  Mengenlehre  ist  es  zweckmäßig,  sich  geo- 
itrischer  Vorstellungen  und  der  geometrischen  Ausdrucksweise  zu 
lienen,  doch  handelt  es  sich  im  wesentlichen,  sofern  die  Mengen- 
ire auf  die  Funktionentheorie  angewandt  wird,  nur  um  arithme- 
che  Dinge;  Sätze  und  Beweise  lassen  sich  von  jedem  geometrischen 

1)  Dieser  för  die  ganze  moderne  Analysis  fundamentale  Begnif  rührt  Ton 
sierstrafi  her,  welcher  die  Bedeutung  der  Lehre  von   den  Punktmengen  für 

Analysis  überhaupt  zuerst  erkannt  hat;  vgl.  Piucherle,  Giorn.  mat.  (1)  18 
80)  S."  178— 264,  817—367;  insbes.  S.   236. 

2)  Wegen  einer  arithmetisch  verschärften  Definitiou   von  Bereich  vgl.  man 
6.  Kapitel,  §  2. 
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Gedanken  völlig  ablösen.  Spricht  man  z.  B.  von  einem  n-dimensio- 
nalen  Räume,  so  ist  das  ja  nur  ein  bequemer  und  prägnanter  Aus- 
druck für  die  Gesamtheit  der  Zahlenkomplexe  (x^,  •  •  •  rcj,  wo  aj^,  •  •  •  x^ 
unabhängig  voneinander  jeden  beliebigen  reellen  Wert  annehmen.  Mau 
bezeichnet  den  einzelnen  Komplex  (^i ,  •  •  •  x^)  als  einen  Punkt,  x^,  -  --  x^ 
als  dessen  Koordinaten. 

Unter  einer  Häufungsstelle  A  einer  Punktmenge  versteht  man 
einen  Punkt  Ä,  in  dessen  Umgebung  es  mindestens  einen  von  A  ver- 
schiedenen Punkt  der  Menge  gibt,  wie  klein  man  die  Umgebung  von 
A  auch  immer  annehmen  möge.  Der  Punkt  A  selbst  braucht  nicht 
zur  Menge  zu  gehören.  —  Ein  Punkt  einer  Menge,  der  keine  Hänfungs- 
stell^  ist,  heißt  isoliert;  eine  Punktmenge  heißt  isoliert,  wenn  sie  aus 
lauter  isolierten  Punkten  besteht. 

Eine  Punktmenge  P  liegt  im  Endlichen,  wenn  es  eine  feste  posi- 
tive Zahl  G  gibt,  derart,  daß 

^i\  <  ö,         ?- =  1,  •  •    n, 

ist,  wo  {x^,  '  •  '  x^)  einen  beliebigen  Punkt  der  Menge  bedeutet.  Sie 
heißt  abgeschlossen,  wenn  sie  im  Endlichen  liegt  und  alle  Häufungs- 
stellen zur  Menge  gehören;  dabei  werde  der  Fall  einer  endlichen 
Punktmenge,  die  also  keine  Häufungsstellen  besitzt,  mit  einbegriffen. 
Endlich  nennt  man  sie  perfekt,  wenn  sie  abgeschlossen  ist  und  wenn 
außerdem  jeder  ihrer  Punkte  eine  Häufungsstelle  der  Menge  ist.  Eine 
perfekte  Menge  kann  also  keinen  isolierten  Punkt  besitzen. 

1.  Satz ^).  Ist  P  eine  unendlicJie  im  Endlichen  gelegene  Punkt- 
menge,  so  hat  P  mindestens  eine  Häufungsstelle,  welclie  indessen  nidd 
zur  Menge  zu  gehören  braucht 

Wir  beweisen  den  Satz  zunächst  für  einen  eindimensionalen 
Raum.  Nach  Voraussetzung  liegen  alle  Punkte  von  P  in  einem  end- 
lichen Intervalle 

-G<x<G, 

und  ihre  Anzahl  ist  unendlich.  Man  zerlege  das  Intervall  in  zwei 
gleiche  Teile.  Dann  ^müssen  mindestens  in  einem  dieser  Teilintervalle 
unendlich  viele  Punkte  von  P  liegen.  Ein  solches  Teilintervall  be- 
zeichnen wir  mit  A^.  Jetzt  stellen  wir  bei  A^  dieselbe  Überlegung 
wie  soeben  beim  ursprünglichen  Intervalle  wieder  an  und  erhalten  so 
ein  Intervall  A^  von  der  halben  Länge  des  Intervalls  -4j.  Durch 
Wiederholung  dieses  Schrittes  gelangt  man  also  zu  einer  unbegrenzten 

1)  Weierstraß,  vgl.  Pincherle,  a.  a.  0.,  S.  237. 
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Folge  ineinander  eingeschachtelter  Intervalle  A^,  A^,  -  -  -,  derbn  Länge 
bei  wachsendem  n  gegen  0  abnimmt  und  welche  im  übrigen  je  un- 
endlich vi^le  Punkte  von  P  enthalten.  Nach  dem  Hauptsatze  von 
§  7  gibt  es  daher  einen  Punkt  U,  welcher  jedem  dieser  Intervalle  A^ 
als  innerer  oder  Endpunkt  angehört.  In  jeder  Umgebung  des  Punktes  U 
liegt  femer  ein  Intervall  A^  und  darum  auch  mindestens  ein  von  U 
verschiedener  Punkt  von  P.     Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Liegt  P  dagegen  in  einem  zweidimensionalen  Räume,  und  also 
insbesondere  im  Quadrate 

-G<x<G,    -^G<y<G, 

so  wird  man  das  Quadrat  zunächst  mittels  der  Geraden  x  =  0,  y  =^  0 
in  vier  gleiche  Quadrate  zerlegen.  Dann  müssen  mindestens  in  einem 
dieser  als  abgeschlossen  zu  betrachtenden  Teilquadrate  unendlich 
viele  Punkte  von  P  liegen.  Ein  solches  Teilquadrat  bezeichne  man 
mit  31^  und  verfahre  dann  mit  Sl^  genau  ebenso,  wie  vorhin  mit  dem 
ursprünglichen  Quadrat.  Durch  Wiederholung  des  Schrittes  wird  man 
zu  einer  unendlichen  Folge  ineinander  eingeschachtelter  Quadrate 
^if  ^y  '  ' '  ^n  göföhrt,  deren  Diagonalen  mit  wachsendem  n  gegen  0 
abnehmen  und  in  welchen  je  unendlich  viele  Punkte  von  P  liegen. 
Diese  Quadrate  haben  alle  einen  Punkt  U  gemeinsam  (vgl.  §  7,  Auf- 
gabe 1),  womit  sich  dann  ü  als  eine  Häufungsstelle  der  Menge 
erweist. 

Der  Beweis  im  allgemeinen  Falle  bietet  jetzt  keine  Schwierigkeit. 

Dein  Begriff  der  oberen  (unteren)  Grenze  sind  wir  ja  bereits  einmal 
begegnet.  Wir  wollen  denselben  noch  einmal  allgemein,  wie  folgt, 
formulieren.  Entspricht  einer  Punktmenge  P  eine  Zahl  G  von  der 
doppelten  Eigenschaft: 

a)  für  jeden  Punkt  x  der  Menge  ist 

x£G', 

b)  für  mindestens  einen  Punkt  x  der  Menge  ist 

x>  G  —  8, 

wo  €  eine  beliebig  kleine  positive  Größe  bedeutet,  so  heißt  G  die 
obere  Grenze  von  P.  Dabei  braucht  G  nicht  zur  Menge  zu  gehören. 
In  diesem  Falle  liegt  ein  (von  G  verschiedener)  Punkt  der  Menge  in 
jeder  Nachbarschaft  von  G,  und  G  wird  somit  zu  einer  Häufungs- 
steUe  der  Menge.  Beispiel:  x  =  —  l/n,  n  =  1,  2,  •  •  ••  Hat  die 
Menge   dagegen  in   G  ein  Maximum,  so   braucht   weiter  keiner  von 


40        ^1  !•  ^on  den  Grundbegriffen  der  Differential-  und  Integralrechnung. 

ihren  Puiikten  in  der  Nähe  von  G  zu  liegen.  Beispiel:  rr  «=  1/n, 
n=l,  2,  •••.  In  ähnlicher  Weise  wird  auch  die  untere  Grrenze 
erklärt. 

Eine  Funktion  hat  eine  obere  (untere)  Grenze  ^  wenn  die  Menge 
ihrer  Werte,  jeden  nur  einmal  gezählt,  eine  obere  (untere)  Grenze 
aufweist. 

2.  Satz.  Ist  P  eine  hdiebige  auf  einer  Geraden  gelegene  PunU- 
menge,  die  sich  mindestens  nach  einer  Seite  hin  nicht  ins  Unendliche 
erstreckt,  so  hat  P  eine  obere  resp.  eine  untere  Grenze  U^). 

Für  eine  endliche  Menge  ist  der  Satz  evident.  Ist  dagegen  P 
eine  unendliche  Menge,  der  es  an  einem  letzten  Punkte  nach  der 
betreffenden  Richtung  hin  maogelt,  so  haben  wir  die  Existenz  einer 
oberen  (unteren)  Grenze  U  nachzuweisen.  Man  nehme  an,  P  erstrecke 
sich  nicht  ins  positive  Unendliche.     Dann  wird 

x<A 

sein,  wo  Ä  eine  feste  Größe  und  x  die  Koordinate  eines  beliebigen 
Punktes  von  P  ist.  Der  Beweis  wird  nun  genau  so  geführt,  wie  der 
Beweis  von  Theorem  1,  §  7,  indem  man  die  ganze  Zahl  K  so  be- 
stimmt, daß  Punkte  von  P  noch  im  Intervalle  N  <x^N  +  1,  daß 
aber  keine  im  Intervalle  x'>  N  +  l  liegen.  Ersteres  Intervall  wird 
dann  in  10  gleiche  Teile  zerlegt,  usw. 

Zusatz.  Ist  f{x)  eine  beliebige  Funktion  vmi  x,  weiche  algebraisch 
genommen  unter  (über)  einer  festen  Zahl  bleibt,  so  hat  f{x)  eine  obere 
(untere)  Grenze. 

Die  Funktionswerte  führen  zu  einer  im  Endlichen  gelegenen 
Punktmenge,  und  diese  Menge  subsummiert  sich  direkt  unter  die- 
jenigen Mengen,  wovon  im  vorstehenden  Satze  die  Rede  ist. 

Wir  fügen  noch  eine  andere  Formulierung  des  zweiten  Satzes 
hinzu,  welche  von  Dedekind  herrührt  und  von  ihm  zur  Definition 
der  irrationalen  Zahlen  benutzt  wurde.  ^) 

Dedekindscher  Schnittsatz.  Zerfallen  alle  die  reellen  Zahlen, 
Jvöchstetis  von  einer  einzigen  derselben  abgesehen,  nadi  einem  bestimmten 
Gesetz  in  zwei  Klasseji,  derart,  daß  jede  Zahl  a  der  ersten  Klasse 
Meiner  ist  als  irgend  eine  Zahl  ß  der  zweiten  Klasse,  so  gibt  es  eine, 

1)  Bolz  an 0,  vgl.  das  Zitat  in  §  3. 

2)  Dedekind,  Stetigkeit  tmd  irrationale  Zahlen,  1872. 
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und  nur  eine  ZaM  U,  die  so  beschaffen  ist,  daß 

isty  wobei  a,  ß  beliebige  ZcMen  der  ersten  resp,  zweiten  Klasse  sind. 

Tritt  an  Stelle  der  sämtlichefi  reellen  Zahlen  bloß  eine  Teibnenge 
davon,  wobei  indessen  jede  Klasse  mindestens  eine  ZaM  umfassen  soll, 
so  gibt  es  zwei  im  allgemeinen  verschiedene  Zahlen  Ui,  U^,  derart,  daß 

a£U,<U^£ß. 

Es  wird  stets  dann  Ui  •=•  ü^  sein,  wenn  es  zu  jedem  vorgegebenen 
s  ein  a  und  ein  ß  gibt,  derart,  daß 

ß  —  a<6 
ist. 

§  9.     Beweis  der  Stetigkeitssätze. 

Beweis  des  1.  Satzes,  §  4.  Ein  Beweis  dieses  Satzes  hat  sich  be- 
reits bei  der  Begründung  des  4.  Satzes,  §  4  mit  ergeben.  Auf  direktem 
Wege  kann  man  den  Satz,  wie  folgte  beweisen. 

Man  nehme  an,  der  Satz  sei  falsch,  und  zerlege  das  Intervall  in 
zwei  gleiche  Teile.  Dann  müßte  der  Satz  auch  für  eins  dieser  Teilinter- 
yalle,  welche«  wir  Ä^  benennen  wollen,  falsch  sein.  Jetzt  wende  man 
dasselbe  Verfahren  auf  das  Intervall  Ä^  an.  Man  erhält  so  ein  in  Ä^  ge- 
legenes Intervall  A^,  wofür  der  Satz  wieder  nicht  gelten  kann.  Durch 
Wiederholung  dieses  Schrittes  gelangt  man  schließlich  zu  einer  unbe- 
grenzten Folge  ineinander  eingeschachtelter  Intervalle  ^, ,  -4^,  •  •  •  ^^,  •  •  •, 
deren  Länge  mit  wachsendem  n  gegen  0  abnimmt  und  in  deren  jedem 
f(x)  nicht  endlich  bleibt.  Nach  dem  Hauptsatze  von  §  7  bestimmen 
dieselben  einen  einzigen  Punkt  ü'^a,  welcher  jedem  A^  als  innerer 
oder  Endpunkt  angehört.  Der  Punkt  a  liegt  notwendig  auch  im  gege- 
benen Intervalle  a  <  t  <  6,  da  dasselbe  abgeschlossen  ist. 

Andererseits  schließt  man  aus  der  Stetigkeit  von  f{x)  im  Punkte  a, 

daß 

f{x)^f{a)\<B, 

wenn  |  rr  —  a  |  <  d  ist,  daß  also 

I  fix)  \  <   f(a)    +  i 

bleibt,  sobald  x  nur  auf  das  Intervall  (a  —  d ,  a  -{-  S)  beschränkt  wird. 
Wählt  man  daher  n  groß  genug,  damit  die  Länge  von  A^  kleiner  als 
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ä  ausfallt,  so  wird  A^  im  Intervalle  (a  —  d,  a  +  d)  zu  liegen  kommen, 
was  zu  eiaem  Wiederspruch  führt. 

Beweis  des  2.  Satzes.  Der  Beweis  dieses  Satzes  erfolgt  wieder 
durch  die  Methode  der  Einschachtelung  der  Intervalle.  Es  gen^^ 
ihn  etwa  für  den  Fall  eines  Maximums  zu  führen.  Nach  dem  1.  Satze 
ist  f(x)  im  Intervalle  endlich  und  nach  dem  Zusatz  §  8  hat  f{x) 
femer  eine  obere  Grenze  G.  Es  handelt  sich  also  darum  zu  zeigen, 
daß  f{x)  den  Wert  G  in  einem  Punkte  des  Intervalls  wirklich  e^ 
reicht.  Zu  dem  Behüte  zerlege  man  das  Intervall  in  zwei  gleiche 
Teile.  In  jedem  derselben^  als  ein  abgeschlossenes  Intervall  aufgefEiBt, 
wird  f(x)  auch  eine  obere  Grenze  haben,  und  man  überzeugt  sich 
leicht,  daß  keine  der  beiden  größer  als  G  ist,  während  andererseits 
beide  nicht  kleiner  als  G  sein  können.  Sei  A^  also  eines  der  Teilinter- 
valle, in  welchem  f{x)  die  obere  Grenze  G  hat.  Dann  verfahrt  man 
mit  A^  genau  ebenso,  wie  vorhin  mit  dem  ursprünglichen  Intervall«^ 
und  erhält  so  ein  in  A^  gelegenes  Intervall  A^  von  der  halben  Lange, 
in  welchem  f(x)  wieder  die  obere  Grenze  G  hat.  Durch  Wiederholung 
dieses  Prozesses  ergibt  sich  eine  unbegrenzte  Folge  ineinander  einge- 
schachtelter Intervalle  A^y  A^,  •••  A^,  deren  Länge  bei  unbegrenzt 
wachsendem  n  gegen  0  abnimmt  und  in  deren  jedem  f(x)  die  obere 
Grenze  G  hat.  Diese  Intervalle  bestimmen  in  eindeutiger  Weise  einen 
Punkt  a.  Nun  wird  man  einerseits,  der  Stetigkeit  von  f(x)  wegen, 
einem  beliebigen  positiven  €  ein  positives  d  so  zuordnen  können,  daB 

f(a)  —  f(x)    <  6  bleibt,  wenn  nur  '  x  —  a\  <id 

ist.    Andererseits  gibt  es  in  jedem  A^^  (»in  x,  wofür  die  nicht- negative 

Größe 

G-f\x)<8 

ist.  Nimmt  man  also  n  nur  so  groß,  daß  A^^  innerhalb  jenes  Inter- 
valls X  —  a  <  d  zu  liegen  kommt,  so  haben  beide  Ungleichungen 
für  den  nämlichen  Wert  von  x  statt,  woraus  denn  folgt,  daß 

0£G-f(a)<2e 

ist.     Mithin  muß  f(a)  =  G  sein,  und  der  Satz  ist  also  bewiesen. 

Beweis  des  3.   Satzes.     Auch   hier   führt    dieselbe  Methode    zum 

Ziele.     Man  setze 

F{x)  =  f(x)  -  N. 

Dann  ist,  falls  /'(«)</'(&)  ist, 

F(a)<0,        F{b)>0. 
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Sei  x^  der  Mittelpunkt  des  Intervalls:  aj^  =»  (a  +  6)/2.  jDann  sind 
zwei  Fälle  möglich, 

a)    F{x,)  =  0',        b)    F{x,)  +  0. 

Im  Falle  a)  erkennt  man  den  Satz  als  richtig  an.  Im  Falle  b)  muß 
F(x)  mindestens  in  einem  der  TeilintervaUe,  A^j  einen  Vorzeichen- 
wechsel erfahren.  Auf  A^  wende  man  nun  dasselbe  Verfahren  an, 
wie  soeben  beim  ursprünglichen  Intervall.  Im  schlimmsten  Falle 
stellt  sich  eine  unendliche  Folge  ineinander  eingeschachtelter  Inter- 
yalle  A^,  A^,  . .  .  ein,  in  deren  jedem  F{x)  einen  Vorzeichen  Wechsel 
erfährt.  Diese  Intervalle  bestimmen  dann  einen  Punkt  a,  in  dessen 
Umgebung  F(po)  stets  sowohl  positive  als  negative  Werte  annimmt. 
Hieraus  folgt  denn  auf  Grund  von  §  4,  Aufg.  6,  daß  F{a)  =«  0  sein  muß. 

Aufgabe  1.  Sind  x^,  x^^ .  .  .  eine  unendliche  Menge  im  ab- 
geschlossenen Intervalle  a  ^x  '^b  gelegener  Punkte,  so  gibt  es 
mindestens  einen  Punkt  a  des  Intervalls,  gegen  welchen  eine  passend 
gewählte  Reihe  dieser  Punkte  x^,  x„^,  .  .  .  konvergiert: 

lim  x^  =  a, 

t  =00 

Aufgabe  2.  Hat  die  Funktion  f(x)  in  einem  endlichen  Inter- 
valle die  obere  Grenze  G,  die  sie  nicht  erreicht,  so  kann  man  stets 
eine  Reihe  dem  Intervalle  angehöriger  Punkte  x^y  x^y  -  .  -  mit  dem 
Grenzpunkte  a:  lima;^=»a,  bestimmen,  derart  daß 

n  =  00 

ist. 

Wird  der  Punkt  a  dem  Intervalle  stets  angehören?  Ist  der  Satz 
richtig,  falls  die  obere  Grenze  erreicht  wird? 

Aufgabe  3.  In  einem  abgeschlossenen  Intervalle  sei  eine 
Funktion  gegeben,  welche  ausschließlich  positive  Werte  annimmt. 
Dann  gibt  es  einen  Punkt  des  Intervalls,  derart,  daß  in  jeder  Um- 
gebung desselben  die  Funktion  ihrer  unteren  Grenze  beliebig  nahe 
kommt. 

Gilt  der  Satz  auch  für  ein  nicht -abgeschlossenes  Intervall? 

§  10.    Mehrdeutige  Funktionen. 

Jedem  Punkte  x  eines  Intervalls  a  <i  x  <^b  oder  aUgeineiner 
einer  beliebigen  Punktmenge  mögen  mehrere,  auch  unendlich  viele 
Werte  ^ly^if--*  zugeordnet  werden.     In  einem  Punkte,  in   welchem 
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nnendlicli  viele  Werte  vorliegen;  sollen  jdiese  jedoch  stets  ab^hlbar 
sein.^)  In  allen  anderen  Punkten  ist  die  Anzahl  der  Werte  eine  be- 
liebige positive  ganzzahlige  Funktion  von  x})  Die  Gesamtheit  der 
Wertepaare  (x^y^),  n  ='  1,2, , ,  .,  bildet  dann  das  Sabstrat  für  die 
mehrdeutige  Funktion,  welche  nun  auf  Grund  des  letzteren  ahnlidi 
wie  die  eindeutige  Funktion  definiert  wird;  man  vgl.  §  1. 

Zur  Behandlung  einer  mehrdeutigen  Funktion  empfiehlt  es  sich 
meist,  eine  Darstellung  derselben  mittels  eindeutiger  Funktionen  an- 
zustreben. Für  die  in  der  Praxis  vorkommenden  mehrdeutigen  Fimk- 
tionen  gelingt  eine  solche  Darstellung  in  der  Regel  vermöge  des 
folgenden  Satzes. 

1.  Satz.  Jeder  Stelle  Xq  des  Definitiofisbereiches  T  einer  m^rdeu- 
(igen  Funktion  sollen  sich 

a)  eine  bestimmte  Umgebung  ^)    x  —  Xq   <  d  und 

b)  ein^  Reihe  je  in  derselben  ausnahmslos  definierter  eindeutiger 
Funktionen 

Vi  =  A  W,         ^2  =  U(-^^j    -y         I  ^  -  ^0  I  <  *; 

so  zuordnen  lussen,  daß  zwischen  diesen  Funktionswerten  und  dm 
Werten  der  vorgelegiefi  mehrdeutigen  Funktion  in  der  genannten  Unh 
gdmng  eine  ein-eindnUige  Beziehung  statt  hat. 

Dann  wird  eine  ahnlicJie  Zusammenfassung  der  Werte  der  mehr- 
deutigen Funktion  auch  im  Großen  möglich  sein,  d.  h.  es  wird  eine 
Beihe  je  im  ganzen  Definitionsbereiche  T  eindeutig  definierter  Fufdc- 
tionen  geben,  deren  Werte  geradezu  d^n  Wertvorrat  der  mdirdeutigen 
Funktion  einmal,  aber  auch  nur  einmal,  liefern. 

Wir  dürfen  'T  als  endlich  voraussetzen,  da  dies  stets  durch  eine 
ein-eindcutige  stetige  Transformation  zu  erreichen  ist.  So  kann  man 
sich  beispielsweise  im  Falle  eines  unendlichen  InteiTalls  T  einer  Zentral- 
projektion bedienen,  indem  man  den  Mittelpunkt  eines  die  Zahlen- 
gerade berührenden  Kreises  als  Projektionszeutrum  nimmt  und  dann 
durch  Halbstrahlen  die  Punkte  der  Geraden  auf  die  Punkte  des  Halb- 
kreises bezieht.     Auch  soll  T  zunächst  abgeschlossen  sein. 

Gilt  der  Satz  nun  fürs  ganze  Intervall  nicht,  so  muß  er  mindestens 
für  eine  Hälfte,  A^,  desselben  falsch  sein.  Um  dies  einzusehen, 
sei  Xq  der  Mittelpunkt  von   1\  und  seien  ferner 

1 )  Diese  Beschränkung  liegt  nicht  in  der  Natur  der  Sache,  sie  entspricht 
Tielmehr  dem  Wunsche,  unnütze  Verallgemeinerungen  zu  vermeiden. 

2)  Diese  Anzahl  braucht  nicht  in  allen  Punkten  größer  als  1  su  sein. 
3;  Man  vgl.  die  erste  Anmerkung  auf  S.  15. 
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die  beiden  dem  linken  bzw.  dem  rechten  abgeschlossenen  Teilinter- 
Talle  entsprechenden  Reihen  eindeutiger  Funktionen,  welche  es  geben 
müßte,  wenn  der  Satz  für  jede  der  beiden  Hälften  richtig  wäxe.  Die 
Werte  F^{Xq)  stimmen,  von  der  Reihenfolge  derselben  abgesehen,  mit 
den  Werten  ^^^^{Xq)  überein.  Demgemäß  kann  man  jedem  n  einen 
Wert  m,  von  m  mindestens  auf  eine  Weise  so  zuordnen,  daß 

ist.     Definiert  man  nun  eine  Funktion  G^{x),  wie  folgt: 

80  gilt  der  Satz  doch  im  ganzen  Intervalle,  und  das  verstößt  gegen 
die  Voraussetzung. 

Mit  dem  Intervalle  -4^  verfährt  man  nun  wieder  ebenso,  wie 
vorhin  mit  T,  und  erhält  so  durch  Wiederholung  des  Prozesses  eine 
unbegrenzte  Folge  ineinander  eingeschachtelter  Intervalle,  deren  Länge 
gegen  Null  abnimmt  und  welche  somit  einen  Punkt  a  von  T  be- 
stimmen. In  jeder  Umgebung  von  a  müßte  dann  ein  Intervall  A^ 
liegen,  wofür  der  Satz  nicht  gilt,  und  dies  trifft  eben  nicht  zu. 

Ist  das  Definitionsintervall  T  nicht  abgeschlossen,  so  nehme  man 
eine  unbegrenzte  Folge  ineinander  eingeschachtelter  abgeschlossener 
Intervalle  an,  welche  alle  im  gegebenen  Intervalle  liegen  und  das- 
selbe auszufüllen  streben.  Für  ein  jedes  derselben  gilt  der  Satz,  und 
zwar  kann  man,  um  von  einem  dieser  Intervalle  auf  das  nächst  fol- 
gende überzugehen,  die  im  ersten  getroffene  Verteilung  der  Funktions- 
werte beibehalten.  Hieraus  erkennt  man,  daß  der  Satz  auch  fürs 
ganze  Intervall  T  gilt. 

2.  Satz.  Zu  den  Voraussetzungen  des  1.  Satzes  füge  [man  noch 
die  beiden  weiteren  hinzu: 

c)  in  jedem  Punkte  von  T  sollen  die  Werte  der  mehrdeutigen  Funk- 
tion sämüich  voneinander  verschieden  sein; 

d)  die  Funktionen  f^{x)  sollen  so  gewählt  werden  können,  daß  sie 
stetig  sind. 

Dann  lassen  sich  die  eindeutigen  Funktionen,  auf  die  sich  nach 
dem    1.  ScUze  die  Werte   der  mehrdeutigen  Funktion   verteilen,  so  he- 
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stimmen  (und  zwar,  von  der  Eeihenfolge  abgesehen,  nur  auf  eine  einzige 
Weise),  daß  auch  sie  im  ganzen  Intervalle  stetig  sind. 

Dasselbe  Verfahren   liefert   auch   hier   den   Beweis,   nur   ist  m^ 
unter  den  gegenwärtigen  Voraussetzungen  eindeutig  bestimmt. 

3.  Satz.      Wird   die  Bedingung  c)   des   2.  Satzes  gestrichen,   so 
bleibt  der  Satz  bei  Fortlassung  der  Klammer  immer  noch  bestehen. 


§  11.   Ein  allgemeines  Theorem. 

Wenn  in  einer  Untersuchung  erst  einmal  festgestellt  ist,  daß  ein 
gewisser  Tatbestand  für  die  Umgebung  eines  jeden  Punktes  eines  ab- 
geschlossenen Intervalls  resp.  Bereiches  statt  hat,  und  wenn  der  wei- 
tere Verlauf  des  Beweises  bloß  in  der  Anwendung  der  Methode  der 
Einschachtelung  der  Intervalle  besteht,  so  kann  man  [diesen  letzten 
Teil  der  Schlußweise,  wie  folgt,  formulieren. 

Theorem.^)  Jedem  Punkte  eines  abgeschlossenefi  Intervalls  resp. 
Bereiches  S  sei  eine  bestimmte  Umgebung  r  zugeu^iesen.  Bann  läßt 
sich  stets  eine  endliche  Anzahl  dieser  Umgebungen  t^,  t^,  . . .  t„  ausuählett^ 
derart,  daß  jeder  Tunkt  von  S  mindestens  in  einer  derselben  liegt. 

Wir  führen  den  Beweis  bloß  für  ein  Intervall.  Der  Fall  eines 
mehrdimensionalen  Bereiches  wird  ähnlich  behandelt. 

Sei  X  ^  X  ein  beliebiger  Punkt  des  Intervalls  a<ix  <b,  welcher 
von  X  <=  a  aus  durch  eine  endliche  Anzahl  n  von  Bereichen  t  er- 
reichbar ist,  derart,  daß  jeder  Punkt  des  Intervalls  a<ix<ix  min- 
destens in  *einem  dieser  Bereiche  liegt-,  dabei  ändert  sich  n  im  all- 
gemeinen mit  X  und  braucht  für  die  Gesamtheit  der  in  Betracht 
kommenden  Punkte  x  denkbarerweise  nicht  endlich  zu  bleiben.  Sei 
femer  X  die  obere  Grenze  aller  derartigen  Punkte  x .  Dann  muß  A'  =  fc 
sein.  Denn  sonst  würde  durch  die  zu  X  gehörige  Umgebung  x^  die  Menge 
von  Punkten  x  doch  über  X  hinaus  fortgesetzt  werden,  was  zu  einem 
Widerspruch  führt.  Infolgedessen  kann  man  schon  mit  einer  end- 
lichen 'Anzahl  von  Bereichen  t  in  jede  Umgebung  des  Punktes  b 
hineindringen,  und  also  insbesondere  den  Bereich  t^  dieses  Punktes 
betreten,  womit  denn  der  Beweis  des  Satzes  geliefert  ist. 


1)  Borel,  Ann.  Ec.  norm.,  8.  Kcihe,  Bd.  12  (1896),  S.  51.  Man  vergleiche 
ferner  Veblen,  „The  Heine-Borel  Theorem",  BttU.  Anter.  Maiti.  Soc,  2.  Beibe, 
Bd.  10  (11)04.,  S.  436. 


Zweites  Kapitel. 
Über  reelle  Funktionen  mehrerer  reellen  Yeränderliclien. 

§  1.    Begriff  des  Grenzwertes. 

Die  Erweiterung  des  Dirichletschen  Funktionsbegriffs  auf  eine 
reelle  Funktion  mehrerer  reeller  unabhängiger  Veränderlichen  bietet, 
-wie  bereits  erwähnt,  keine  Schwierigkeit.  Dagegen  treten  bei  der 
YeraUgemeinerung  des  Grenzbegriffs  und  damit  auch  des  Begriffs  der 
Stetigkeit  Erscheinungen  von  einer  wesentlich  neuen  Art  zutage.  Das 
liegt  eben  daran,  daß  der  Bereich  der  unabhängigen  Variabelen,  bis- 
her ein  eindimensionaler,  zu  beschränkt  war,  um  für  den  allgemeinen 
Fall  maßgebend  zu  sein.  Setzen  wir  bloß  zwei  unabhängige  Yariabele 
Toraus,  so  begegnen  wir  bereits  den  Haupterscheinungen  in  der 
Theorie  der  Funktionen  von  n  unabhängigen  Variabelen,  imd  auch 
die  Ausdehnung  der  Sätze  sowie  der  Beweise  auf  den  allgemeinen 
Fall  springt  dabei  meistenteils  sofort  in  die  Augen.  Darum  werden 
wir  uns  in  der  Regel  auf  Funktionen  zweier  Variabelen  beschränken. 

Der  zweidimensionale  Grenzübergang})  Sei  (a,  b)  ein  innerer 
Punkt  eines  zweidimensionalen  Bereiches  S  der  (x^  y)- Ebene  und  sei 
f(x^  y)  in  jedem  Punkte  von  S,  höchstens  mit  Ausnahme  des  Punktes 
(a,  6)  selbst,  eindeutig  erklärt.     Wie  soll  man 

lim  f{x,y) 

definieren?   Veranschaulicht  man  die  Funktion  f{x,  y)  mittels  eines 
geometrischen  Ortes,  indem  man 

^  =-  f{^y  y) 

setzt  und  die  Punkte  (x,  y,  z)  im  Räume   aufträgt,   so  liegt   es  nahe 

1)  In  diesem  und  den  beiden  nachfolgenden  Kapiteln  werden  die  Begriffe 
Bereich  und  Kurve  der  Anschauung  entnommen,  in  §  2  werden  sie  etwas  ge- 
nauer umgrenzt.  Eine  arithmetische  Besprechung  derselben  findet  »ich  im 
5.  Kapitel. 
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zu  sagen,  daß  sich  f{x,  y)  beim  Heranrücken  des  Punktes  (x,  y)  an  den 
Punkt  {a,  b)  dem  Grenzwerte  c  nähert,  falls  der  Punkt  {x,  y,e)  dabei  dem 
Punkte  (a,bfC)  zustrebt.  An  dem  Inhalt  dieses  Gedankens  wollen  wir 
denn  auch  festhalten,  wir  suchen  aber  doch  eine  rein  arithmetisclie 
Definition  des  Grenzwertes.  Es  stellt  sich  nun  heraus,  daß  sich,  die 
folgende  Form  für  die  Praxis  eignet. 

Definition.  Sei  f(Xy  y)  in  jedem  Punkte  eines  den  Punkt  (a,  6) 
als  innem  Punkt  enthaltenden  Bereichs,  höchstens  mit  Ausnahme 
dieses  Punktes  selbst,  eindeutig  erklärt.  Dann  nähert  sich  f(x,ff) 
beim  Grenzübergange  lima;==a,  limy^b  einem  Grenzwerte  c,  ÜÜB 
sich  einer  beliebig  kleinen  positiven  Größe  s  eine  zweite  poeitiTe 
Größe  d  zuordnen  läßt,  derart  daß 

(1)  \c-ax,y):<e 

bleibt,  wie  auch  immer  die  Variabelen  x,  y  den  Bedingungen  gemäß: 

.^.  fl^-ö|<*;    \y-f>\<s, 

^^  l      0<|a;-a|  +  |t/-&| 

angenommen  werden  mögen.     Man  schreibt  dann 

lim     f{Xyy)  =  c, 

Der  'Leser  wolle  nicht  unterlassen,  sich  die  Raumfigur  vo^ 
zusteUen,  welche  im  gegenwärtigen  Falle  der  Fig.  3  von  Kap.  1, 
§  2  entspricht. 


unter 


versteht  man,  daß 


lim     f(x,  y)  =  cx> 

af  =  a,  y  =  b 

lim       ..       ,  =  0 


ist. 

Diese  Definitionen  dehnt  man  auf  den  Fall  aus,  daß  (a,  &)  ein 

Randpunkt  des  Bereichs  ist,  sowie  daß  der  Bereich  sich  ins  Unend- 
liche erstreckt.  Im  letzten  Falle  tritt  an  Stelle  von  (2)  die  Re- 
lation 

(2')  X   +'.v  >G. 

Ja,  die  Punkte,  in  welchen  f{Xj  y)  definiert  ist,  brauchen  nicht  ein- 
mal einen  Bereich  auszumachen,  sie  können  eine  beliebige  Punki- 
menge  mit  der  Häufungssteile  (a,  b)  bzw.  eine  sich  ins  Unendliche 
erstreckende  Punktmenge  bilden.     Wesentlich  ist  dabei  aber,  daß  die 
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Beziehung  (1)  für  alle  Punkte  (a:,  y)  gelten  soll,  für  welche  f{Xy  y) 
definiert  ist,  und  welche  zugleich  den  Relationen  (2)  bzw.  (2')  ge- 
nügen. 

Im  Gegensatz  zu  dem  später  zu  besprechenden  doppdien  Gretiz- 
Übergang  wollen  wir  den  soeben  definierten  als  einen  zweidimensionalen 
Grenzübergang  bezeichnen. 

Theorem.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  f{x,  y)  einem  Grenzwert  zustrebe^  wenn  der  Funkt  (a:,  y)  den  zwei- 
dimensionalen   Grenzübergang   lima:  =  a,     ]imy^b   ausführt,    besteht 

darin,  daß 

lim  [fix',  y')  -  fix",  y")]  =  0 

seiy  wenn  {x,  y)  und  {x'\  y ')  unabhängig  voneinander  gleiduseitig  gegen 
den  Punkt  (a,  b)  konvergieren,  ohne  ihn  jemals  zu  erreichen}) 

Den  Beweis  führt  man  in  ähnlicher  Weise,  wie  im  Falle  einer 
Funktion  einer  unabhängigen  Variabelen  (Kap.  1,  §  7,  Theorem  2), 
nur  treten  jetzt  an  Stelle  der  Intervalle  a  —  ö^<,  x  <i  a  -{-  ö^  die  Qua- 
drate a  —  d^<ix<a  +  d^,  b  —  ö^<.y  <b  +  d^. 

Es  ist  klar,  daß,  wenn  sich  f(x,  y)  beim  zweidimensionalen  Grenz- 
übergang limx^a,  limy  =  6  einem  Grenzwerte  ü  nähert,  f(x,y) 
auch  dem  Wert  U  zustreben  wird,  wenn  der  Punkt  (x,  y)  längs 
einer  beliebigen  Kurve  an  den  Punkt  (a,  b)  heranrückt.  Wir  wollen 
jetzt  den  umgekehrten  Satz  beweisen. 

Satz.  Ist  f{x,  y)  in  der  Umgebung  des  Punktes  (a,  b),  Iwclistens 
mit  Ausnahme  dieses  Punktes  selbst,  eindeutig  erklärt  und  nähert  sich 
fix,  y)  einer  Grenze,  wenn  der  Punkt  {x,  y)  längs  einer  beliebigen  ein- 
fadien  Kurve  an  den  Punkt  (a,  b)  heranrüekt,  so  nähert  sich  f{x,y)  aueh 
einem  Grenzivert,  wenn  der  Punkt  (x,  y)  den  zweidimensionalen  Grenz- 
übergang lim  X  ^  a,  lim  y  =  b  ausführt. 

Gesetzt,  der  Satz  wäre  falsch.  Dann  gäbe  es  eine  feste  positive 
Größe  h  derart,  daß  in  jeder  Umgebung  des  Punktes  (a,  b),  also  ins- 
besondere in  einem  um  diesen  Punkt  beschriebenen  Kreise  mit  dem 
beliebig  kleinen  Radius  R  ein  Punktepaar  {X,  Y),  (X',  Y')  existierte, 

wofür 

\nX,Y)-f{X',Y')'^h 

wäre.  Man  nehme  nun  r^  willkürlich  an,  setze  K  =  r^  und  zeichne 
ein  derartiges  Punktepaar  (X,  Y)  =  (x^,  y^),  (X',  1")  =  (x^\  t//)  in 
diesem  Kreise  auf.     Dann  wähle  man  r^  so  klein,  daß  der  um  (a,  b) 


1)  Man  TgL  die  zweite  Anmerkung  auf  S.  33. 

Osgood,  Fnnktionentheori«.  L  2.  Aufl. 
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beschriebene  Kreis  mit  dem  Radius  B  =  r^  weder  den  Punkt  (^yjft) 
noch  den  Punkt  (^r^',  y^^  umfaßt,  und  zeichne  wieder  ein  entsprechend» 
Punktepaar  {x^,  y^)j  {x^y  yj)  in  ihm  auf.  Fahrt  man  so  fort,  so  er- 
hält man  hierdurch  eine  unendliche  Folge  Ton  Punktepaaren  {x^^  yj, 
{x^,  ^«0?  ^®  ^^  wachsendem  n  gegen  den  Punkt  (a,  h)  konTergieren 
und  für  welche  im  übrigen  stets 

ist.  Verbindet  man  diese  Punkte  der  Reihe  nach  durch  eine  einfache 
Kurve  C: 

^  =  9(0,       y-v(t),       t^^t^ky 

etwa  durch  einen  geeigneten  Polygonzug,  so  wird  f{Xf  y)  keinem 
Grenzwert  zustreben^  wenn  (j,  y)  längs  C  g^en  (a,  6)  konTergiort. 
Denn  fix,  y)  wird  jetzt  eine  Funktion  der  einen  Yariabelen  i  und  als 
solche  betrachtet  genügt  sie  nicht  dem  zweiten  Teil  Yon  Theorem  2, 
Kap.  1,  §  7. 

Man  könnte  geneigt  sein  zu  glauben,  daB  es  zur  Existenz  eines 
Grenzwerts  genügte,  wenn  /'(jr,  y)  beim  Herannahen  des  Punktes 
(Xy  y)  an  den  Punkt  {a,  b)  längs  einer  beliebigen  Geraden  stets  einer 
Grenze  zustrebt.     Das   ist   aber  doch  nicht  richtig,   wie  das  Beispiel 

/^l-r.  !/'  =  ,, /y, 

zeigt.  Führt  man  hier  Polarkoordinaten  ein:  x  ^  r  cos  dy  y  ^^  r  sin  ö, 
so  geht  fix,  y)  in  die  Funktion  über: 

/(x,  //)  =  sin  2ö. 

Doch  selbst  dann,  wenn  f(x,  y)  stet«  ein  und  demselben  Grenz- 
werte zustrebt,  gleichviel  auf  welcher  Geraden  (x,  y)  sich  dem  Punkte 
(rt,  b)  nähert,  braucht  f{x,  y)  beim  zweidimensionalen  Grenzübergange 
lim  a:  =  a,  lim  y  =  6  noch  gegen  keinen  Grenzwert  zu  konTergieren, 
wie  das    folgende    Beispiel    zeigt.      In    der  Ebene   jp  »  1    denke   man 

sich  die  Kardioide 

r  =  2a(l  +  cos  0) 

gezeichnet  und  man  lege  einen  Kegel,  dessen  Spitze  sich  im  Koordi- 
natenanfangspunkt befinden  soll,  durch  diese  Kurre.  Dann  soll  die 
Funktion  fix^  y)  in  allen  Punkten  der  (x,  y)- Ebene  mit  Ausnahme 
der  negativen  x-xVcbse  und  des  Anfangs  durch  die  positive  Ordinate  S 
dieser  Fläche  definiert  werden.  Ferner  soll  /*( >,  y)  in  den  soeben 
ausgenommenen    Punkten    den   Wert    0    haben.     Die    also    definierte 
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Funktion  f(Xy  y)  konvergiert  gegen  0,  wenn  der  Punkt  {x,  y)  längs 
einer  beliebigen  durch  den  Punkt  (0,  0)  gehenden  Geraden  der  (oj,  y)- 
Ebene  diesem  Punkte  zustrebt.  Trotzdem  hat  f{x,  y)  keinen  Grenz- 
wert im  Punkte  (0,  0),  In  der  Tat  hat  fix^  y)  in  jedem  Punkte  der 
Projektion  der  bewußten  Eardioide  auf  die  (ä,  y)-Ebene,  wofür  r  >  0 
ist,  den  Wert  1.  Rückt  (rr,  y)  also  längs  dieser  Kurve  an  den  Punkt 
(0   0)  heran,  so  nähert  sich  f{Xj  y)  dem  Werte  1. 
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Reguläre  Kurven.  Ein  Kurvenstück  soll  regulär  heißen,  wenn  die 
Kurve  sich  nicht  schneidet,  iu  jedem  inneren  und  Endpunkte  eine 
stetig  sich  drehende  Tangente  besitzt,  und  keine  Spitze  hat.  EUer^ 
nach  läßt  sich  ein  reguläres  Kurvenstück  durch  die  Formeln  dar- 
stellen i 

^  -  9(0,      y  -  t(t),      g>\ty+  i^\ty  +  o, 

wobei  (p{t),  '^{f)  in  einem  Intervalle  ^o^^^^i  stetige,  mit  stetigen 
Ableitungen  erster  Ordnung  ausgestattete  Funktionen  sind  und  qp'(0> 
i/{{)  in  keinem  Punkte  des  Intervalls  gleichzeitig  verschwinden.  Außer- 
dem lassen  die  beiden  Gleichungen 

nur  die  eine  Lösung  ^ »  ^'  zu.  Umgekehrt  wird  durch  zwei  solche 
Funktionen  q>{t)j  ^(t)  ein  reguläres  Kurvenstück  definiert. 

Eine  Kurve  heißt  regulär,  wenn  sie  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl 
aneinander  gereihter,  regulärer  Kurvenstücke  zusammensetzt.  Sie  läßt 
sich  dann  in  der  obigen  Gestalt  parametrisch  darstellen,  wobei  tp 
und  ^  in  einem  Intervalle  ci  ^t^h  stetig  sind  und,  von  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Punkten  abgesehen,  stetige  Ableitungen  besitzen. 
In  den  Ausnahmepunkten  hat  jede  dieser  Funktionen  sowohl  eine 
vorwärts  als  eine  rückwärts  genommene  Ableitung,  an  welche  sich 
die  betreffende  Ableitung  beim  einseitigen  Grenzübergang  stetig  an- 
schließt. Endlich  verschwinden  die  beiden  Ableitungen  q>\  ^'  (inkl.  der 
vor-  und  rückwärts  genommenen  Ableitungen)  niemals  gleichzeitig. 
Auch  diese  Bedingungen  reichen  umgekehrt  zur  Definition  einer  regu- 
lären Kurve  hin. 

Eine  Kurve  heißt  einfach,  wenn  für  jeden  Wert  von  t'  innerhalb 
des  Intervalls  (a,  6)  die  beiden  Gleichungen  y(0  =  y(^')?  ^(O'^^CO 
nur  die  eine  Wurzel  t==^t'  zulassen.  Sie  heißt  geschlossen,  wenn 
9  (a)  —  9  (6)  und  Jl;{a)  ^ip  (b)  ist. 
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Der  Bereich  S.  Ein  Bereich  heißt  abgeschlossen,  wenn  er  im 
Endlichen  liegt  und  jeder  seiner  Randponkte  zu  ihm  gerechnet  wird.^) 
Anf  die  denkbar  allgemeinsten  Begrenzungen  eines  Bereichs  wollen 
wir  vor  der  Hand  nicht  eingehen,  sondern  unter  einem  regulären 
Bereich  oder  schlechtweg  einem  Bereich  S  bloß  ein  abgeschlossenes 
Stück  der  Ebene  verstehen,  welches  von  einer  oder  mehreren  regulären 
Kurven  begrenzt  ist;  doch  soll  die  Anzahl  der  Kurven,  sowie  ihrer 
mehrfachen  und  Schnittpunkte  endlich  sein.  Im  Falle  der  Bereich  von 
mehreren  Seiten  her  an  einen  Randpunkt  stößt,  soll  dieser  auch  mehr- 
fach gezahlt  werden;  vgl.  unten  Definition  eines  Randwertes.*) 

Stetigkeit  Sei  f(x,  y)  in  jedem  Punkte  eines  zweidimensionalen 
Bereichs  eindeutig  erklärt.  Dann  heißt  f(x,  y)  in  einem  Punkte 
(a,  h)  desselben  stetig,  wenn 

lim     f{x,y)^f(a,b) 

ist.  Die  Funktion  heißt  im  Bereiclie  stetig,  wenn  sie  in  einem  jeden 
seiner  Punkte  stetig  ist.  Werden  die  Randpunkte  mit  zum  Bereiche 
gerechnet,  so  handelt  es  sich  selbstverständlich  bei  der  Definition  der 
Stetigkeit  in  einem  Randpunkte  um  einen  Grenzübergangs  wobei  der 
Punkt  (X,  y)  bloß  auf  die  Punkte  des  vorgelegten  Bereichs  beschränkt 
wird;    vgl.  auch  unten,  Definition  eines  Randwertes. 

Wir  bemerken  noch,  daß  es  zur  Stetigkeit  einer  Funktion  zweier 
Variabelen  {x,  y)  nicht  genügt,  daß  die  Funktion  bei  konstantem  y 
eine  stetige  Funktion  f{x,  y^)  von  x,  sowie  bei  konstantem  x  eine 
stetige  Funktion  ({Xq,  y)  von  y  sei,  wie  das  im  vorhergehenden  Para- 
graphen angeführte  Beispiel 

fi^yl/)-  J'^^y,         0<    X'+    y  , 

zeigt,  indem  man  zum  gegenwärtigen  Zwecke  noch  /'(O,  0)  =  0  setzt. 
Selbst  dann,  wenn  die  Funktion  im  allgemeinen  stetig  und  auch  auf 
jeder  durch  einen  bestimmten  Punkt  (a,  b)  gehenden  Geraden  stetig 
ist,  braucht  sie  im  Punkte  (a,  b)  nicht  stetig  zu  sein,  wie  sich  aus 
dem  letzten  Beispiel  jenes  Paragraphen  ergibt. 

Definition  eines  Bandwerts,  Sei  (a,  6)  ein  Randpunkt,  gleichviel  ob 
die  Funktion  dort  definiert  ist  oder  nicht.  Man  sagt,  f(x,  y)  scldießt 
sich  dem  Bandweiie  A  stetig  an,  oder  nimmt  den  Bandwert  A  in  jenem 

1)  Man  vergleiche  die  allgemeine  Definition  einer  abgeschlossenen  Punkt- 
meuge,  Kap.  1,  §  8,  welche  den  vorliegenden  Fall  umfaßt. 

2)  Wegen  der  Definition  eines  Kontinuums  vergleiche  man  Kap.  5,  §  2. 
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Punkte  an,  wenn  bei  Beschränkung  von  (x,  y)  auf  innere  Punkte  des 

Bereichs 

lim    f{x,  y)^A 

ist. 

Dieser  Begriff  des  Randwerts  ist  mit  einer  nach  der  Dirichlet- 
Bchen  Auffassung  einer  Funktion  möglichen  Erklärung  von  f{x,  y)  in 
einem  Randpunkte  nicht  zu  verwechseln. 

Es  kann  vorkommen^  daß  ein  Bereich  S  von  mehreren  Seiten 
her  an  einen  Randpunkt  heranreicht.  Man  denke  etwa  an  so  viel  des 
Äußeren  der  Kurve  r  ^  a  cos  3Ö,  wie  im  Kreise  r  «=  2a  liegt.  In 
einem  solchen  Falle  wird  man  einen  kleinen  Kreis  um  den  betreffen- 
den Randpunkt  legen  und  dann  die  verschiedenen  Stücke  für  sich  be- 
trachten, welche  durch  den  Kreis  aus  dem  Bereich  geschnitten  werden. 
Jedem  Stück  wird  im  allgemeinen  ein  verschiedener  Randwert  ent- 
sprechen. 

Unter  einer  stetigen  Folge  von  Randwerfen  versteht  man  solche, 
welche  eine  stetige  Funktion  des  Parameters  t  bilden,  durch  welchen 
sich  die  Randkurve  parametrisch  ausdrücken  läßt. 

Es  ist  sofort  evident,  daß  eine  im  Innern  eines  Bereichs  S  stetige 
Funktion  f{Xf  y),  welche  sich  einer  stetigen  Folge  von  Randwerten 
stetig  anschließt  und  außerdem  in  den  Randpunkten  so  definiert  ist, 
daß  sie  dort  mit  diesen  Randwerten  übereinstimmt,  auch  im  ab- 
geschlossenen Bereich  stetig  ausfällt.  Man  kann  indessen  weiter  gehen 
und  den  Satz  aussprechen: 

Satz.*)  Nimmt  die  Funktion  f{x,  y)  in  jedem  Randpunkte  eines 
Bereichs  S,  der  obigen  Definition  gemäß,  eisten  Randwert  an,  so  bilden 
diese  Randwerte  eine  stetige  Folge. 

Ist  f(x,  y)  außerdem  im  Innern  von  S  stetig  und  wird  f(x,  y)  am 
Rande  gleich  den  Randwerten  gesetzt,  so  ist  f(x,  y)  im  abgeschlossenen 
Bereiche  S  stetig. 

In  der  Tat  sei  P :  (a,  b)  ein  Randpunkt  und  U  der  entsprechende 
Randwert.  Dann  wird  einem  beliebig  vorgegebenen  positiven  e  ein 
positives  d  zuzuordnen  sein,  dergestalt  daß 

f(.^y  y)—  U    <B 

bleibt,  wenn  nur 

x  —  a\<d,         \y  —  b<ä,         0<   x  —  a    +\y  —  h\ 
gind,   und   {x,  y)  zugleich  ein  Punkt  der  betreffenden  Umgebung  ist 
1)  Painlev^,  Toulouse  Annale8,  2,  (1888),  p.  B.  20. 
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ist  nun  P' :  {a\  V)  ein  zweiter  Punkt  des  Randes,  wofür 


und  läßt  man  den  Punkt  {x,  y),  stets  in  der  bewußten  Umgebung  des 
Punktes  P  bleibend,  an  P*  heranrücken,  so  nähert  sich  /  (x,  y)  dabei 
dem  Randwerte  U\  Andererseits  schließt  man  aus  der  ersten  obiger 
Ungleichungen,  daß 

ist,  und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Nimmt  f(Xy  y)  in  jedem  Randpunkte  von  S  einen  Randwert  an, 
so  sagt  man  auch,  f{Xy  y)  sei  stetig  am  Rande. 

Der  n-dimensionaJe  Baum.  Die  auf  Funktionen  einer  Variabelen 
bezüglichen  Stetigkeitsdefinitionen  und  -sätze  lassen  sich  auf  Funktionen 
mehrerer  Variabelen  übertragen,  indem  man  bloß  das  Wort  Intervall 
durch  Bereich  ersetzt.  Auch  werden  die  Beweise  in  ähnlicher  Weise 
geführt,  indem  man  die  Ebene  oder  den  Raum  in  ein  Quadrat- 
resp.  Würfelnetz  zerlegt. 

Auf  einen  Punkt  müssen  wir  dabei  doch  noch  etwas  näher  ein- 
gehen. Ist  nämlich  die  Anzahl  der  unabhängigen  Veränderlichen  bloß 
auf  zwei  oder  drei  beschränkt,  so  leistet  unsere  geometrische  An- 
schauung die  Mittel  zu  einer  einfachen  Vorstellung  des  Spielraumes 
für  die  betreffenden  Wertsysteme.  -Diese  Mittel  versagen  indessen, 
falls  jene  Anzahl  größer  als  drei  ist,  und  man  wird  dann  auf  rein 
arithmetische  Bedingungen  angewiesen.  So  könnte  beispielsweise  in 
einem  bestimmten  Problem  besagter  Spielraum  solche  Wertsysteme 
(x,  y,  5,  t)  umfassen,  wofür 

ist.     Nun  bilden  die  Punkte  (Xy  y)  der  Ebene,  wofür 

x'+y'<l 

ist,  das  Innere  eines  Kreises:  x^-\-y^=ly  und  ebenso  machen  die 
Punkte  des  Raumes,  wofür 

ist,  das  Innere  einer  Kugel:  x^ -{- y- -^  z^^  1  aus.  Im  Anschluß  an 
diese  geometrischen  Vorstellungen  ist  es  bequem,  sich  auch  im  vor- 
liegenden Falle  das  Wertsystem  (x,  y,  e,  t)  als  einen  Punkt  eines 
vierdimensionalen  Raumes  zu  denken  und  die  Gesamtheit  der  Punkte 
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{x,  y,  z,  t),  wofür 

ist,  als  das  Innere  der  vierdimensionalen  Kugel  x^  +  y^ -\-  z^  +  fi^  l 
aufzufassen,  wobei  sich  dann  die  Begriffe:  Bereich,  Randpunkt,  Um- 
gebung, schon  von  selbst  übertragen. 

Und  so  werden  wir  uns  denn  allgemein  der  Metapher  eines 
n-dimensionalen  Raumes  und  eines  in  demselben  gelegenen  Bereiches 
bedienen,  in  welch  letzterem  unsere  Funktion  definiert  wird.  Das 
feste  Fundament,  worauf  sich  alles  in  der  letzten  Instanz  gründet, 
bilden  allerdings  arithmetische  Festlegungen,  immerhin  bewährt  sich 
jene  Metapher,  denn  durch  sie  wird  doch  noch  etwas  von  dem  Vor- 
teil der  geometrischen  Anschauung  gerettet,  und  wenn  das  auch  nur 
schließlich  in  einer  gewissen  Analogie  besteht. 

Aufgabe.  Ist  f(Xf  y)  im  Innern  eines  Bereichs  8  gleichmäßig 
stetig,  so  ist  f{Xy  y)  auch  am  Rande  von  S  stetig. 

§  3.    Der  Mittelwertsatz. 

Die  Funktion  f(Xy  y)  sei  in  einem  Bereich  S  eindeutig  erklärt 
und  habe  in  jedem  inneren  Punkte  von  S  partielle  Ableitungen^) 

Seien  (xq,  y^),  (Xq  +  ä,  y^  +  k)  zwei  innere  Punkte  von  S,  doch  sollen 
h,  k  so  gewählt  werden,  daß  das  Rechteck,  dessen  Ecken  sich  in  den 
vier  Punkten  (a?o  ±  Ä,  ^o  i  ^)  befinden,  ganz  innerhalb  8  liegt.  Man 
bilde  nun  den  Ausdruck 

f(^o  +  K  yo  +  *^)  -  fiP^oy  Vo)  =  fi^Q  +  Jh  !/o  +  ^)  -  /*(^07  Vo  +  ^) 

und  wende  den  Mittel wertsatz  von  Kap.  1,  §  6  sukzessive  auf  die 
beiden  Differenzen  rechter  Hand  an.     So  kommt: 

.j.  fi^o+^h  yo+^)-/*(^o,  Vo)  jO<Ö  <1, 

-  Ä/"x(^o  +  öÄ,  yo  +  ^)  +  Ki^o.  yo  +  ö'^) ,        (0  <  0'  <  i;. 

Hiermit  haben  wir  eine  Form  des  Mittelwertsatzes  für  eine  Funktion 


1)  Es  sei  noch  einmal  an  die  Verabreduag  erinnert,  uater  einer  Ableitung 
schlechtweg  einen  eigentlichea  Grenzwert  zu  veratehea;  vgl.  Kap.  1,  §  5. 
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zweier  Variabelen  erhalten,  und  zwar  ohne  die  Stetigkeit  der  partiellen 
Ableitungen  vorauszusetzen.^) 

Aus  der  bloßen  Existenz  einer  Ableitung  einer  Funktion  f{x) 
einer  einzigen  Variabelen  in  einem  Punkte  ging  bereits  die  Stetigkeit 
von  f  (x)  daselbst  hervor,  vgl.  Kap.  1,  §  5,  Ende.  Der  entsprechende 
Satz  für  Funktionen  mehrerer  Variabein  ist  dagegen  nicht  richtig, 
wie  das  Beispiel  zeigt: 

n^>y)  =  J+y^>        0<x+'y\;        /•(0,0)  =  0. 

Setzt  man  aber  außerdem  noch  voraus,  daß  die  partiellen  Ableitungen 
in  der  Umgebung  des  betreffenden  Punktes  endlich  bleiben,  d.  h.  daß 
es  eine  positive  Eonstante  G  gibt,  derart  daß  für  jeden  Punkt  (xy  y) 
dieser  Nachbarschaft 

ist,  so  wird  der  Funktion  damit  die  Stetigkeit  auferzwungen,  wie 
-^  man  aus  dem  Mittelwertsatz  (1)  sofort  erkennt.  Wenn  insbesondere 
^'fj^f9^y'fy(ify)  innerhalb  eines  Bereiches  S  stetig  sind,  so  smd  sie 
damit  auch  in  jedem  innerhalb  S  befindlichen  abgeschlossenen  Be- 
reiche S'  endlich,  woraus  man  also  auf  die  Stetigkeit  von  f{x,  y) 
innerhalb  S  schließen  kann. 

Durch  den  Mittelwertsatz  beweist  man  bekanntlich  unter  der 
Voraussetzung  der  Stetigkeit  aller  in  Betracht  kommenden  partiellen 
Ableitungen  die  Formel 

f9\  ^g  _  dz  dx       dz  dy 

v^>'  dr  '^  dx  dr  '^  dy  dr' 

wo 

x^(p{r,  s),         y--n>{r,  s) 
ist.     Hängen  insbesondere  9),  ^  nur  von  r  ab,  so  ist 

.o\  ^z  dz  dx        dz  dy 

^   ^  dr        dx  dr        dy  dr 

Im  Falle,  daß  die  partiellen  Ableitungen  f^{Xjy)j  fy(x,y)  innerhalb  S 
stetig  sind,  kann  man  dem  Mittel  wert  satze  eine  symmetrische,  dem 
Gtedächtnisse   leicht    einzuprägende    Form    geben,    indem    man    unter 

1)  Cauchy,  Besume  des  hions  donnee^  a  Vecole  polyUchnique  sur  h  cakul 
infinitesintal  (1823),  S.  33. 


§  8.  Der  Mittelwertsatz. 
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Beibehaltung  der  froheren  Voraussetzungen  bezüglich  der  Punkte 
(^o;  yo)y  (^0+  *^  yo  +  *)  ^^^  Ausdruck 

f(Xo  +  th,  !/o  +  ^^)  -  f(^o>  Vo) 

bildet  und  denselben  dann  als  eine  Funktion  der  einen  Variabelen  t 
betrachtet.  Bezeichnet  man  ihn  mit  0(t)j  so  ist  nach  dem  Mittel- 
wertsatze von  Kap.  1^  §  6 

*(  1)  -  a>(0)  =  a>'(0),      0  <  d  <  1 , 

und  man  gelangt  somit  zur  symmetrischen  Formel: 

(4)  f(^^^^h,y,+  k)^nx„  yo) 

=  l^fÄ^o  +  ÖÄ,  Vo  +  OJc)  +  kf^(x^  +  Oh,  yo  +  ÖAO,         0  <  Ö  <  1. 

Zur  Begründung  dieser  Formel  genügt^  wie  man  sieht,  die  Stetig- 
keit der  beiden  Ableitungen  von  f(Xy  y)  in  einem  Streifen,  welcher 
die  die  beiden  Punkte  (^Cq,  y^),  (xQ+h,  yo+V)  verbindende  Strecke 
im  Innern  enthält. 


Satz.     Ist  die  Funktion 


^  =  fi^f  y) 


in  jedem  innem  Punkte  eines  Bereichs  S  eindeutig  erJdärt  und  da- 
sdbst  mit  beiden  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  versehen;  ver- 
schwinden femer  diese  Äbleiiungefi  in 
jedem  innem  Punlcte  von  S: 


^=0         ^  =  ü 

dx         '        dy  ' 


S 


(a,b) 


Fi«.  19. 


SO  ist  f{Xy  y)  im  Innem  des  ganzen 
Bereichs  S  eine  Konstante. 

Seien  (a,  6),  (X,  Y)  irgend 
zwei  innere  Punkte  von  S.  Man 
verbinde  diese  Punkte  durch  ein  re- 
guläres Kurvenstück  C: 

^  =  9^(0,     .'/  =  ^'(0'     fo£i^ky 

und  verfolge  den  Wert  von  f(x,  y)  längs  C.     Hierbei  ist 

eine  stetige  Funktion  von  t,   deren  Ableitung  identisch  verschwindet: 


dz       cz     //.^    ,    dz   .//.v       f. 
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Darum  hat  f{Xj  y)  in  allen  Pankfcen  von  C  denselben  Wert;  insbe- 
sondere ist  also 

f{a,h)^f{X,  Y). 

Nun  war  aber  (X,  Y)  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  S,  und  hier- 
mit ist  der  Satz  bewiesen.^) 

Aufgabe  1:     Man    integriere   die   partielle  Differentialgleichung 

WO  f{Xj  y)  in  einem  Bereich  S  stetig  ist,  vermöge  Quadraturen.  Da- 
bei beschränke  man  sich  auf  den  Fall,  daß  die  Randkurve  einfach  ist 
und  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  und  Strecken  eine  mit 
der  rr- Achse  parallele  Tangente  besitzt. 

Aufgabe  2.  Sei  f{x)  eine  im  Intervalle  a  ^x  ^h  stetige  Funk- 
tion, welche  im  Innern  des  Intervalls,  a  <  a:  <  6,  nur  positive  Werte 
annimmt.     Der  Bereich  S  bestehe  aus  den  Punkten  {Xy  y),  wofür 

a^x^h,        0£y£f{x) 

ist.  Eine  Funktion  F(Xy  y)  möge  im  Innern  von  S  eindeutig  erklärt 
und  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  ausgestattet  sein,  welche 
außerdem  in  S  endlich  sind.  Dann  nimmt  F{Xj  y)  in  jedem  Rand- 
punkte von  S  einen  Randwert  au. 

Aufgabe  3.  Sei  f{Xy  y)  im  Innern  eines  Bereichs  S  mit  stetigen 
Ableitungen  erster  Ordnung  ausgestattet,  welche  dort  auch  endlich 
bleiben.     Man  zeige,  daß  f(x,  y)  dann  am  Rande  stetig  ist. 

Wir  schließen  diesen  Paragraphen  mit  einem  allgemeinen  Satze 
betreffend  die  Ableitung  einer  Funktion  am  Rande  ihres  Definitions- 
bereichs. 


Satz.  Sei  F(x,  y)  im  Innern  und  am  Rande  eines  Bereiches  S 
stetig  und  im  Innern  von  S  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung 
versehen y  welche  außerdem  am  Rande  stetig  hieben  mögen.     Sei  L: 

x==(p(s)y        y  =  rlf{s) 

ein  beliebiges  in  S  gelegenes  reguläres  Kurvenstliclc,  ivobei  s  die  Bogen- 


1)  Der  im  S  er  r  et  sehen  Lehrbuche  über  Differential-  und  Integralrechnung 
gegebene,  auf  eine  einmalige  Anwendung  des  Mittelwerfcsatzes  in  der  Gestalt  (1) 
oder  {'i)  sich  stützende  Beweis  dieses  Satzes  reicht  nicht  für  alle  Fälle  aus,  wie 
durch  beigesetzte  Figur  angedeutet  ist. 
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länge  desselben  bedeutet.     Dann  gut  allgemein  die  Formel: 

d 


ds 


F[fp (5),  ^ (5)]  =  F,  tp\s)  +  F^ 7l;\s) . 


Ist  XQ=q)(sQ),  yo^^(^o)  ®^  innerer  Punkt  von  S,  so  subsum- 
miert  sich  der  Satz  direkt  unter  Formel  (3).  Auch  für  den  Fall 
eines  Randpunktes,  der  nur  keine  Ecke  ist^  bleibt  der  Beweis  im 
wesentlichen  ungeändert.  Ist  nämlich  die  Tangente  der  Randkurve 
in  (Xqj  yo)  mit  keiner  der  Koordinatenachsen  parallel,  so  [kann  man 
sich  der  Zerlegung  (1)  oder  der  entsprechenden  bedienen,  welche 
durch  Vertauschung  von  x  mit  y  und  zugleich  [von  h  mit  k  entsteht: 

AF^AxFJx,+  eAx,  yo  +  Ay)  +  AyF^(x„  y^+ffl^y) 
resp. 

AF==AxF^(x^+e,Ax,  y,)  +  AyF^(x^  +  Ax,  y^  +  e^Ay), 

woraus  sich  dann  der  Satz  sofort  ergibt.  Letzterer  Ausnahmefall  wird 
nun  durch  eine  Verdrehung  der  Achsen  durch  einen  spitzen  Winkel 
beseitigt. 

Es  bleibt  nur  noch  der  Fall  einer  Ecke  übrig.  Da  es  nun 
keine  zweite  Ecke  in  der  Nähe  der  ersten  geben  kann,  also  auch 
keinen  zweiten  Punkt,  wofür  der  Satz  noch  nicht  feststeht,  so  kann 
man  den  Mittel wertsatz  für  eine  Variabele  direkt  auf  die  Differenz  A-F 
anwenden: 

AF  =  F[9(.o  +  As),  ^(so  +  A5)]  -F[fp{s,),  ^{s^)l 

=  A5{F;()p'+F;^'),^Ua 
also  ist  auch  hier 

lim  ^/-  ^  F  V  +  F,T, 

und  der  Beweis  ist  somit  vollständig  erbracht. 

Der  Satz  gilt  offenbar  auch  für  eine  reguläre  Kurve  L,  sofern 
man  in  einer  Ecke  derselben  die  vorwärts  resp,  rückwärts  genomtncfien 
Ableitungen  an  Stelle  der  in  der  Aussage  des  Satzes  auftretenden  Ab- 
leitu/ngen  versteht. 

§  4.  Implizite  Funktionen. 

Gleich  zu  Anfang  der  Differentialrechnung  wird  die  Aufgabe  be- 
handelt, eine  Funktion  y  nach  x  zu  differentiieren,  welche  implizite 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 
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(1)  F{x.,  y)  -  0 

gegeben  ist.     Man  soll  z.  B.  die  Tangentenrichtung  der  Kurve 

x»  +  y8  +  2rr  +  3y  --  0 

ermitteln.     Die   Lösung   besteht   darin  ^   daß   man  beiderseits   nach  x 
differentiiert  und  aus  der  dadurch  erhaltenen  Gleichung: 

^  dx  dx  ' 

dy/dx  bestimmt.     Sehen  wir  näher   zu^   was  da  eigentlich  gemacht 
wurde^  so  zeigt  sich^  daß  die  Existenz  einer  Ableitung  gar  nicht  be-* 
wiesen,  vielmehr  von  vornherein  stillschweigend  vorausgesetzt  wurde; 
unter  dieser  Annahme  ist  die  Ableitung  bloß  ausgewertet  worden. 
Ein  bekanntes  Verfahren,  die  Funktion 

zu  differentiieren,  wo  n  =p/q  ein  positiver  Bruch  ist,  leidet  ^uch  an 
demselben  Mangel.    Man  formt  nämlich  die  Gleichung,  wie  folgt,  um: 

und  differentiiert  dann  beiderseits  nach  x. 

In  diesen  beiden  Fällen  steht  doch  wenigstens  die  Existenz  der 
Funktion  fest.  Man  wendet  aber  dasselbe  Differentiationsverfahren  oft 
an,  wo  selbst  die  Möglichkeit,  die  Gleichung  (1)  nach  y  aufzulösen, 
nicht  einmal  dargetan  ist;  z.  B. 

ye'  —  X  cos  y  =  0. 

Wir  sehen  also,  daß  es  sich  bei  den  impliziten  Funktionen  vor 
allem  um  zwei  prinzipielle  Fragen  handelt:  a)  Wird  durch  die  vor- 
gelegte Gleichung  überhaupt  eine  Funktion  definiert?  b)  Hat  die 
Funktion,  sofern  sie  vorhanden  ist,  eine  Ableitung?  Kann  man  auf 
diese  beiden  Fragen  erst  eine  bejahende  Antwort  geben,  so  reichen 
dann  allerdings  die  bekannten  Methoden  der  Differentialrechnung  zur 
Auswertung  der  Ableitung  in  der  Praxis  hin. 

Eine  hinreichende  Bedingung  für  die  Existenz  der  Funktion, 
sowie  der  Ableitung  ist  zuerst  von  Cauchy^)  für  den  speziellen  Fall 
gegeben  worden,  daß  sich  F(x,  y)  in  eine  Taylorsehe  Reihe  entwickeln 


1)  Turiner  Abhandlung  vom  Jahre  1831  =  Exercises  ä'analyse,  Bd.  2  (lis41) 
S.  65.  Weitere  LiteraturaDgaben  hierüber  finden  sich  in  der  Enzyklopüdie, 
II  ß  1,  Nr.  44. 
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läßt.  Dini^)  hat  dann  später  den  Gauchyschen  Satz  auf  allgemeine 
Funktionen  ausgedehnt  und  zugleich  den  auf  Potenzreihen  basierenden 
Cauchyschen  Beweis  durch  einen  einfacheren  ersetzt. 

Existenztheorem.     Sei 

eine  in  der  Umgebung  {A)  der  Stelle  (wq,  x^^y  y^,  •  •  •): 

u  —  Uq\<A,     Ix  —  XqKAj      y  — yo|<^,  •••;     A>0, 

eindeutige  stetige  Funktion  der  n  -\-  l  Argumente  u,  x,  y,  -  -  •,  weiche  in 
diesem  Punkte  verschwindet: 

und  in  jedem  Punkte  van  (Ä)  stetige  partieUe  Ableitungen  erster  Ord- 
nung besitzt^);  sei  femer 

du  \iu  .  «      ^  ^  ^"(**o.  ^o;  yo7  •  •  •)  +  0. 
Dann  gibt  es  eine  in  einem  Bereiche 

x  —  XQ<h,      y-yo\<h,"]     Ä>0, 
eindeutige  stetige  Funktion 

welche  im  Punkte  (^r^,  t/^,  •  •  •)  den  Wert  Uq  annimmt:  Uq  =  q>  {Xq,  y^,  •  •  •) 
und,  in  F{u,  x,y,  •  •  •)  eingetragen,  diese  Funktion  identisch  zum  Ver- 
schwinden bringt: 

F(fp(^y  Vy  -  •),  X,  y,  •.•)  =  0. 

Durch  die  Funktion  u  =  q){x,  y,  -  -  •)  werden  außerdem  aUe  (die- 
jenigen in  einer  bestimmten  Nachbarschaft  der  Stelle  (mq,  Xq^  y^,  •  •  •) 
gelegenen  Punkte  {u,  ä*,  y,  •  •  •)  erschöpft,  in  welchen  F(Uy  x,  y,  -  -  •)  ver- 
schwindet. 

1)  Dini,  Analisi  infinitesimale  1,  S.  162  (lith.)  Pisa  1877/78;  Peano-Ge- 
nocchi,  CalcoJo  differenziale,  Turin  1884,  Nr.  110—128  (deutsche  Übersetzung 
von  Bohl  mann  und  Schepi),  Leipzig  1899). 

2)  Bezüglich  der  Ableitungen  braucht  man  nicht  so  viel  zu  verlangen.  So 
genügt  beispielsweise  zum  Beweise  des  ersten  Teils  des  Satzes  bloß  die  Existenz 
der  einen  Ableitung  F^^  nebst  der  Annahme,  daß  dieselbe  stets  positiv  (negativ) 
bleibe.  Wir  haben  die  Formulierung  des  Textes  deshalb  gewählt,  weil  sie  sich 
dem  Gedächtnisse  leichter  einprägt  und  für  die  Praxis  auch  ausreicht. 
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Die  Funktion  u  —  ip{x,  y,  ■  ■  ■)  besitzt  stetige  pm-tidle  Ableitungen 
erster  Ordnung,  todche  nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  der  Differenz 
tüäA^echnung  erhalten  werden: 


Wir  föhren  den  Beweis  bloß  für  den  Fall  n  =  1;   die  VeraUge- 
meinerung  des  Beweises  bietet  dann  keine   Schwierigkeit.     Der  Be- 
reich {Ä)  besteht  hier  ans  dem  Imiera  eines  Quadrats,  dessen  Ecken 
in  den  vier  Punkten 

{u^±A,  x^±A) 
liegen.')  Da  F^{u,  x)  in  {A)  stetig 
ist  nnd  im  Pankte  (u^^,  x^  nicht 
verschwindet,  so  kann  man  einen 
abgeschlossenen  in  {Ä}  gelegenen 
Bereich  {Ay. 

[«  —  «,'  ^  ./4',     \x  ~  Xq\'^  A', 
*^8  »^  0<A<A, 

so  bestimmen,  daß  F^iu,  x)  nirgends  in  {A')  verschwindet.     Der  Be- 
weis gliedert  sich  nun,  wie  folgt.     Wir  nehmen  as,  daß 

-F.C»..  ',)>0 

sei,  —  der  entgegengesetzte  Fall  wird  ja  durch  die  Transformation 
F(u,  x)'-  —  F{u,  x)  anf  diesen  zurückgeführt,  —  und  zeigen 

a)  daß 

F{u^  +  a;  fl^oj  >  0,        f{k^  -  a;  x^)  <  o 

ist; 

b)  daß  es  ein  Intervall 

x^  —  h<x<Xa-\-h,         h>0, 
gibt,  in  welchem  durchweg 

J'K  +  A',  x)>0,         F{u^  -  A',  x)  <  0 
bleibt.  —  Alsdann  richten  wir  unser  Augenmerk  auf  das   Rechteck, 

1)  Entgegen  dem  gewöhnlichen  Brauche  in  der  analytischen  Geometrie 
tiagen  wir  hier  die  erste  Variabele  des  GröBenpaares  (ti,  x)  als  Ordinate,  die 
iweite  als  AbszisBe  auf. 
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dessen  Ecken  in  den  vier  Punkten  (uq  ±  A\  Xq  ±  h)  liegen,  imd  be- 
weisen, 

c)  daß    es    auf  jeder   Geraden   x  «=  x',    welche    dieses    Rechteck 

durchsetzt: 

XQ  —  h<x'<XQ  +  h, 

einen,  aber  auch  nur  einen  im  Rechteck  gelegenen  Punkt  (u',  x')  gibt^ 
in  welchem  F(u,  x)  verschwindet: 

F{u',  x')  ==  0. 

Damit  ist  zunächst  die  Existenz  einer  eindeutigen  Funktion 

u  =  (f  (x),         x^  —  h<x<Xf^  +  h, 

dargetan,  welche  die  Gleichung     3] 

F(u,  x)^0 

löst  und  zugleich  alle  in  der  Umgebung  der  Stelle  (uq,  Xq)  gelegenen 
Punkte  (w,  x)  erschöpft,  welche  die  Fimktion  -F(w,  x)  zum  Verschwin- 
den bringen. 

ad  a)  Verfolgen    wir   die  Funktion  F(u,  x)  längs  der  Geraden 
x  =  Xq,  so  haben  wir  es  mit  einer  Funktion  einer  einzigen  Variabelen  m, 

F{u,  xj, 

zu  tun,  welche  im  Intervalle  w^  — -4' :<  u  <  Wq -|- -4'  stetig  ist  und 
eine  positive  Ableitung  daselbst  besitzt.  Demgemäß  wächst  -F(m,  x^ 
beständig  mit  w,  vgl.  Kap.  1,  §  6,  Aufgabe  3,  und  da  die  Funktion 
überdies  im  Punkte  Wq  verschwindet,  so  ist  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung hiermit  erwiesen. 

ad  b)  Verfolgen  wir  jetzt  die   Funktion  F{xi>j  x)  läugs  der  Ge- 
raden u  ==  Uq  +  ä\  so  haben  wir  es  mit  einer  stetigen  Funktion  einer 

Variabelen  x, 

F(uq  +  Ä,  x), 

zu  tun,  die  im  Punkte  x^  positiv  ist.  Aus  der  Definition  der  Stetig- 
keit geht  dann  hervor,  daß  es  ein  Intervall  t^  —  A^  <  o?  <  a:^  -|-  /ij, 
\  >  0,  gibt,  in  welchem  F{u^  -f  A!^  x)  noch  positiv  bleibt,  vgl. 
Kap.  1,  §  4,  Aufg.  ß.  Ebenso  gibt  es  ein  Intervall  XQ  —  h^<,x< Xq  +  h^, 
Äg  >  0,  in  welchem  F(iIq  —  Ä\  x)  negativ  bleibt.  Man  braucht  also 
h  nur  als  die  kleinere  der  beiden  positiven  Größen  Äj,  h^  zu  nehmen. 
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ad  c)  Verfolgen  wir  endlich  die  Funktion  F{u,  x)  längs  der 
Geraden  x  ^  x\  wo  a?Q  —  ä  <  a;'  <  Tq  -f  h  ist,  so  haben  wir  es  mit 
einer  im  Intervalle  u^^  —  A'  <u  <  u^  -\-  A  stetigen  Funktion  von   m, 

F(w,  x), 

zu  tun,  welche  in  dem  einen  Endpunkte  des  Intervalls  positiv,  im 
anderen  negativ  ist: 

F(uo  +  A\x')>0,        F(u,  -  Ä\  x')<0. 

Nach  dem  3.  Satze  von  Kap.  1,  §  4  muß  F{u,  x)  dann  den  Zwischen-    * 
wert  0  mindestens  einmal  annehmen.     Würde  F(\Ky  x)  aber  in  zwei 
verschiedenen   Punkten    Uj  <  Wg    dieses    Intervalls    verschwinden,    so 
müßte  nach  dem  Rolleschen  Satze  Fj^u,  x)  für  einen  mittleren  Wert 
Wi  <  ü<u^  verschwinden,  was  zu  einem  Widerspruch  führt 

Die  eindeutige  Funktion  u  =  (p  {x),  deren  Existenz  nunmehr  fest- 
steht und  welche  die  Gleichung  F{u,  x)  ^  0  löst,  ist  femer  im  Inter- 
valle Xq  —  h  <Cx  <CXq  +  h  stetig.  Das  wollen  wir  zunächst  bloß  für 
den  einen  Punkt  Xq  zeigen.  Der  Beweis  gelingt  uns  in  außerordent- 
lich einfacher  Weise,  indem  wir  uns  überlegen,  daß  die  ganze  bis- 
herige Schluß  weise  für  jeden  kleineren  Bereich  (A"): 

I  **  ~~  "o  i  ^  ^";         I  ^  ""  ^0 1  ^  ^";         0  <  ^"  <  A\ 

in  Kraft  bleibt.  Hiemach  können  wir  der  beliebig  kleinen  positiven 
Größe  £  =  A"  ein  Rechteck,  dessen  Ecken  in  den  vier  Punkten 
(wq  ±  J.",  a;^  +  A"),  0<A"<7f,  liegen,  in  der  Weise  zuordnen,  daß 
die  Funktion  F(u,  x)  in  einem  innerhalb  des  Rechtecks  gelegenen 
Punkte  (u\  x')  der  Geraden  x  ^  x\  Xq  —  h''  <  x'  <  Xq  +  h'\  ver- 
schwindet. Da  nun  die  Formel  u  =  (p  (x)  alle  Punkte  von  (A')  er- 
schöpft, in  welchen  F(uy  x)  verschwindet,  so  muß  eben  u^(p(x') 
sein,  und  (p(x)  erweist  sich  somit  im  Punkte  Xq  als  stetig. 

Jetzt  sei  x  ein  beliebiger  Punkt  des  Intervalls  Xq—  h  <  x  <C  Xq  +  h, 
und  sei  u  ^  (p  (x).  Dann  gibt  es  eine  Umgebung  des  Punktes  (u\  x), 
in  welcher  alle  die  Bedingungen  des  Theorems  erfüllt  sind,  wenn  man 
bloß  (w',  x')  an  Stelle  von  (uqj  Xq)  treten  läßt  Daher  gelten  auch 
alle  die  bisherigen  Schlüsse,  insbesondere  also  der,  wonach  sich  die 
Stetigkeit  von  q)(x)  im  Punkte  x'  ergibt.  Hiermit  ist  die  Stetigkeit 
von  (p  (x)  im  Intervalle  Xq  —  h  <Cx  <C  Xq  +  h  allgemein  bewiesen. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Existenz  der  Ableitung  (p'(x)  nach- 
zuweisen.    Nach  dem  Mittelwertsatze  ist 
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F{u  +  ti^UyX  +  Aa:)  == 

Ai(F^{u  +  OAu.x  +  OAx)  +  AxF^(ti  +  eAu,x  +  OAx)  «  0, 
wo 

u  ^  (p  (x) ,         Am  =  q)(x  +  Ax)  —  (p  (x). 

Da  nun  der  Punkt  (ti  +  OAiijX  +  OAx)  im  Bereich  (Ä')  liegt,  so 
verschwindet  F^(ti  +  OAu,x  +  ÖAa:)  nicht  und  man  hat  also 

A I*  _  qp (a;  +  Ax)  —  qp (x)  __        Fx{u  +  ö A  m,  a?  +  ö Aa:) 
Aa;  Ax  Fu{u-\-6AUjX -{-OAx)' 

Läßt  man  Aar  jetzt  gegen  0  konvergieren,  so  nähert  sich  Au  wegen 
der  Stetigkeit  von  q)(x)  auch  dem  Werte  0,  und  darum  ist 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß,  wenn 
ist,  kein  Schhiß   betreffend   die  Existenz  einer  Lösung  der  Gleichung 

gezogen  werden  kann,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen.    Sei  n  =»  1, 

Wo  =  ^^0  =  0. 

«)  Die  Gleichung 

F(m,  :z:)  «  m«  +  a;3  =  0 

läßt  weiter  keine  Lösung  zu. 

..(i)  Die  Gleichung 

'  F(u,x)^u--x'==0 

läßt  mehr  als  eine  Lösung  zu:  die  beiden  Lösungen  u=^x  und  f4  =  — x 
sind  stetig  und  haben  auch  stetige  Ableitungen.  Doch  sei  auch  auf 
die  Fälle  hingewiesen: 

F(u,  x)  -=  u^  —  Xy        F(u,  X)  -=  w*  —  X. 

y)  Die  Gleichung 

F{u,x)  =  (w  —  xf 

läßt  eine  und  nur  eine  Lösung  zu,  und  zwar  ist  dieselbe  stetig  und 
mit  einer  stetigen  Ableitung  versehen. 

Aufgabe  1.  Man  führe  den  Beweis  des  Existenztheorems  an  der 
Hand  geometrischer  Vorstellungen  für  den  Fall  n  =  2,  F(u,  x,  y) 
durch. 

O-igood,  Funktioneutheorie.  I.  2.  Aufl.  6 
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Aufgabe  2.  Man  führe  den  Beweis  des  Existenztheorems  rein 
analytisch  für  den  allgemeinen  Fall  durch. 

Aufgabe  3.  Man  zeige,  daß,  wenn  zu  den  Voraussetzungen  des 
Existenztheoremes  noch  die  Existenz  und  Stetigkeit  der  partiellen 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  Ton  i^(w,  x)  hinzukommt,  die  Funktion 
fp{x)  auch  eine  stetige  zweite  Ableitung  q>'\x)  zuläßt.  Man  verall- 
gemeinere diesen  Satz. 

§  5.     Fortsetsnng:  Funktionensyateme. 

Aus  dem  Existenztheorem  des  vorhergehenden  Paragraphen  leitet 
man  eine  hinreichende  Bedingung  für  die  Auflösung  eines  Systems 
von  Funktionen  nach  bestimmten  Argumenten  ab.  Sie  lautet  folgen- 
dermaßen. ^) 

Satz:  Jede  der  Funktionen 

^ii^V  "%',   ^V"  J^n)7  i  =  1,  •  •  -JP, 

sei  nebst  aüen  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnumg  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  (6^  •  •  •  6^;  ^v' '  t^n)  ^^W  w**^  versc/nvinde  dort: 

FiQ>v  •  •  •  &p;  »1»  •  •  •  aj  ==  0,        i  =  1, . .  .jp, 
während  die  Jacobische  Determinante 

T^j^^dF,  dF 

dort  nicht  verschwindet.  Dann  gibt  es  p  in  der  Umgang  der  Stelle 
(a^, . . .  a„)  eindeutige  stetige  mit  stetigen  partiellen  Ableitungen  etsi^ 
Ordnung  ausgestattete  Funktionen 

M^=  (Pi{x^j  .  .  .  X^,  1=1,..  ,py 

welche  in  diesem  Punkte  resp.  die   Werte  b^, .  .  .b^  annehmen: 

h^  9>i(ßiy'"<^n)f  i-  1,..  .1), 

ufid,  in  jede  der  Funktionen  F^{u^, . , ,  Uj^\  x^y . ,  .  x^  eingetragen ^  die 
p  Gleichungen 

-F<(mi,  . . .  W-;  Xi, . . .  a;J  =  0,        ?  -  1, . . .  p, 


1)  Wir  sprechen  den  Satz  gleich  allgemein  ans;  der  Leser  wolle  sich  zu- 
nächst j7  =  2,  nc=ri,  2,  8;p<=d,  n^=l,  2,  3  gesetzt  denken. 
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glekhjseiHg  lösen;  dabei  soU  (^i; . . .  :z:J  ein  belidriger  Ptmkt  der  be- 
treffenden Umgebung  des  Punktes  {a^,.,.  aj  sein. 

Durch  die  p  Funktionen  u.  =  q>i{Xi, .  • .  ^ J  werden  außerdem  aUe 
diejenigen  in  der  NäJ^  der  Stelle  (b^y .  -  b^]  «i, . . .  «J  befindlichen 
Wertsysteme  (u^, . . .  Wj^,;  x^y . . .  x^  erschöpft ,  in  welchen  die  p  Funk- 
tionen F^{u^, . , .  Up]  a?!, . . .  xj  gleichzeitig  verschwinden. 

Die  Funktionen  (Pi{x^,  • .  -  x^  besitzen  stetige  Ableitungen  erster 
Ordnung  y  welche  nach  den  bekannten  Regeln  der  Differentialrechnung 
berechnet  werden. 

Wir  führen  den  Beweis  für  den  Fall  p  =- 2,  n  =  l.  Hierzu 
schreiben  wir  die  beiden  Gleichungen ,  die  in  der  Nähe  der  Stelle 
{uq,  Vq,  Xq)  nach  Uy  v  aufzulösen  sind,  in  der  Form  an: 

(1)  F(u,v,x)^0,         *(w,v,a;)-=0. 

Dann  ist 

oF    dF 


e7  = 


du      dv 
du       dv 


im  Punkte  (mq,  Vq^  Xq)  von  0  verschieden.  Wir  wollen  uns  auf  eine 
Umgebung  dieses  Punktes  beschränken,  in  welcher  J  nirgends  ver- 
schwindet. Geometrisch  handelt  es  sich  dann  um  den  Beweis,  daß 
der  geometrische  Ort  der  Gleichungen  (1)  aus  einer  durch  den  Punkt 
(Wq,  Vq,  Xq)  gehenden  Raumkurve 

u  =  f(x)y         v=^q>{x)y 

besteht,  die  in  der  Nähe  dieses  Punktes    eine  stetige  Tangente   hat. 
Im  Punkte    (wq,  Vq,  Xq)   können   F^^y  F^   sicher    nicht   beide   ver- 
schwinden; sei  etwa 

Dann  kann  man  nach  dem  Existenztheorem   von  §  4  die  Gleichung 

F{u,  v,x)  =  0 
in  bezug  auf  u  auflösen: 

U  =  ©(V,  X),  Uq  =-  CD(t;o,  Xq), 

indem  man  die  Umgebung  der  Stelle  (Wj,,  t?^,  Xq)  nötigenfalls  noch 
weiter  so  einschränkt,  daß  -F„(w,  v,  x)  dort  nirgends  verschwindet. 
Die  Gesamtheit  der  in  der  Nähe  von  (uq^Vq^Xq)  gelegenen  Punkte 
(u,  V,  x^j  in  welchen  F[Uj  v,  x)  verschwindet,  bildet  demnach  eine 
Fläche,  u  =  ©(v,  x) . 


5* 
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Trägt  man  diesen  Wert  von  u  in  die  Funktion  0{u,v,x)   ein, 
so  entsteht  eine  Funktion  der  beiden  Argumente  v,  x: 

welche  in  der  Umgebung  der  Stelle  (vq,  Xq)  alle  Stetigkeitsbedingungen 
des  Satzes  von  §  4  erfüllt  und  überdies  dort  verschwindet.  Sehen 
wir  zu,  ob  auch 

ist,  damit  wir  die  Grleichung 

(2)  ^f{v,  x)=-0 

nach  i>  auflösen  können.     In  der  Tat  ist 

woraus  dann  folgt,  daß 


ist,  und  die  Gleichung  (2)  definiert  somit  eine  Funktion 

r  =  9  {x)  y         ^0  =  9^  (^0  ^  • 
Trägt  man  diesen  Wert  von  v  in  die  Funktion  o^v^x)  ein: 

o{(p{x),x)  =  f(x), 
so  erhält  man  nunmehr  ein  Funktionenpaar: 

u  =  f(x) 
v  =  q){x), 

welches   die   vorgelegten   Gleichungen    (1)    in   der   Nähe    der    Stelle 

(^o>  ^o>  ^o)  auflöst. 

Erhält  man  aber  auch  auf  diese  Weise  alle  diejenigen  in  der 
Nähe  der  Stelle  (uq,  üo»  ^o)  gelegenen  Punkte  (u,  v,  x),  welche  die 
Gleichungen  (1)  gleichzeitig  befriedigen?  Daß  dem  in  der  Tat  so  ist, 
ergibt  sich  daraus,  daß  wir  jedesmal,  wo  wir  eine  Gleichung  gelöst 
haben,  dem  Hauptsatze  zufolge  eben  sämtliche  Lösungen  derselben 
gewonnen  haben,  die  es  in  der  betreffenden  Umgebung  gibt. 

Für  den  Fall  p  =  2,  w  >  1  erfährt  der  vorstehende  Beweis  keine 
Änderung.     Durch  den  Schluß  von  p  auf  p  +  1  kann  man  ihn  ferner- 
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hin  für  ein  beliebiges  p  beweisen,  indem  man  wiederum  davon  aus- 
geht,  daß  die  p  partiellen  Ableitungen  ^  -  , .  .  .  ^  *  nicht  alle  ver- 
schwinden können,  —  sei  cF^lcu^  +  0;  —  ^^d  dann  die  Gleichung 

nach  Mj  auflöst.  Trägt  man  hierauf  den  also  bestimmten  Wert  von  u^ 
in  die  übrigen  p  —  1  Funktionen  F^, ,  .  .  F^  ein,  so  hat  man  es  jetzt 
nur  mit  einem  System  von  p  —  1  Funktionen  zu  tun,  und  zwar  mit 
einem  solchen,  wie  eine  kurze  Zwischenrechnung  zeigt,  für  welches 
der  Satz  bereits  gilt.  Von  hier  ab  schließt  man  wieder  genau  so, 
wie  in  dem  bereits  durchgeführten  Falle. 

Zum  Schluß  sei  noch  bemerkt,  daß  man  aus  dem  Verschwinden 
der  Jacobischen  Determinante  keinen  Schluß  ziehen  kann,  was  man 
wieder,  wie  vorhin,  durch  Beispiele  feststellt. 
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Aus  den  Sätzen  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  folgert 
man  eine  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  sich  ein  System  von 
Funktionen: 

nach  den  Größen  w^,  .  . .  w^  auflösen  lasse. 

Satz.  Sei  ^^{u^, . .  .  Up),  /  =  1,  2, .  .  .^,  eine  in  der  Umgehung 
der  Stelle  (&i, . .  .  6^)  eindeutige  stetige  mit  stetigen  partiellen  Äbleitunffen 
erster  Ordnung  versehene  Ftinktion  der  Argumente  «^ ,  .  .  u^  und  sei  die 
Jacobische  Determinante 

J=-Z± 


^  *,       c^p 


du^  * '  '  *  du 


p 


im  Punkte  {h^, .  .  .  h^)  von  0  versdiieden.  Dann  läßt  sieh  das  Gleichungs- 
System 

in  der  Nähe  der  Stella  (&i,  .  •  •  bp]  «u  •  •  •  «p),  «^<>  «,=  ^.(^i?  •  •  •  ^p^  *^^ 
in  eindeutiger   Weise  nach  u^, .  . .  u^  auflösen: 

Dabei  sind  die  Funktiotien  g>,(^i>  •  •  •  S)  ^^%  ^'^l  haben  stetige  par- 
tielle Ableitungen  erster  Ordnung  in  der  Nähe  des  Punktes  (a^ .  . .  .  a^. 
Im   übrigen  ist   die  Jacobische   Determinante  j   dieser  Funktionen   im 
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Punkte  (aj , . . .  a^)  von  0  verschieden  und  zwar  ist 

In  der  Tat  braucht  man  nur 

zu  setzen  und  den  Satz  von  §  5  hierauf  anzuwenden.     Durch  direkte 
Auswertung  zeigt  man  dann^  daß  die  Jacobische  Determinante 

den  reziproken  Wert  von  J  hat. 

Aus  dem  bloßen  Verschwinden  von  J  im  Punkte  (Jj, . . .  6J  kann 
man  keinen  Schluß  ziehen;  so  lassen  beispielsweise  die  Gleichungen 

doch  ausnahmslos  eine  eindeutige  Umkehnmg  zu,  trotzdem  J  in  allen 
Punkten  der  Geraden  t« «  0,  sowie  v  =  0  verschwindet^) 

§  7.    Abbildung  sweier  Flächen  aufeinander  im  Kleinen.') 

Im  Innern  eines  Bereiches  S  der  (x,  y)- Ebene  seien  die  Funktionen 
g)  {Xy  y)f  tif  (x,  y)  eindeutig  erklärt  und  mit  stetigen  Ableitungen  erster 
Ordnung  versehen;  ferner  verschwinde  die  Jacobische  Determinante 
in  keinem  Punkte  von  S: 


^x  % 


+  0. 


Setzt  man  dann 

so  wird  jedem  innerem  Punkte  von  S  ein  Punkt  der  {u,  v)- Ebene  zu- 

1)  Wegen  des  Falles,  wo  /identisch  verschwindet,  vergleiche  man  Jordan, 
Cours  (Vanälyse,  Bd.  1,  2.  Aufl.,  189S,  S.  86. 

2)  In  diesem  Paragraphen  wird  ein  durchaus  elementarer  Gegenstand  aus- 
fuhrlich behandelt,  welcher  in  elementaren  geometrischen  Vorlesungen  häufig 
keinen  Platz  findet,  später  aber,  als  zu  den  Elementen  gehörend,  nur  flüchtig 
erörtert  wird.  Und  doch  sind  scharfe  Begriffe  hier  von  nöten,  denn  sowohl  für 
die  Geometrie  als  für  die  Analjsis  ist  dieser  Gegenstand  von  großer  Wichtigkeit. 
Dem  Leser  wird  empfohlen,  beim  ersten  Studium  diese  Seiten  mit  Sorgfalt  durch- 
zuarbeiten, um  später  einmal,  nachdem  er  das  Kapitel  über  Riemannsche  Flächen 
gelesen  hat,  hierauf  zurückzukommen  und  an  der  Hand  der  ihm  dann  zur  Ver- 
fügung stehenden  zahlreichen  Beispiele  den  Paragraphen  wieder  durchzunehmen. 
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geordnet.  Die  Gesamtheit  dieser  letzteren  Punkte  bildet  eine  Menge  £y 
—  die  Abbildung  des  Innern  des  Bereiches  S  auf  die  (w,  i?)-Ebene,  — 
welche  wir  aber  vor  der  Hand  nicht  einmal  als  einen  zweidimen- 
sionalen Bereich  aufzufassen  berechtigt  sind.  Von  prinzipieller  Wichtig- 
keit ist  daher  der  folgende 

1.  Satz.  Ist  (Xq,  j/q)  ein  innerer  Punkt  von  S  und  (uq,  Vq)  dessen 
BUdptmld  in  der  (w,  v)- Ebene,  so  gibt  es  eine  in  S  gelegene  Umgebung  s 
von  (Xqj  Pq)  und  eine  Umgebung  6  von  (uq,  Vq),  deren  Punkte  durch  die 
Transformation  (1)  einander  umkehrbar  eindeutig  nnd  stetig  zugeordnet 
uerden. 

Drückt  man  die  Transformation  (1)  in  der  aufgelösten  Form 

< 
,  y  =  'l«'(w,  V) 

auSj  so  Jiaben  die  eindeutigen  Funktionell  ^,  IP"  ebenfalls  stetige  Ab- 
leitungen erster  Ordnung,  und  ihre  Jacobische  Determinante  verscJiunndet 
nicht. 

Nur  die  geometrische  Einkleidung  dieses  Satzes  ist  neu.  Dem 
Inhalt  nach  deckt  er  sich  vollständig  mit  dem  Satze  des  vorher- 
gehenden Paragraphen,  wenn  man  darin  «  =«  |)  =  2  setzt. 

AVir  wollen  die  Beschafifenheit  der  Abbildung  einer  kleinen  Um- 
gebung s  des  Punktes  (Xq,  y^)  näher  untersuchen.  Sind  Aa;,  Ay  be- 
liebige Zuwächse,  die  nur  dem  absoluten  Betrage  nach  eine  passend 
gewählte  Größe  h  nicht  tibersteigen,  so  kann  man  nach  dem  Mittel- 
wertsiitze  schreiben: 

An  ^  (P^{Xq  +  OAx,  yo  +  ÖA?/)  Ax  +  (p^{Xq  +  dAx,  y^  +  OAy)  Ay 
=  9>;r(^o;  ^o)  ^^  +  9>/^o;  2/0)  ^y  +  b Aa;  H-  g' Ay, 

wo  g,  g'  wegen  der  Stetigkeit  der  Ableitungen  q>Jx,  y),  (Py(x,  y)  zu- 
gleich mit  Ax,  Ay  gegen  0  konvergieren,  und  man  erhält  daher  die 

Formel 

Au  =  AAx  +  BAy  +  {iAx  +  l'Ay), 

Ar  =  CAx  +  DAy  +  äAx  +  5'A!/), 


(1') 
wobei 


ist  und  J;,  g',  g,  g'  alle  dem    absoluten  Betrage  nach  unter  einer    be- 
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(2) 


r 


liebig  klein  zu  wählenden  positiven  Konstante  1^  bleiben.  Hierbei 
wird  1^  zuerst  angenommen,  worauf  dann  h  dieser  Wahl  gemäß  be- 
stimmt wird. 

Aus  der  Form  der  Gleichungen  (1')  erhellt,  daß  sich  die  durch 
die  Gleichungen  (1 )  definierte  Abbildung  in  der  Umgebung  des  Punktes 
(a?0,  y^)  von  der  durch  die  lineare  Transformation 

du  =  Ad^x  +  B£iy 
(Iv  =  Ct^x  +  DAy 

definierten  Abbildung  in  mancher  Beziehung  wenig  unterscheidet. 
Man  kann  die  letztere  als  eine  erste  Annäherung  ansehen  und  als 
solche  wollen  wir  sie  denn  auch  ausbeuten.  Wir  sprechen  zuvörderst 
den  leicht  zu  beweisenden  Satz  aus: 

2.  Satz.  Ist  C  eine  heliebige  voni  Funkte  (Xq,  y^)  ausgehende  regu- 
läre Kurve  und  bezeichnet  man  mit  F^F'  die  der  Transformation  d) 
hzw.  der  Hüfstransformatimi  (2)  entsprechende  Bildkurve,  so  haben  F 
und  r"  im  Punkte  (u^y  Vq)  dieselbe  Tangentenrichtung. 

Aus  diesem  Satze 
ergibt  sich  dann  so- 
fort der 


<^,,«;> 


y 


IL 


Fig.  21. 


3.  Satz.  Sind  C^, 
Cg  ewei  von  Punkte 

-^  (^0^  Vo)  ami^'hende 
Kurven,  F^.  F^  ihre 
BUdkurven  in  hezttg 
auf  die  Transformation  (1),  und  F^\  F^'  ihre  Bildkurven  in  hezug 
auf  (2);  bezeichnet  man  ferner  mit  ß  resp.  ß'  den  Winkel ^  tvelchen  F^ 
mit  F^  resp.  F/  mit  Fj  im  Punkte  {uq,  Vq)  bildet,  so  ist 

ß'  =  ß. 

Die  lineare  Hilfstransformation  (2).  Die  lineare  Transformation  (^2) 
setzt  sich  bekanntlich  aus  folgenden  Transformationen  zusammen: 

a)  eine  Verdrehung  der  (rc,  f/)- Ebene  um  den  Koordinatenanfung 
durch  einen  bestimmten   Winkel  g:, : 

x^=  X  cos (fi  —  g  sin  (p^ ; 

4 

//i  =  X  sin  g?i  +  //  cos  (p^ ; 

b)  zwei  affine  Transformationen: 


I   Xi^t  —  X  Xi 

\  Vi  =  ?/i 


.'g  X.y 
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c)  eine  Verdrehung  der  (x^,  y^yEhene  um  den  Koordinatenanfang 
durch  einen  Winkel  q)^: 

u  =  x^  cos  9?2  "~  ^2  ^^"  9^2 
V  =  x^  sin  9)g  +  7/2  cos  9:2 . 

Man  kann  sie  auch  dadurch  erzeugen,  daß  man  die  (x,  y)-Ebene 
zunächst  einer  parallelen  Projektion  auf  eine  zweite  diese  längs  einer 
durch  den  Anfang  gehenden  Geraden  schneidende  Ebene  unterzieht, 
nm  darauf  die  zweite  Ebene  einer  Ahnlichkeitstransformation  mit  dem 
Anfang  als  Mittelpunkt  zu  unterwerfen.  Nimmt  man  endlich  in 
dieser  letzten  Ebene  die  u,  v- Achsen  in  geeigneter  Weise  an,  so  ist 
die  Transformation  (2)  fertig. 

Habitus  der  Abbildung  kleiner  Figuren.  Eine  kleine  Figur  jP  des 
Bereichs  /S,  deren  Rand  durch  den  Punkt  (xq^  y^)  geht,  wird  einer- 
seits durch  die  Transformation  (1)  auf  eine  kleine  Figur  5;  anderer- 
seits durch  die  Hilfstransformation  (2)  auf  eine  kleine  Figur  5'  des 
Bereichs  27  abgebildet.  Beide  Figuren  haben  den  Randpunkt  (w^,  Vq) 
gemeinsam  und  dort  stimmen  auch  die  Tangentenrichtungen  ihrer 
Randkurven  miteinander  überein.  W^ir  woUen  zeigen,  daß  der  Habitus 
der  Figur  §  für  denjenigen  der  Figur  ^  maßgebend  ist,  sofern  der 
umfang  von  F  genügend  beschränkt  wird.  Sei  beispielsweise  F  ein 
kleines  Dreick,  dessen  eine  Ecke  sich  im  Punkte  (x^y  y^)  befindet. 
Dann  wird  g'  auch  ein  kleines  Dreieck  sein,  dessen  eine  Ecke  im 
Punkte  (mq,  üq)  liegt, 
während  5  aus  einem 
krummlinigen  Drei- 
ecke besteht,  dessen 
Seiten  von  regulären 
Kuryenstücken  gebil- 
det werden.  Im  Punkte 
(uq,  Vq)  berühren  die 
beiden  Seiten  von  5'  die  entsprechenden  Seiten  von  fj.  Um  die  Ähn- 
lichkeit des  Habitus  von  ^  und  j^'  zu  konstatieren  ^  muß  man  noch 
zeigen,  daß  die  beiden  anderen  Ecken  von  5  j®  nm  verhältnismäßig 
wenig  von  den  entsprechenden  Ecken  von  %'  abstehen.  Wir  wollen 
nämlich  die  Form  des  Dreiecks  F,  sowie  die  eine  Ecke  desselben 
festhalten  und  nur  den  Maximalabstand  PP^  der  gegenüberliegenden 
Seite  vom  Punkte  P  zweckentsprechend  einschränken.  Dadurch  können 
wir  dann  erreichen,  daß  das  Verhältnis  des  Abstandes  Q^  Q^'  zur  Seite 
Q  Q^  kleiner  als  eine  willkürliche  positive  Größe  e  bleibt,  sobald  nur 


Fig.  22. 
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PP^  unter  einer  zweiten  (von  s  abhängigen)  positiven  Größe  d  bleibt. 
In  der  Tat  haben  die  Projektionen  der  geraden  Strecke  Q^  Q^  auf  die 
Koordinatenachsen  bzw.  die  Werte 

Am  —  rfw  =  ^Ax  +  g' Ay , 
Av  —  dv  =  gAa;  +  g'Ay, 

wo  sich  AXf  Ay  auf  den  Punkt  P^  beziehen.     Darum  ist 

Au  —  du  f  cos  qp  4"  r  sin  qp 

wo 

H^(Ä'+  C«)  cosV  +  2{ÄB  +  CD)  sin  (p  cos  (p  +  (B^  +  D^)  sin>, 

(3)  cos© -=« -.!:_-  — -,         8mg)=    ,.-_!_:_ 

^  yAa;»  +  Ay*'  ^        }/Aa:*+  At/' 

gesetzt  ist;  —  mit  einem  ähnlichen  Ausdruck  für  (Ar  —  rft;)/]/rfM*  +  dül 
Die  quadratische  Form  H  ist  dabei  definit^  denn  es  ist 

{AB  +  CDy  -  {A^  +  C«)(JB«  +/)»)  =  -  J^ 

und  darum  ist  für  alle  Werte  von  9 

wenn  m,  üf  zwei  von  9  unabhängige  positive  Größen  sind.    Bestimmt 

man  also  S  derart,  daß  g,  g\  ^^  ^  alle  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  als  a^  bleiben,  wofern  nur  \Ax\  <  ö,  |  Ay|  <  d  sind,  so  wird 


Am  —  du      ^  2f, 


AtJ  —  df       ^    2^1 


sein.     Dies  gibt 

ym  * 

Daraus  geht  die  Ähnlichkeit  des  Habitus  von  g  und  5  hervor. 
Denn  die  vorhergehende  Abschätzung  von  Q^  Q^  hängt  ja  nicht  von 
der  Richtung  der  Strecke  PP^^  ab  und  gilt  also  gleichzeitig  für  alle 
von  P  ausgehenden  Strecken,  deren  Projektionen  auf  die  Koordinaten- 
achsen nur  die  Größe  d  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  über- 
steigen. Darum  weichen  auch  alle  anderen  5  und  5  angehörigen, 
ein  und  demselben  Punkte  von  F  entsprechenden  Bildpunktpaare  um 
verhältnismäßig  wenig  voneinander  ab  und  zwar  bleibt  das  Verhältnis 
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ihres  Abstandes  voneinander  zur  Entfernung  eines  ihrer  Punkte  von  Q 
kleiner  als  e. 

Wir  können  jetzt  den  Punkt  P  innerhalb,  einer  bestimmten  Um- 
gebung von  (Xq,  y^)  variieren  lassen.  Dabei  wird  m  ebenfalls  ver- 
änderlich. Bei  geeigneter  Einschränkung  jener  Nachbarschaft  bleibt 
indessen  m  stets  größer  als  eine  passend  gewählte  positive  Kon- 
stante Wq,  während  andererseits  die  Abbildung  ihren  umkehrbar  ein- 
deutigen Charakter  nicht  einbüßt.  Die  vorhergehende  Erörterung  er- 
streckt sich  somit  gleichmäßig^)  auf  eine  ganze  Umgebung  von  {x^j  y^) 
und  (uq,  Vo). 

Das   BogetielemmL     Wir    denken    uns    eine    beliebige    reguläre 

Kurve  C  durch  den  Punkt  P :  (Xq,  y^)  gelegt  und  bezeichnen  die  Länge 

eines  von  P  ausgehenden  kleinen  Bogens  PP^^  derselben  mit  A^^  die 

Länge  des  entsprechenden  Bogens  der  Bildkurve  mit  AiS.    Dann  bleibt 

der  Grenzwert 

,.     AS      dS 
As       as  ' 

wie  auch  immer  C  genommen  werden  möge^  stets  zwischen  konstanten 
positiven  Grenzen^  und  zwar  ist 

Beziehen  sich  nämlich  dx,  dy  auf  C  und  ebenso  du^  dv  auf  die 
Bildkurve,  wobei  also  jetzt  x,  y,  u,  v  alle  als  Funktionen  der  unab- 
hängigen Variabelen  t,  nämlich  des  Parameters  der  Kurve  C,  aufzu- 
fassen sind,  so  wird 

(hl  ^  Adx  +  Bdy y        dv  =  Cdx  +  Ddy . 

Hieraus  folgt,  daß 

du-  +  dv^  =-  H{dx^  +  dy'^) , 
also 

dS  »  VHds 

ist,  wobei  wir  in  dem  Ausdruck  für  H 

dx  dy 

cos  g)  =  ,      sin  9>  = 


ydx^+d\f'  ^       Vdrc»+(/y« 

gesetzt  haben.     Hiermit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Isogonole  Verwandtschaften.^)     Von  besonderem  Interesse  ist  der 

1)  Zur  vollen  Würdigung  dieser  letzten  Bemerkung  gehören  die  Ideen  des 
nächsten  Kapitels. 

2)  Literaturangaben  befinden  sich  bei  Holzmüller,  l8ogo}iale  Verwandt- 
schaftev,  S.  100. 
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Fall,  daß  der  Winkel  a,  welchen  die  Kurven  C^,  C^  im  Punkte  (:r^,  y^) 
miteinander  bilden,  bei  der  Transformation  fl)  erhalten  bleibt:  daß 
also  stets,  entweder 

a)     «  =  /3         oder        b)     ic  =  —  ß 

ausfällt,  wie  man  Cj,  C^  auch  immer  annehmen  möge.  Ist  in  jedem 
Punkte  von  S  die  Bedingung  a)  bzw.  b)  erfüllt,  so  heißt  die  Ab- 
bildung eine  isogonale  Verwandtschaft  und  zwar  im  Falle  a)  ohnSy  im 
Falle  b)  mit  Umlegung  der  WinJcel 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  eine  isogonale 
Verwandtschaft  besteht  oflFenbar  darin,  daß  im  Falle 

a)  &=e  +  y, 
während  im  Falle 

b)  0==..-e  +  y 

sei,  wo  0  den  Winkel,  welchen  eine  von  (Xq,  y^  ausgehende  Kurve  C 
im  Punkte  (oJq,  y^  mit  der  positiven  x- Achse  einschließt,  0  den  ent- 
sprechenden Winkel  in  der  Bildebene  und  y  eine  Konstante  bedeutet. 
Als  notwendige  Bedingung  erhält  man  also  im  Falle  a) 

tan  &  =  tan  (ö  +  y) , 
mithin  vermöge  (2) 

('  +  D  tan  0       sin  y  -[-  coa  y  tan  0 
Ä  -\-  B  tan  B       cos  y  —  sin  y  tan  0 

Zur  Bestimmung  von  y  setze  man  in  (2)  Ay  =  0,  Ax>0;  so   kommt 

(4)  cos y  =  -  - ,         sin  y  =    ,.. :    • 

Dies  gibt: 

C  -f  D  tanö  __  C  +  ^  tan ö 

A+B\Ane  —  i  — rtanö* 

Diese  Formeln  können  niemals  durch  das  identische  Verschwinden  eines 
Nenners  illusorisch  werden,  da  ein  gleichzeitiges  Verschwinden  von 
A  und  C  oder  A  und  B  das  Verschwinden  der  Jacobischen  Deter- 
minante nach  sich  ziehen  würde.  Was  dagegen  ihre  Abhängigkeit 
von  0  anbetrifft,  so  handelt  es  sich  ja  nur  um  notwendige  Bedin- 
gungen, und  dazu  genügt  es,  0  so  anzunehmen,  daß  kein  Nenner 
verschwindet.  Hebt  man  nun  in  der  letzen  Gleichung  die  Brüche  fort 
und  vergleicht  man  dann  die  Koeffizienten  der  verschiedenen  Potenzen 
von  tand,  so  kommt: 

AD-BC^A^+C\      AB+  CD  =  0. 
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Diese  Gleichungen  lassen  nur  die  eine  Lösung  zu: 

(b)  A  =  D,      li C. 

Umgekehrt  '.teigt  man,  daß,  wenn  den  Relationen  (5j  genügt  wird, 
cos  0  =  cos  (Ö  +  y) ,         sin  Ö  =  sin  (ö  +  y) , 
wobei  y  durch  (4)  bestimmt  wird.    Demgemäß  ist  bis  auf  ganzzahlige 
Vielfache  von  2.t 

Die  Kelationeti  (öl   haben  sich  hiermit  als  hinreichend   für  eine   iso- 
gonalti  Verwandtschaft  erwiesen. 

Der    Fall   b)    wird    in   ähnlicher    Weise   behandelt.      Den    Rela- 
tionen (6)  entsprechen  hier  die  folgenden: 

(6)  A V,         B-C. 

Das  Ergebnis  fassen  wir  in  den  Satz  zusammen: 
Satz.     Eine  notwendige  und  hmreichende  Bedingung  dafür,   daß 
die  Gleichungen   (1)    eine  isogonale  ■  Verwandisctu^i   definieren,   besteht 
darin,  daß  entweder 

-'  dx       dy'  dy  dx 

oder 

bl  *_?=._  ^         cu  ^  dv 

•'  5x  ™       cy'      dy™"  dx 

sei.      Im    Falle   a)    bleibt    auch    der  Sinn    der  Winkel    erhalten;     im 
Folie  b)  trifft  dien  aber  nicht  m. 

Beispiele,     a)  Durch  die  Gleichungen 


y  =  2 


'zy 


wird  der  erste  Quadrant  der  (x,  y)-Ebeae  auf  die  positive  (u,  u)- 
Halbebene  abgebildet  und  zwar  ist  die  Verwandtschaft  eine  isogonale 
ohne  Utul^ung  der  Winkel. 


78  If  2.  Cber  reelle  Fnnktionen  mehrerer  reellen  VeränderlicheiL 

b)  Dnrcli  die  Spiegelnng  in  der  X-Achse: 

sowie  durch  die  Inversion 

1 

wo  r*=  j:*+  y*,  r  *=  m*+  r*  ist,  wird  eine  isogonale  Verwandtschaft 
mit  ümlegong  der  Winkel  definiert. 

Konforme  Abbildungen.  Im  Falle  einer  isogonalen  Verwandtschaft 
erleiden  kleine  Figuren  des  Bereichs  S  bei  der  Abbildung  durch  die 
Hilfetransformation  (2)  gar  keine  Verzerrung,  höchstens  eine  Spiege- 
lung. Denn  im  Falle  a)  kann  man  ja  die  Transformation  (2)  direkt 
auf  die  Form  bringen: 


du  ■=  y  A*+  C*(Aa:cosy  —  Aysiny) 
dv  ^  y^A}  +  C* (A jp  sin  y  +  Ay  cos  y) , 

und  diese  Transformation  besteht  eben  aus  einer  Drehung  der  \x^  y)- 
Ebene   um    den   Punkt   {x^^   y^)   durch    den   Winkel   y    nebst   einer 

Ahnlichkeitstransformation  mit  den  AhnlichkeitsTerhaltnisse  Y  A^-\-  (7*, 
während  im  Falle  b)  noch  eine  Spiegelung  hinzutritt.  In  beiden 
Fällen   hängt   das   Bogenelement   dS  nicht   mehr   yom   Verhältnisse 

Ay/AXy  sondern  lediglich  von  der  Entfernung  PP^  =  yÄx^-f  Ay* 
ab.  und  zwar  ist 

dS^^  {A^+  C')(Ax^+  Ar/*)  =    J\i Ax' +  Ay^) . 

umgekehrt  hätte  man  von  der  Forderung  ausgehen  können,  daß 
die  Abbildungen  kleiner  Figuren  des  Bereichs  S  möglichst  wenig 
verzerrt  werden  und  zwar  eine  genaue  Ähnlichkeit  um  so  mehr  an- 
streben, je  kleiner  ihre  linearen  Dimensionen  werden.  Dann  müßte 
beispielsweise  ein  kleiner  um  den  Punkt  (rr^,  y^)  beschriebener  Kreis 
in  ein  den  Punkt  (uq,  Vq)  umfassendes  Oval  übeigehen,  derart  daß 
das  Verhältnis  des  Maximal-  zum  Minimalabstande  eines  Randpunktes 
vom  Punkte  (hq,  Vq)  dem  Werte  1  zustrebt,  wenn  der  Radius  des 
Kreises  unendlich  abnimmt.     Nun  ist  aber 

Att-+  Ar2=  (H+  ^(Ax-+  Ay*), 
wo 

lim      £  =  0 


rt 


nur  vom  Winkel  (p  (3),  nicht  aber  vom  Radius  des  Kreises 
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yAx^+  Äy^  abhängt.  Damm  muß  H  für  alle  Werte  von  q>  den- 
selben Wert  haben.  Setzt  man  also  insbesondere  9  =  0,  ;r/2,  ;r/4, 
so  schließt  man,  daß 

A^  +  C^^B^+n^ 

ÄB+CD^O 
sein  muß,  woraus  sich  dann  ergibt,  daß  entweder 

a)        ^  =  D,       B^-C 
oder 

h)    A^-D,      B=C 

ist.  Hiermit  wird  man  wieder  zu  einer  isogonalen  Verwandtschaft 
geführt 

Eine  Transformation  (1),  welche  der  Forderung  gerecht  wird, 
daß  die  Gestalt  der  Abbildung  kleiner  Figuren  annähernd  erhalten 
bleibt,  heißt  nach  Gauß  eine  konforme  Abbildung.  Als  formale  De- 
finition pflegt  man  wohl  folgende  aufzustellen:  Eine  Transformation  (1), 
welche  die  Eigenschaft  hat,  daß 

dS  =  Mds 

ist,  wo  21  nur  von  Xj  t/,  nicht  aber  Ton  dx,  dy  abhängt,  nennt  man 
eine  konforme  Abbildung.  Aus  dieser  Definition  geht  hervor,  daß  ein 
kleines  Dreieck  F  von  S  (Fig.  22)  in  ein  kleines  krummliniges  Drei- 
eck 5  von  2J  verwandelt  wird,  dessen  Seiten  bzw.  den  Seiten  von  F 
annähernd  proportional  sind,  so  daß  also  insbesondere  die  isogonale 
Eigenschaft  der  Abbildung  sofort  erschlossen  wird. 

Satz.  Damit  die  Transformation  (1)  eine  konforme  Abbildung 
definiert,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  entweder 

a) 
oder 

^       dx  dy '  dy       dx 

sei. 

Konforme  Abbildung  und  isogonale  Verwandtschaft  decken  sich 
also  miteinander.  Es  handelt  sich  bloß  darum,  von  welchem  Gesichts- 
punkte aus  man  die  Transformation  betrachten  will. 

Aus  den  vorstehenden  Differentialgleichungen  leitet  man  die 
notwendige  Bedingung  ab,  daß  die  Funktion  w,  sowie  v  der  Laplace- 
schen  Differentialgleichung 


du       dv 

dx      dy ' 

du            dv 
dy  "*       dx 

u            cv 
x'^      dy' 

du       dv 
dy       dx 
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genügen  muß^j.  Es  wird  sich  später  ergeben,  daß  umgekehrt  jede 
nicht  identisch  verschwindende  Lösung  dieser  Differentialgleichung 
zu  einer  konformen  Abbildung  führt. 

Zwei  krumme  Flächen  heißen  konform  aufeinander  bezogen,  wenn 
je  zwei  entsprechende  Bogenelemente  dSj  ds  in  der  Beziehung  zuein- 
ander stehen: 

dS^Mds, 

wo  M  bloß  eine  Funktion  der  laufenden  Koordinaten,  nicht  aber  der 
Differentiale  ist. 

Dem  Leser  wird  empfohlen,  den  Paragraphen  über  Zwei  geogra- 
phische Karten,  Kap.  6,  §  9,  jetzt  zu  lesen. 

1)  Vor  der  Hand  muß  mau  auch  bezüglich  der  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  Voraussetzungen  machen.  Es  wird  sich  später  zeigen,  daß  im 
Falle  einer  konformen  Abbildung  diese  Voraussetzungen  stets  erfüllt  sind. 


Drittes  Kapitel. 
Gleichmäßige  Konvergenz. 

§  1.     Der  doppelte  Grenzübergang. 

Man  wird  häufig  yeranlaßt^  zwei  Ghrenzübergänge  hintereinander 
auszuführen.  Sei  f{x,  y)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (a,  6),  höch- 
stens mit  Ausnahme  der  Geraden  x^  a  und  y  =  by  eindeutig  erklärt. 
Unter  einem  doppeUeti  Grenzübergang  versteht  man  dann  folgendes. 
Man  erteile  einer  der  Yariabelen,  etwa  y,  einen  konstanten  von  b  ver- 
schiedenen Wert  y'  und  lasse  die  andere  Variabele  gegen  a  konver- 
gieren.    Strebt  fix^y')  dabei  einem  Grenzwerte  q>{y')  zu: 

Y\mf{x,%j)^q>{y)i 


x  =  a 


so  lasse  man  darauf  die  zweite  Variabele  gegen  b  konvergieren.    Wenn 

sich   nun    wieder   ein    Grenzwert   einstellt,   lim  <p  (y') ,    so   bezeichnet 

man  denselben  mit  ''^ 

lim  pim  f  (x,  y)l . 

Vor   allen  Dingen    drängt  sich  jetzt  die  Frage  auf:  Darf  man 
die  Reihenfolge  der  einzelnen  Grenzübergänge  umkehren?  d.  h.  ist 


lim  riim  f(x,  y)~\  =  lim  [lim  f{x,  yj] 


DaB    diese  Frage    im  allgemeinen  zu  verneinen   ist,   zeigen  folgende 
Beispiele. 

Beispiel  1.     Sei 

Hier  ist  ^ 

=  _P 


lim  [lim  f{x,y)l 

y=OL*=0  J 

liinnim/-(x,y)]  =  .«, 
x  =  o  Ly=o  J        y  ' 


Osgood,  Fnnktionentheorie.  I.  2.  Aufl. 
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und  nun  ist  eben 


Beispiel  2.     Sei 


f{x,  y)  =^  X  sin      ,       a  =  6  =  0. 

Hier  hat  der  erste  limes  den  Wert  0,  während  sich  bei  umgekehrter 
Reihenfolge  der  Grenzübergänge  Divergenz  einstellt 
Der  früher  übliche  Beweis,  daß 

cydx  ^  dxdy 

ist,  beruhte  auf  der  Annahme,  daß  es  bei  einem  doppelten  Grrenz- 
übergange  auf  die  Reihenfolge  der  einzelnen  Grenzübergänge  nicht 
ankomme. 

Insbesondere  können  a,  6  «  oo  sein.  Auch  brauchen  die  Punkte 
{Xyy)y  für  welche  f{x,y)  definiert  ist,  keine  Kontinuen  zu  bilden. 

In  diesem  Kapitel  behandeln  wir  eine  Reihe  von  Fragen,  die 
für  die  Differential-  und  Integralrechnung  von  fundamentaler  Bedeu- 
tung sind  und  bei  denen  der  doppelte  Grenzübergang  der  springende 
Punkt  ist.  £s  handelt  sich  jedesmal  darum,  hinreichende  Bedingungen 
dafür  aufzustellen,  damit  ein  doppelter  limes  für  beide  Reihenfolgen 
der  einzelnen  Grenzübergänge  existieren  und  denselben  Wert  haben 
soll.  Dabei  werden  wir  zuerst  den  besonderen  Fall  der  Stetigkeit 
einer  durch  eine  unendliche  Reihe  dargestellten  Funktion  eingehend 
besprechen,  weil  nämlich  alle  begrifflichen  Schwierigkeiten  der  doppelten 
Grenzübergänge  hier  in  nahe  liegender  Form  zutage  treten,  imd  des- 
halb bitten  wir  den  Leser,  sich  vor  allen  Dingen  die  Entwickelungen 
von  §§  2 — 4  zu  eigen  zu  machen. 

§  2.   Die  Stetigkeit  einer  durch  eine  unendliche  Reihe  dargestellteii 

Funktion,  an  Beispielen  erläutert. 

Sei  eine  konvergente  Reihe  stetiger  Funktionen  vorgelegt: 

f(x)  =  Uj^{x)  -\-  ti^ (x)  -\-  •  • ' ,        a  ^x  <h. 

Wann   wird  die  Grenzfunktion  f{x)   stetig   sein?     Es  fragt  sich  also, 

wann 

\\mt\x)=f[x^) 


X  =  Xc 


ist.     Diese  Frage  läuft  auf  die  Unabhängigkeit  eines  doppelten  limes 
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Ton  der  Reihenfolge  der  einzelnen  Orenzüber^nge  hinaus.   Sei  nämlich 

5«(^)  =  Wi(x)  +  ...  +  M„(a?); 
dann  ist 

lim  f{x)  —  lim  flim  5„(a:)"|. 

Andererseits  ist 

/•(a:o)=-limriim5,(x)]. 

II  -  00  L*  =  Xo  J 

Wann  ivird  also 

lim  riim  s^{xy\  =  lim  flim  s^{x)'\ 

sein^)?  Daß  dies  stets  zutreffen  soll,  wird  man  angesichts  der  Bei- 
spiele des  vorhergehenden  Paragraphen  schon  nicht  erwarten.  In  der 
Tat  betrachte  man  das  folgende  Beispiel:^) 

s^{x)  ^  üi?''-\         aro-O. 
Hier  ist 

lim  s^{x)  =  1,         x^()y 


n  =00 


80  daß   also  die  linke  Seite  der  in  Frage  stehenden  Gleichung  den 
Wert  1  hat.     Andererseits  ist 

lims„(a:)  =  5,(a:o)-0, 

folglich  hat  die  rechte  Seite  jener  Gleichung  den  Wert  0. 

Durch  die  Fourierschen  Reihen  ist  man  zuerst  darauf  aufmerksam 
geworden,  daß  eine  konvergente  Reihe  stetiger  Funktionen  eine  un- 
stetige Funktion  darzustellen  vermag.    So  wird  beispielsweise  gezeigt, 

daß  die  Reihe 

,»,   N                    ,    sinSo;    ,    sin 5a;    , 
t(x)^sinx  +  --^-    H g       H 

stets  konvergiert  und  daß 


1)  Dies  Formulierung  des  doppelten  Grenzüberganges  rührt  von  Stokes 
her;  vgl.  §  3. 

2)  Um  die  entsprechende  Reihe  zu  erhalten,  setze  man 

2  s 

u,  {X)  =  8,  (X)  =  x\        xi^{x)  =  s^{x)  -  s„_,{x)  =  x-'"-^  -  x^"-^  . 

Man  beachte  wohl,  daß   auch  jede  unendliche  Reihe  in  dieser  P'onn  ge- 
schrieben werden  kann: 

«1 W  +  w,  W  H —  =  «1  {x)  +  [«,  {x)  —  «1  (ar)  I  +  [«3  (•«-■)  —  h  (^;]  H — . 

woraus  dann  erhellt,  daß  das  angeführte  Beispiel  doch  wenigstens  nach  dieser 
Richtung  hin  keine  Sonderstellung  einnimmt. 

6* 
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fi^)-     T, 


o: 


X  =  nxi 


2nx<x<(2n  +  l)x. 

(2n  —  l)x<z<2nx, 
11  =  0,     ±1,     :i:2, 


Gehen  wir  jetzt  naher  auf  die  Frage  ein,  wie  eine  solche  Reihe 
es  einrichtet,  damit  sie  gegen  einen  unstetigen  Grenzwert  konvergiert 
Der  Vorgang   tritt  kUr   zutage,   sowie  man  die  Annähernngskurren 


zeichnet     Sei  beispielsweise 


y  =  ^W 


8jx)^X^''-\  —  l^^^l 

Dann   ist  s^(x)  für  jeden  Wert  von  n  im  Intervalle  (—  1,  1)  stetig. 

Jede    Annäherungskurve    geht    durch    den   Eoordinatenanfangspunkt, 

welcher    deshalb    zum    Orte    der    Grenz- 
funktion 

f(x)  =  lim  s^(x) 


n  soo 


Pig.  U. 


gehören  muß.  Bei  wachsendem  n  steigen 
aber  die  Annäherungskurven  in  der  Nähe 
dieses  Punktes  rapide  und  schmiegen  sich 
für  positive  (negative)  Werte  von  x,  die 
nicht  in  dieser  Umgebung  liegen,  der 
6ei*aden  y=l  (y  =  —  1)  noch  immer 
enger  an.  Nimmt  man  einen  festen  Wert 
X  x' >  0  f  <  0)  willkürlich  an,  und  möge  dieser  Wert  auch  noch 
80  nahe  bei  a:  ==  0  liegen,  so  kann  man  stets  erreichen,  daß  s^  {x)  vom 
Werte  1  (—  1)  um  beliebig  wenig  abweicht,  wenn  nur  n  über  einer 
geeignet  gewählten  festen  Zahl  m  liegt.  Das  heißt  ja  nichts  an- 
deres, als  daß  die  Funktion  s„(^)  ^^^  jeden  im  Intervalle  gelegenen 
V^"ert  von  x  überhaupt  gegen  den  Grenzwert  1  (—1)  konvergiert. 
Wollte  man  dagegen  einen  vorgegebenen  Grad  der  Genauigkeit 
gleiclizeitig  für  aüe  dem  Intervalle  angehörigen  Werte  von  x  erzielen, 
indem  man  sich  von  vornherein  ein  positives  £  <  1  gibt  und  dann 
eine  positive  Zahl  m  sucht,  derart,  daß,  sobald  n  >  m  genommen 
wird,  s^(x)  von  seinem  Grrenzwert  um  weniger  als  e  abweicht,  so 
würde  man  eben  auf  das  Unmögliche  stoßen.  In  der  Tat  hängt  der 
Wert  von  m  bei  gegebenem  €  von  x  ab  und  zwar  so,  daß  tn  =  oo 
wird,   wenn  x  gegen  0  konvergiert,  —  was  freilich  nicht  verhindert. 
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daß  m  den  Wert  1  hat,  wenn  a; «-  0  ist.     M.  a.  W.  müßte  man,  um 
den  Wert  der  Grenzfnnktion  f(x)  ans  der  Reihe 


V 


«n-l  2n-8 

X  —X 


f{x)  ^u^(x)  +  u^{x)  + X  +^ 

ns2 

ZU  berechnen,  eine  große  Anzahl  von  Gliedern  berücksichtigen,  wenn 
x  =^0  dem  absoluten  Betrage  nach  klein  ist,  und  diese  Anzahl  hat 
keine  obere  Grenze,  wenn  x  beliebig  im  Intervall  angenommen  werden 
darf.  Die  Reihe  konvergiert,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  ungleichmäßig. 
Man  beschreibt  diese  Erscheinung  auch  wohl  mit  den  Worten  „un- 
endlich verzögerte  Konvergenz". 

Die  Bedeutung  der  geometrischen  Figur  ist  nicht  immer  richtig 
erkannt  worden.     Man    hat  nämlich   den  Einwand  erhoben,  daß  die 

Punkte 

y^f{x)^      1,  0<x<l, 

=      0,  a;  =  0, 

=  -1,        -l^x<0 

doch  nur  einen  Teil  der  Grenzpunkte  oder,  genauer  ausgedrückt,  der 
Häufungsstellen  der  Kurven  y  =  s^{x)  ausmachten;  auch  die  zwischen 
y  =  1  und  t/ «  —  1  befindlichen  Punkte  der  y-Achse  gehörten  ja 
dazu,  und  darum  hätte  die  Grenzfunktion  f[x)  im  Punkte  a;  =»  0  nicht 
bloß  den  einen  Wert  0,  sondern  jeden  zwischen  —  1  und  1  gelegenen 
Wert.^)  Es  ist  schon  wahr,  daß  wir  nur  einen  Teil  der  Häufangs- 
stellen  der  Punktmenge  y  =  5^(a?),  —  l<a?<l,  n  «  1,  2,  •  •  •  be- 
rücksichtigt haben,  der  daraus  gezogene  Schluß  ist  aber  falsch,  denn 
es  kommt  uns  nicht  darauf  an,  welchem  Grenzwerte  s^{pc)  zustreben 
könnte,  wenn  n  und  x  gleidijseitig  variieren  solUen.  Unter  dem  Werte 
einer  unendlichen  Reihe 

n^{x)  +  u^{x)  H 

versteht  man  doch  den  Grenzwert,  welchem 

zustrebt,  nenn  x  von  vornherein  festgehcdien  wird  und  n  dann  un- 
beschränkt wächst.  Darum  kommen  für  uns  auch  nur  diejenigen 
Häufungsstellen    der    vorbezeichneten   Punktmenge    in    Betracht,    dit» 


1)  Dies  ist  nämlich  dieselbe  Frage  als  die,  welchen  Wert  eine  Fouriersche 
Reihe,  z.  B.  die  vorhin  angeführte,  an  einer  Stelle  hat,  wo  die  Grenzfnnktion 
unstetig  wird. 
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man  erhält^  wenn  man  zuerst  eine  der  y- Achse  parallele  Gerade 
x^  X  (—  1  ^  ^'  <  1 J  willkürlich  annimmt  und  diese  dann  mit  den 
Kurven  y  =  s^{pi)  schneidet.  Hierdurch  entsteht  eine  Punktmenge  auf 
jener  äeraden,  und  diese  Menge  hat  ja  nur  eine  einzige  Häufnngs- 
stelle  y  welche  auch  den  Wert  der  Grenzfunktion  f{x)  im  Punkte 
x=^  X  darstellt.  Die  Gesamtheit  eben  dieser  Häufungsstellen  geht 
uns  allein  etwas  an. 

Dem  Leser  wird  empfohlen^  sich  gleich  an  dieser  Stelle  die  An- 
näherungskurven zu  zeichnen,  welche  den  Charakter  der  Konvergenz 
im  Falle  des  zu  Anfang  erwähnten  Beispiels: 

veranschaulichen,  sowie  an  der  Hand  derselben  geometrischen  Hilfs- 
mittel die  Konvergenz  der  Reihe 


cu 


(1  -  x)  +  (ar*  -  aH»)  + (i  _a;j -j.  ^'(a;«»_  a;««+i),      0^a;<:  1, 


2 

n=  1 


o 


zu  untersuchen  und  graphisch  darzustellen. 

Wir  wollen  noch  ein  zweites  Beispiel  besprechen,  wobei  eine 
stetige  Funktion  sj^x)  zwar  ,gegen  einen  stetigen  Grenzwert  konver- 
giert;  doch  nicht  in  der  Weise,  wie  man  es  wohl  erwarten  möchte. 
Sei 

Für  jeden  Wert  von  x  ist  hier 

f{x)]^\ims^{x)  =  0. 

Doch  sehen  wir  näher  zu,  wie  sich  die  Annäherungskurven  ausnehmen. 
Wir  wollen  uns  dabei  auf  das  Intervall  0  <  a:  <  oo  be- 
schränken.  Zeichnen  wir  zunächst /ße  erste  Annäherungs< 
kurve,  n  =»  1 : 

Alsdann  geht  die  allgemeine  Aimähe- 
rungskurve  daraus  hervor,  daß  man  die 
Abszisse  eines  beliebigen  Punktes  dieser 
Kurve  durch  |/n  dividiert  und  dessen 
^^*  *^'  Ordinate  zugleich  mit  )/n    multipliziert; 

m.  a.  W.  daß  man  die  Transformation 
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ausübt  und  die  Striche  dann  unterdrückt.  In  der  Nähe  der  Ordi- 
natenachse  erheben  sich  die  Kurven  außerordentlich  hoch;  um  sehr 
bald  wieder  herabzusinken  und  sich  hinfort  eng  an  die  Abszissen- 
achse anzuschmiegen.  Nimmt  man  ein  festes  Intervall  0  <  a  :>  x  <  c» 
an,  welches  noch  so  nahe  an  den  Punkt  a;  =  0  heranreicht,  so  werden 
für  alle  über  einem  geeignet  gewählten  Werte  m  gelegenen  Werte  n 
diese  nadeiförmigen  Auswüchse  links  von  der  Geraden  x  ^  a  liegen, 
so  daß  also  innerhalb  des  Intervalles  (a,  oo)  die  Art  der  Konvergenz 
nichts  merkwürdiges  an  sich  hat.  Je  kleiner  man  aber  a  annimmt, 
desto  größer  fällt  m  dabei  aus. 

Dieses  Beispiel  zeigt,  daß  selbst  dann,  wenn  eine  stetige  Funktion 
gegen  einen  stetigen  Grenzwert  konvergiert,  die  Art  und  Weise  dieser 
Konvergenz  doch  Möglichkeiten  bieten  kann,  woran  man  wohl  nicht 
gedacht  hätte. 

Aufgabe.    Man  zeige,  daß  sämtliche  An- 
näherungskurven im  Falle 

s^{x)^y2enxe- '*'''' 

die  Gerade  y  =  1  berühren. 


»'*n(^) 


P'ij^nfif^) 


Beispiel  einer  in  jedem  Intervall  un- 
gleichmäßig konvergenten  Reihe. 

Die  bisherigen  Beispiele  wiesen  ungleich- 
mäßige Konvergenz,  —  um  die  Definition  des 
nachfolgenden  Paragraphen  zu  antizipieren,  — 
nur  dann  auf,  wenn  das  Definitionsintervall  der 
Funktion  s„{x)  einen  besonderen  Punkt  als  in- 
neren oder  Endpunkt  enthielt.  Es  kann  in- 
dessen vorkommen,  daß  eine  Reihe  auch  in 
jedem  Intervall  ungleichmäßig  konvergiert,  wie 
das  folgende  Beispiel  zeigt. 

In  der  Funktion  der  vorstehenden  Aufgabe 
werde  x  durch  sin^jtx  ersetzt.    Die  Funktion 

<p^(x)  »  y2en  Bm-Jtxe-"^"^''*'"' 
hat  dann  für  jeden  Wert  von  n  die  Periode  1 . 
Im  Intervall  0  <  j;  <  1  treten  zwei  Maxima  auf, 
und  zwar  berührt  die  Kurve  y  =  9>^(^)  dann 
die  Gerade  y  =  1 .     Für  großö  Werte   von   n  hat  diese  Kurve  die  in 


Fig.  i6. 
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der  ersten  der  beigefügten  Figuren  angedeutete  Gestalt.    Hieraus  leitet 
man  die  den  weiteren  Funktionen 

entsprechenden  Kurven  durch  die  Transformation 

ab;  sie  sind  alle  der  ersten  Kurve   ähnlich ^   nur   wird  der  Maßstab 

verkleinert.     Der  größte  Wert  von  j-i(p„(k\x)  ist  1/Ä;! 

Aus  diesen  Bestandteilen  wird  die  in  Aussicht  genommene  Reihe^ 
wie  folgte  zusammengestellt: 

y  -  s,{x)  -  (p,(x)  +  ~l-,(p,(2\x)  +  .  . .  +  -L<3p^(n!'rc). 


2! 

Diese  Funktion  s^(x)  strebt  zwar   für  jeden    Wert  von  x  dem 
limes  0  eUy  doch  konvergiert  sie  in  jedem  Intervall  ungleichmäßig. 

Zum  Beweise  bemerken  wir  vor  allem^  daß  kein  Term  der  Reihe 
negativ  wird.    Zerlegen  wir  den  obigen  Ausdruck  in  die  Summe  der 

ersten  k  Terme  und  den  Rest,  so  kann 
Letzterer  für  keinen  Wert  von  n  die  Zahl 

(^+1):'^(ä:  +  2)!"^'" 

erreichen  und  bleibt  somit  kleiner  als  l/Qc  •  Ä*I}. 
Sei  €  eine  beliebige  positive  Zahl.  Dann 
braucht  man  k  nur  so  zu  wählen^  daß 


nln    nU 


jL 


na. 


Fig.  57. 


l/(k'kr)<e/2 

wird,  damit  der  Rest  stets  unterhalb  a/2 
[■  bleibe.  Dieser  Wert  von  k  wird  nun  fest- 
gehalten.  Für  einen  beliebig  vorgegebenen 
Wert  X  =  Xq  konvergiert  andererseits  jeder 
Term  der  ersten  Summe  bei  wachsendem  n  gegen  0.  Darum  kann 
man  m  so  bestimmen,  daß  auch  diese  erste  Summe  unterhalb  f  2 
bleibt,  sobald  nur  n  >  m  ist.  Hiermit  ist  der  erste  Teil  der  Behaup- 
tung bewiesen. 

In  der  Gestalt  der  Annäherungskurven  herrschen  die  früheren 
Terme  der  Summe  vor,  denn  alle  auf  den  Ä^-ten  folgenden  Terme 
liefern  ja  weniger  als  l/{k  -  kl)  zum  Werte  der  Funktion.   Sei  aKx'^b 
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ein  beliebiges  Intervall,  und  sei  x^^p/q  ein  rationaler  Punkt  des- 
selben, wo  q  eine  natürliche,  zu  p  teilerfremde  Zahl  ist.  Dann  er- 
heben sich  in  der  Nähe  von  a;^,  und  zwar  an  beiden  Seiten  desselben, 
jene  nadeiförmigen  Spitzen  über  einer  festen,  nur  von  q  abhängigen 
positiven  Größe.  Genauer  gesagt,  sei  k  die  kleinste  Zahl,  wofür  kl 
durch  q  teilbar  ist.  Dann  beträgt  die  genannte  Höhe  wenigstens  1/ä! 
Die  Figur  veranschaulicht  den  Fall  q  ^  6,  Hiermit  ist  die  ungleich- 
mäßige Konvergenz  im  betreffenden  Intervalle  festgestellt. 

Dies  ist  auch  ein  erstes  Beispiel  einer  nützlichen  Untersuchungs- 
methode, welche  von  Hankel  herrührt,  das  sogenannte  Prinzip  der 
Verdichtung  der  Slngtdaritäten}) 

Aufgabe.     Sei 
^n(^)  =  cos^^^ra:  +  ,^,  cos^"2!  nx  +  -  -  -  +    ,  cos^^nlara;. 

Man  zeichne  die  Annäherungskurven  und  beweise,  daß  s^{x)  für  jeden 
Wert  von  x  gegen  einen  Grenzwert  konvergiert.  Die  Grenzfunktion 
ist  für  jeden  rationalen  Wert  von  x  unstetig,  dagegen  für  jeden  ir- 
rationalen Wert  des  Arguments  stetig. 
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Wir  wollen  jetzt  den  Annäherungskurven  die  Möglichkeit  nehmen, 
ihrem  Grenzwerte  in  der  Weise  zuzustreben,  wie  es  die  Beispiele  des 
vorhergehenden  Paragraphen  fertig  brachten,  indem  wir  verlangen, 
daß  die  Funktion  s^{x)  gleichmäßig  gegen  ihren  Grenzwert  konvergiere. 
Das  geschieht  auf  Grund  der  folgenden 

Definition.     Sei 

(A)  u^{x)  +  ii^{x)-\ 

eine  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  in  einem  Intervalle*)  a<ix<.b 
Funktionen  von  x  sind,  und  sei 

Kann  man  dann  einer  beliebig  kleinen  positiven  Gh*öße  b  stets  eine 


1)  Hankel,  Untersuchungen  über  die  unendlich  oft  oszillierenden  und  uw- 
stetigen  Funktionen,  Tübingen,  1870,  Math.  Ann.  Bd.  20  (1882). 

2)  Die  Endpunkte  brauchen  nicht  zum  Intervalle  zu  gehören.  Auch  dürfen 
a,  &  si  oc  genommen  werden.  Überhaupt  darf  an  Stelle  des  Intervalls  eine  be- 
liebige Punktmenge  treten. 


90  If  3.  Gleichmäßige  Konvergenz.  « 

von  X  unabhängige  positive  ganze  Zahl  m  so  zuordnen^  daß 

bleibt;  wenn  n'^m,  n'^w  willkürlich  angenommen  werden,  so  sagt 
man,  die  Reihe  Tconvergiert  gleichmäßig  im  bewußten  Intervalle.  Es 
gilt  dann  bezüglich  des  Restes  r^{x)  der  Reihe  die  Relation 

\r,{x)\^B. 

Man  beachte  wohl  die  Reihenfolge,  nach  welcher  die  Größen 
€,  m,  X  dabei  angenommen  werden,  —  zuerst  s  willkürlich,  dann  m 
der  Wahl  von  a  gemäß,  und  hinterher  x  willkürlich.  —  Es  sei  noch 
bemerkt,  daß  die  Definition  der  gleichmäßigen  Konvergenz  überhaupt 
die  bloße  Konvergenz  nach  sich  zieht;  vgl.  Kap.  1,  §  7,  Theorem  2. 

1.  Satz.  Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
gleichmäßige  Konvergenz  der  Reihe  CA)  besteht  darin ,  daß  es  bu  jeder 
positiven  Zahl  e  eine  vott  x  unabMngige  ncUürliche  Zähl  m  gibt,  der- 
arty  daß 

bleibt,  sobald  nur  n>  m  genommen  wird. 

2.  Satz.  Die  Beihe  (A)  sei  jetzt  konvergent  mit  dem  Grenzivert 
f\x),  und  man  bezeichne  den   Wert  des  Restes  mit  r^{x): 

f(x)^sjx)  +  r^(x). 

Damit  die  Reihe  gleiclimäßig  lionvergiere,  ist  notwendig  und  hinreichend^ 
daß  es  zu  jeder  i)ositiven  Zahl  e  eine  von  x  unahlUingige  natürlicJie 
Zahl  m  qibt,  derart  daß 

bleibt,  sobald  nur  n'^m  ist. 

Jeder  dieser  Sätze  hätte  als  Definition  der  gleichmäßigen  Kon- 
vergenz zugrunde  gelegt  werden  können,  wobei  dann  die  obige  Defi- 
nition und  der  andere  Lehrsatz  die  neue  Definition  wieder  als  Lehr- 
sätze ergänzt  hätten.  Diese  drei  Formulierungen  im  Grunde  ein  und 
derselben  Eigenschaft  erweisen  sich  in  der  Praxis  als  gleichberechtigt.^) 

1)  Auf  die  Erscheinung  der  ungleichmäßigen  Konvergenz  hat  Stokes  zu- 
rret aufmerksam  gemacht,  Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Society, 
Bd.  8  (1842/9)  S.  561  [ISil]  ^  CoUected  Papcrs,  Bd.  1,  p.  281.  Er  gibt  die  im 
vorigen  Paragraphen  schon  erwähnte  scharfe  Formulierung  des  doppelten  Grenz- 
überganges, sowie  das  klassische  Beispiel 

In  Nr.  39  dieser  Abhandlung  leitet  er  überdies  das  nachstehende  Kriterium  für  die 
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Kriterium  für  Stetigkeit.     Sei 

eim  unendliche  BeUie,  deren  Glieder  im  Intervalle  ct'^x<^b  stetige 
Fiml'tuynen  sind  und  welche  dort  gleichmäßig  konvergiert.  Dann  ist 
die  durch  die  Reihe  definierte  Ghrenzfunktion 

f{x)  =  u^{x)  +  Ufix)  H 

im  genannten  Intervalle  stetig. 

Wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  hat  man 

(1)  I  «m+pW  -  ^mW     <  «.  i>  --  1,  2,  .  .  . 

oder,  was  damit  gleichbedeutend  ist^ 

(2)  S„{X)  -  B  <  S„^^{X)  <  S^ix)  +  £. 

Diese  Relation  besagt  geometrisch  folgendes.     Man  zeichne  die  Kurve 

y  =  sM 

und  umgebe  sie  mit  einem  Streifen  S,  Fig.  28,  welcher  durch  die 
beiden  Kurven 

begrenzt  wird.     Dann  verlaufen  alle  späteren  Annäherungskurven 

y=^s^{x),        w  =  m-|-l,     w  +  2, 


•    •    ■ 


in  S  und  auch  die  Grenzfunktion  y  =  f(x)  liegt  in  S,  da  die  Rela- 
tion (2)  beim  Grenzübergange  p  =  oo  zur  folgenden  wird: 

Sm(^)  -  f  <  /'(^)  <  S,n{x)  +  S. 

Stetigkeit  in  allgemeinerer  Formulierung  ab  und  beweist  sogar  einen  Teil  des 
Weierstraßschen  Satzes  von  §  4.  Man  vergleiche  auch  Sei  dl,  Abh.  Äkad,  München, 
Bd.  5  (1848)  S.  383.  Beide  Autoren  reden  von  der  oben  im  Texte  erklärten  un- 
endUcli  verzögerten  Konvergenz. 

Im  besonderen  Falle  einer  Potenzreihe  hatte  Abel  die  gleichmäßige  Kon- 
vergenz bereits  im  wesentlichen  bewiesen,  um  auf  die  Stetigkeit  der  Funktion 
zu  schließen;  „Untersuchungen  über  die  Reihe 

l-t-j^-h       1.2    ~^^  r.yrs  ^+        ' 

Journ.  f,  Maüi.,  Bd.  1  (1826),  S.  311. 

Erst  Weierstraß,  welcher  übrigens  schon  im  Jahre  1841  mit  dem  Sach- 
verhalt vertraut  war,  (U>rÄe,  Bd.  1,  p.  67  und  p.  81),  hat  die  volle  Bedeutung 
der  gleichmäßigen  Konvergenz  erkannt  und  diese  Bedingung  zu  einer  der  wich- 
tigsten Methoden  der  modernen  Analysis  erhoben. 


y 


Fig.  S8. 
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Jetzt  nehme  man  einen  neuen  Wert  «'<«,  bestimme  eine  ent- 
sprechende Zahl  m  >  m  und  wiederhole  die  soeben  ang^ebene  Kon- 
struktion.    Die  neue  Kurve 

liegt  dann  auch  in  S  und  der  zweite  Streifen  ist  schmäler  als  S.     Ins- 
besondere kann  er  über  S  hin- 
ausgreifen.     In  dem  Falle  sieht 
^^.s^<x}    "la^  aber  von  den  außerhalb  S 
j  liegenden  Teilen  ab  und  definiert 

^    als  S'  nur  den  in  S  gelegenen 
&  Teil  davon.  Alsdann  verlaufen  alle 

weiteren  Annäherungskurven 

sowie  die  Grenzfimktion  y  ^  f(x)  in  S\ 

Diesen  Schritt  wiederholt  man  nun,  indem  man  eine  Reihe  pos^i- 

tiver  Größen 

£'>«">£'">•••,         lim£<*^=0, 

annimmt  und  dazu  gehörige  Zahlen  »?'<  w"<  w'"<  •  •  •,  sowie  die 
Streifen  S",  S"',  •  •  •  bestimmt.  Die  Streifen  liegen  dabei  ineinander 
eingeschachtelt,  während  ihre  Breite  mit  wachsendem  n  gegen  Ü  ab- 
nimmt. Im  übrigen  liegt  die  Grenzfunktion  y  ^  f{x)  in  jedem 
Streifen. 

Das  geometrische  Bild  läßt  die  Stetigkeit  der  Grenzfunktion 
deutlich  zutage  treten;  es  leistet  aber  noch  mehr,  es  weist  den  Weg 
zum  arithmetischen  Beweise  dieser  Stetigkeit.  Um  diesen  Beweis  zu 
führen,  muß  man  ja  zeigen,  daß 

\f{x)-  fix^)  \<rj,         \x-Xq    <d, 

wo  Xq  ein  beliebiger  Punkt  des  Intervalles  und  rj  eine  willkürliche 
positive  (jröße  sind,  denen  eine  bestimmte  positive  Größe  ö  entspricht. 
Jetzt  sei  an  die  geometrische  Interpretation  dieser  Bedingung,  Kap.  1. 
§  2,  Fig.  3  erinnert.  Demgemäß  umgeben  wir  die  Gerade  y  =  t'(ß'o) 
mit  einem  durch  die  Geraden 

begrenzten  Streifen  21  und  bemerken,  a)  daß  jeder  Streifen  S^*"^  den 
Punkt  X  ^  Xq,  y==f(xQ)  entMlt,  bi  daß  sowohl  der  obere  als  der 
untere  Rand  von  S^*^  die   Gerade  x  =  x^  in  Punkten   schneidet,    die 
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X 


Pig.  29. 


innerhalb  H  liegen,  wenn  fc  nur  so  groß  angenommen  wird,  daß 

ausfällt,  da  die  Breite  des  Streifens  S^*)  höchstens  2£(*>  betragt.    Diese 
Ränder  sind  aber  stetige  Kurven,  und  c)  darum  kann  man  8  so    be- 
stimmen,  daß   diejenigen  Punkte  des 
oberen  (unteren)  Randes,   für  welche  — ;    ig^^ yff^^V 

ist,  unter  der  Geraden  y=^f  (Xq)  +  rj 
(über  der  Geraden  y  =  f(xQ)  —  rf) 
liegen. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  die 
letzte  Hand  an  diesen  Beweis  zu  legen,  indem  wir  die  arithmetischen 
Relationen  hinschreiben,  die  uns  die  geometrische  Überlegung  geliefert 
hat.  Wir  nehmen  also  zuerst  k  so  an,  daß  2£W<  tj  wird,  und  halten  k 
dann  fest.  Sei  €  «  £^*^,  7n  =  7n^^\  Der  gleichmäßigen  Konvergenz  zu- 
folge wird 

für  aUe  Werte  von  x.    Die  letzte  geometrische  Bedingung  c)  verlaugt, 
daß 

für  alle  einem  geeigneten  LitervaU  x^—  ö  <x  <^Xq+  S  zugehörigen  x. 
Diese  Bedingungen  sind  mit  der  folgenden  äquivalent: 

Letztere  ist  aber  eine  unmittelbare  Folge  von  (a),  indem   man  darin 
bloß  X  =  Xq  setzt: 

!/'(^o)  -  «mW  I  <  £  <  f  +  (^  -  2«)  =  1?  -  ^, 

und  hierauf  den  in  Aufgabe  6,  S.  22  enthaltenen  Satz,  bezogen  auf 
die  Punktion 

in  Anwendung  bringt.     Hiermit  haben  wir  sowohl  die   Relation  (a) 
als  auch  (/3)  auf  arithmetischem  Wege  gewonnen. 
Aus  («)  imd  {ß)  folgt  nun,  daß 

\f{^)-fi-c,)\<ri 
ist,  sobald  nur  |  x  —jx^  I  <  d  bleibt     Hiermit  ist  der  Beweis  fertig. 
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Das  wesentliche  am  analytischen  Beweise  wollen  wir  noch  ein- 
mal korz  wiederholen.  Sei  rj  eine  beliebige  positive  Zahl.  Der  gleich- 
mäßigen Konvergenz  zufolge  kann  man  dann  eine  natürliche  Zahl  m 
so  bestimmen^  daß  für  alle  x  im  Intervall  a  ^x  ^b 

(A)  |/-(^)-U^J   <^ 

bleibt.     Insbesondere  wird  also  auch 

Infolgedessen  wird  die  Funktion  Ifiß^o)  —  s^{x)\  in  einem  bestimmten 
Intervall  Xq—  d  <Cx  <,Xq+  S  der  Relation 

(B)  ':ifM-s„ix)\<i 

genügen.     Aus  (A)  und  (B)  folgt  dann,  daß 

\f(^o)-f{^).<ri,         \x--x,\<d, 

ist,  und  hiermit  ist  der  Beweis  erbracht. 

Die  gleichmäßige  Konvergenz  einer  unendlichen  Reihe  stetiger 
Funktionen  hat  sich  somit  als  eine  hinreichende  Bedingung  dafür 
erwiesen,  daß  die  Grenzfunktion  stetig  sei.  Daß  sie  hingegen  nicht 
notwendig  ist,  zeigen  die  letzteren  Beispiele  des  vorhergehenden  Para- 
graphen. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  kann  man  einen  zweiten  Satz 
ableiten,  indem  man  von  der  Konvergenz  der  Reihe,  ja,  sogar  von 
der  Definition  der  Terme  u^{x)  in  einem  oder  beiden  Endpunkten 
des  Intervalls  (a,  fc),  absieht  und  nur  verlangt,  daß  die  vorgelegte 
Reihe  stetiger  Funktionen  in  jedem  vorgegebeneti  ganz  innerhaih  («,  h) 
gelegenen  abgeschlossenen  Intervalle  gleichmäßig  konvergiere.  Nach  dem 
vorhergehenden  Satze  stellt  die  Reihe  dann  in  jedem  solchen  Intervalle 
eine  stetige  Funktion  vor,  und  da  jeder  Punkt  des  Intervalls  a  <  .7"  <  & 
in  einem  geeignet  gewählten  derartigen  ünterintervalle  enthalten  ist, 
so  stellt  die  Reihe  fernerhin  eine  im  ganzen  Intervalle  er  <  x  <  fe 
stetige  Funktion  von  x  vor.   Wegen  Anwendungen  vgl.  man  §  4,  Ende. 

Aufgabe  1.     Die  Terme  der  Reihe 

Ui{x)  +u.{x)-i 

seien  im  Intervall  a  ^x  ^b  stetige  Funktionen  von  x,  und  die  Reihe 
konvergiere  gleichmäßig  im  Intervall  a  <C  x  ^b.    Man  zeige,  daß  die 
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durch    die    Reihe    definierte    Funktion    f{x)    beim    Grenzübergange 
lim  X  ^  a^  einem  Grenzwerte  zustrebt. 

Aufgabe  2.  Sei  f{r,  (p)  in  der  Umgebung  des  Punktes  /•  =«  0 
mit  Ausnahme  dieses  einen  Punktes  eindeutig  definiert.  Konvergiert 
f{r,  (p)y  als  Funktion  von  r  allein  betrachtet^  längs  der  Strahlen 
9>  »  9>'  gleichmäßig  gegen  ein  und  dieselbe  Zahl^  wenn  r  dem  Grenz- 
wert 0  zustrebt,  so  konvergiert  /"(r,  tp)  beim  zweidimensionalen  Grenz- 
fibergang lim  r  —  0. 

Wir  fügen  noch  einen  allgemeinen  Satz  hinzu,  dessen  Richtigkeit 
sofort  aus  der  Definition  der  gleichmäßigen  Konvergenz  ersicht- 
lich wird. 

Satz.     Konvergiert  die  unendliche  Reihe 

u^{x)  +u^{x)  +  ..• 

im  Intervall   a  ^x  ^b  gleichmäßig   und   nimmt    man    eine    beliebige 

Transformation 

X  ==  <p{x') 

vor,   so  TiOnvergiert  die  also   transformierte  Beihe  im   neuen   Intervall 
a'  ^  a:'  ^  V  ebenfalls  gleichmäßig. 

Allgemeiner  darf  an  Stelle  des  ursprünglichen  Intervalls  eine  völlig 
tvülkürliche  Punktmenge  treten.  Im  übrigen  werden  der  Transformation 
gar  Jceine  Einschränkungen  auferlegt;  sie  braucht  weder  umkehrbar  ein- 
deutig noch  stetig  zu  sein. 

Die  in  diesem  Paragraphen  enthaltenen  Definitionen  und  Sätze 
nebst  den  Beweisen  übertragen  sich  ohne  weiteres  auf  Reihen,  deren 
Terme  von  mehreren  Variabein  abhängen  und  für  beliebige  Bereiche 
letzterer,  oder  allgemeiner  für  völlig  willkürliche  Punktmengen,  de- 
finiert sind.  Man  vergleiche  auch  den  allgemeinen  Satz  von  Kap.  12,  §  10. 
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Weierstraß  hat  ein  Kriterium  gegeben,  mittels  dessen  die  gleich- 
mäßige Konvergenz  vieler  in  der  Praxis  vorkommenden  Reihen  ent- 
schieden werden  kann.^)     Dasselbe  lautet,  wie  folgt. 

1)  Die  gleichmäßige  Konvergenz  der  Fourierschen  und  damit  verwandter 
Reihenentwicklungen  wird  auf  anderer  Weise  nachgewiesen.  In  der  Funktionen- 
theorie kommt  man  aber  mit  dem  Weierstraßschen  Kriterium  fast  immer  durch. 
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Kriterium   für  gleiclimäßige  Konvergenz.     Die  unendliche 

Beihe 

Wi(ir)+  u^{x)  H , 

deren  Glieder  im  Intervalle^)  (a,  6)  Funktionen  von  x  sind,  konvergiert 
gleichmäßig  in  diesem  Intervalle,  falls  es  eine  konvergente  Beilie  posi- 
tiver von  X  unabhängiger  Größefi 

gibt,  deraH,  daß  für  jeden,  Wefi  von  x  im  genannten  Intervalle  und 
für  eine  von  x  unabhängige  Zahl  ft 


bleibt. 

In  der  Tat  wird  dann  wegen  der  Relation 

die  Beziehung  bestehen: 

l««  +  r(^)  -  ^ni^)  I  ^  I  W«  +  i(^)  !   +  •••+      ''«  +  rW 

Nimmt   man   nun   £  >  0   willkürlich  an,   so   wird   man  eine  positive 
ganze  Zahl  m^  ^  stets  so  bestimmen  können,  daß 

M^  +  i  +  '  "  +  M^^^<e,  n^m,    r=l,  2, .., 

ist,  vgl.  Kap.  I,  §  7,  Theorem  2,  woraus  dann  folgt: 

^Si  +  r(^)  -  «hW  :  <  f;  n>m,     r  =  1,  2, . . ., 

w.  z.  b.  w. 

Das  Kriterium  liefert  eine  hinreichende,  aber  keine  notwendige 
Bedingung  für  die  gleichmäßige  Konvergenz  einer  Reihe.  Insbesondere 
konvergiert  jede  diesem  Kriterium  genügende  Reihe  absolut,  während 
sich  doch  leicht  zeigen  läßt,  daß  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe 
nicht  absolut  zu  konvergieren  braucht;    z.  B.  die  Reihe 

n  =  l 

Der  Satz  nebst  dem  Beweise  läßt  sich  ohne  weiteres  auf  Reihen 
ausdehnen,   deren  Glieder  Funktionen  von  n  unabhängigen  Veränder- 

1)  Man  vergleiche  die  Anmerkung  zu  Anfang  des  vorhergehenden  Para- 
graphen ;  das  Kriterium  gilt  auch  für  die  daselbst  erwähnten  allgemeineren  Fälle. 
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liehen  sind.     Dabei  darf  der  Definitionsbereich  der  Terme  eine  be- 
liebige Punktmenge  sein. 

Potenzreihensätze. 
1.  Satz.     Bleiben  die  Terme  einer  Potenereihe 

/mV  X  =^  X  endlich,  so  konvergiert  sie  absolut  für  alle  Werte  van  a?, 
wofür  I  a;  I  <  I  X I  ist. 

Der  Voraussetzung  nach  gibt  es  eine  positive  Eonstante  G  der- 
art, daß  für  alle  Werte  von  n 


bleibt.     Sei    a;  |  <  |  X  | .     Dann  wird 

l«.^l<ö|jj"=Gr-, 

WO  r  =  |a:/|X|<l  ist.  Die  Reihe  UGr"  ist  aber  eine  geometrische 
Reihe  mit  0  <  r  <  1,  deshalb  konvergiert  sie,  und  infolgedessen  kon- 
vergiert  die  vorgelegte  Reihe  absolut,  w.  z.  b.  w. 

Unter  den  gleichefi  Voraussetzungen  konvergiert  auch  die  Reilic 

«1  +  2a^x  +'^a^x^  +    •  • 

im  Intervalle  |  o?  |  <  |  X  |  ahsolui. 

In  der  Tat  ist 

Ina.  a:"-M  <  Gnr^-^, 


Die  Konvergenz  der  Reihe  IJGnr^"^  folgt  aber  schon  aus  dem  Kri- 
terium lim  li^^i/u^  <  1,  da  hier  lim  u^^i/u^^  r  ist. 

2.  Satz.  Konvergiert  eine  Potenzreihe  für  zwei  getrennte  Werte 
des  Arguments  und  divergiert  sie  für  einen  dritten,  so  konvergiert  sie 
für  alle  Werte  von  x  innerhalb  eines  bestimmten  Intervalls  —  jB  <  a;  <  2J^ 
und  sie  divergiert  für  alle  außerhalb  desselben  gelegenen  Werte, 

Sämtliche  Werte  von  x  zerfallen  nämlich  in  zwei  Klassen:  a)  solche 
Werte,  wofür  die  Reihe  konvergiert;  und  b)  solche,  wofür  sie  diver- 
giert. Bedeuteta;^  eine  beliebige  Zahl  der  ersten,  a;^  eine  beliebige  Zahl 
der  zweiten  Klasse,  so  wird  nach  dem  1.  Satze 

Hierdurch  tritt  eine  Zerlegung  der  positiven  Zahlen  ein,  die  den  Vor» 

Osgood,  Fanktionentheorie.  I.  2.  Aufl.  7 
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aussetzungen  des  Dedekindschen  Satzes  von  Kap.  1,  §  8  entspricht. 
Demgemäß  gibt  es  eine  Zahl  R  derart,  daß 

\x,\£Ii£\x,\ 
ist,  w.  z.  B.  w. 

3.  Satz.  Eine  Potenereihe  konvergiert  gleichmäßig  in  jedem  abge- 
sclilossenen  ganz  innerJialb  ihres  Konvergeneinienatts  gelegenen  Intervalle. 

In  der  Tat  sei  die  vorgelegte  Reihe  für  alle  im  Intervalle 

—  B<x<,R,    ü>0    resp.    -B=»oo, 

gelegenen  Werte  von  x  konvergent,  und  sei  h^^x ^h^  ein  beliebiges 
innerhalb  desselben  enthaltenen  Unterintervalls.  Sei  femer  h  die 
größere  der  beiden  Zahlen  |/^||,  \h^\.    Dann  konvergiert  die  Reihe 

l«ol  +  |öi*l  +  l««*'l  ••• 

nach  dem  1.  Satze,  und  diese  Reihe  kann  eben  als  die  üf- Reihe  des 
Weierstraßschen  Kriteriums  dienen: 

Es  wäre  indessen  ein  Irrtum  zu  glauben,  daß  wir  gezeigt  hätten^ 
eine  Potenzreihe  konvergiere  gleichmäßig  innerhalb  ihres  Konvergenz* 
Intervalls.     So  konvergiert  beispielsweise  die  geometrische  Reihe 

ahsöhit  für  alle  Werte  von  x  im  Intervalle  —  1  <  a;  <  1;  sie  konver- 
giert aber  doch  nicht  gleichmäßig  in  diesem  Intervalle.  Denn  nach 
dem  n***"  Gliede  bleibt  noch  ein  Rest 


Nachdem  man  also  £  >  0  angenommen  hat,  kann  man  hier  keine 
feste  Zahl  m  bestimmen,  derart,  daß  |  r^{x)  \  ^  b  wäre,  wenn  n^m 
ist,  was  ja  im  Falle  gleichmäßiger  Konvergenz  notwendig  zutreffen 
müßte. 

4.  Satz.  Eine  Foienereihe  stellt  eine  stetige  Funktion  intierhalh 
ihres  Kotivergenzintervalls  vor. 

Der  Beweis  ist  in  den  Entwicklungen  des  §  3  bereits  enthalten. 
Die  Terme  der  Reihe  sind  nämlich  stetige  Funktionen,  und  die  Reihe 
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konvergiert  gleichmäßig  in  jedem  abgeschlossenen  Unterintervalle  des 
EonvergenzinterTalls.  ^) 

Die  vorstehenden  Sätze  über  Potenzreihen  lassen  sich  leicht  auf 
Potenzreihen  mit  beliebig  vielen  Variabeln  übertragen.  Im  übrigen 
sei  anf  die  Identitatssätze  von  Kap.  7^  §  12  verwiesen^  welche^  für  den 
Fall  reeller  Größen  ausgesprochen,  auch  hierher  gehören. 

Aufgabe  1.     Man  zeige,  daß  die  Reihe 

-"    r  _  r        =  1  +  —  fc*  sin'^  w  +  -'-  Jc^  sin*  w  -\ , 

wo  0  <  ^*  <  1  eine  Konstante  ist,  für  alle  Werte  von  q)  gleichmäßig 
konvergiert.  (Zu  beachten  ist,  daß  die  vorstehende  Reihe  keine  Po- 
tenzreihe in  (p  ist.) 

Aufgabe  2.     Konvergiert  die  Reihe 

00 

^  n*  —  X* 

im  Intervalle  —  -|"  "^  ^  "^  's"  gleichmäßig?   im  Intervalle  —  1  <  a;  <  1  ? 
Aufgabe  3.     Die  Reihe 

eo 

^  (a^  cos  nx  +  6„  sin  nx) 

«=o 
konvergiert  für  alle  Werte  von  x  gleichmäßig,  falls  die  Reihen  2^a^ 
Xh^  beide  absolut  konvergieren. 

Aufgabe  4.     Konvergiert  die  Reihe 


X*     .     X' 


im  Intervalle   a  ^x  ^hy   wo    a   und   6   zwei   beliebige  Zahlen   sind 
gleichmäßig?   im  Intervalle  0  ^  a?  <  oo? 

§  5.    Gliedweise  Integration  einer  unendlichen  Reihe. 

Sei  /*(^)-«iW  +  w»W  +  --- 

eine  konvergente  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  in  einem  bestimmten 

1)  Konvergiert  eine  Potenzreihe  in  einem  Endpunkte  ihres  Eonvergenz- 
intervalls  absolut,  so  bleibt  der  vorstehende  Bev^eis  im  wesentlichen  bestehen 
und  die  l!\inktion  f{x)  erweist  sich  somit  in  diesem  Punkte  ebenfalls  als  stetig. 
Abel  hat  noch  darüber  hinaus  bewiesen,  daß  selbst  im  Falle  bedingter  Konver- 
genz in  einem  Endpunkte  a;=  X  die  Reihe  im  abgeschlossenen  Intervalle  (0,  X) 
gleichmäßig  konvergiert  und  somit  eine  auch  im  betreffenden  Endpunkte  stetige 
Funktion  darstellt.     Vgl.  das  frühere  Zitat  auf  Abel,  §  3. 
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Intervalle  (a,  b)  stetige  Funktionen  von  x  sind.  Man  sagt,  die  Reihe 
lasse  sich  zwischen  den  im  Intervalle  gelegenen  Grenzen  x^,  x^  glied- 
weise integrieren,  falls  die  Funktion  f(x)  zwischen  diesen  Grenzen 
integrierbar  ist  und  die  Reihe 


/  «1  (x)dx  +J  u^{x)dx  +  •  •  • 


gegen  den  Grenzwert 


f  f(x)dx 


konvergiert. 

Bei  der  gliedweisen  Integration  einer  Reihe  handelt  es  sich 
wieder  um  einen  doppelten  Grenzübergang,  denn  das  eigentliche  be- 
stimmte Integral  ist  ja  selbst  ein  Grenzwert.     In  der  Tat  ist 


während 


f{x)dx^  I  ri\ms^(xy\dXy 
tij (x)dx  +  j u^{x)dx  +  ' ' '  ^  lim    /  s^(x)dx 


ist.     Die  Frage  läßt  sich  abo,  wie  folgt,  formulieren:   Wann  ist 


/[,"f.*-^^)] 


dx  «  lim 

nssoo 


/«l(^) 


dx 


«o 


Geometrisch   stellt   der  links   stehende  Ausdruck   den  Inhalt  der 
von  der  Grenzkurve 

begrenzten  Fläche  vor.     Andererseits  hat  man  es  mit  dem  Inhalt  der 

Fläche  zu  tun,  die  von  der  Annäherungs- 
kurve /   V 

y  -  ^^n(^) 

begrenzt  wird: 


J  s^(x)dx. 


Fig.  30. 


Es    fragt   sich  also,    wann  dieser  letzte 
Flächeninhalt  bei  wachsendem  n  gegen 
den  ersten  Flächeninhalt  konvergieren  wird. 
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Einem  einfachen  Beispiel  einer  Reihe^  für  welche  dies  nicht  zu- 
trifift,  sind  wir  bereits  begegnet.     Sei  (Fig.  25) 


ec 


f(x)  «  ^  (nxe-""^—  in  -  l)a;e-('-^)^) . 
Dann  ist  f'(x)  =  0,  und  wenn  man  Xq^  0  setzt,  so  kommt: 

ff{x)dx^O. 

0 

Andererseits  hat  man 


J  s^{x)dx  =•  J  nxe"''^dx  —  g  (1  —  e""*''), 

0  0 

womit  sich  der  Grenzwert  des  von   der  Annäherungskurve  y  ^  s^  (x) 
abgegrenzten  Flächeninhalts  als 


lim      /  s^(x)dx  -  1 


erweist. 

Verlangt   man  nun,   daß   die  Reihe   außerdem   noch  gleichmäßig 
konvergiere,  so  wird  dadurch  diesem  Mißstande  vorgebeugt. 

Kriterium  für  gliedweise  Integration.^)    Sind  die  Glieder 
elfter  utiendlichen  Reihe 

f{x)  =  u^{x)  +  u^ix)  H 

in  einein  bestimmten  Intervalle  stetige  Funktionen  von  x  und  konver- 
giert die  Reihe  in  diesem  Intervalle  gleichmäßig,  so  läßt  sich  dieselbe 
zwischen  endlichen  zum  Intervalle  gehörigen  Grenzen  gliedweise  inte- 
grieren: 

f\  fi  fi 

/  f{x)dx  =  f  Mj  (x)  dx  +  f  u^  (x)dx  +  '  • ' . 


^o 


Wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  stellt  die  Reihe  vor  aUem 
eine  stetige  Funktion  f{x)  vor,  so  daß  also  das  linker  Hand  stehende 

1)  Der  Satz  rührt  von  Weieretraß  her,  vgl.  Heine,  Journal  für  Math. 
71  (1870)  S.  363. 
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Integral  schon  einen  Sinn  hat.     Sei  femer 

f{x)^s^{x)  +  r^{x). 
Dann  ist 

Xj  «i  Xj 

J  f{x)dx  -Js^{x)dx  ^Jrjx)dx . 


*o 


Der    gleichmäßigen    Konvergenz    zufolge    entspricht    einem    beliebig 
kleinen  positiven  s  eine  feste  Zahl  nt,  derart  daß 


Demgemäß  hat  man 

I  ff(x)dx  ^fs^(x)dx  £b\x,-x^\, 
oder: 

lim    /  8^(x)dx  =  /  f(x)dx, 

w.  z.  b.  w. 

Aufgabe  1.     Man  zeige^  daß 

0 

ist;  vgl.  §  4,  Aufgabe  1. 

Aufgabe  2.     Lassen  sich  die  Reihen,  wofür 

ist,  im  Intervalle  Ü^aj^l  gliedweise  integrieren?    Man  zeichne  die 
Annäherungskurven. 

Aufgabe  3.     Die  Reihen 


00 


1  +  .r         ^  rl  +  7i^x  _  1  +  (n  —  lyx  -j 


«^2 


^ir  n*x  (n  —  1)  V  1 

-iJ^  L  [log  !,<•  +  w)] .  (1  +  H*x^  "~  [log  (e  +  V  -  1)] .  a  +  (w~^n?^J 
«  =  1 
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konvergieren  beide  ungleichmäßig  im  Intervalle  0  <  o;  <  1.  Stellen 
sie  dort  stetige  Funktionen  vor?  Lassen  sie  sich  gliedweise  inte- 
grieren? 

Aufgabe  4.     Sind  die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe 

Wi(a?)  +  u^ix)-\ 

im  endlichen  Intervalle  a'<^x<ib  stetige  Funktionen  und  konvergiert 
die  Reihe  dort  gleichmäBig,  so  konvergiert  die  Reihe  der  Integrale: 

X  X 

lui(x)dx  +ju^{x)dx  +  •  •  • ,        a  <  x  ^  6, 

a  a 

im  genannten  Intervalle  ebenfalls  gleichmäßig. 

Aufgabe  5.    Man  zeige^  daß  die  Reihe  des  letzten  Beispiels  von 
§  2  sich  gliedweise  integrieren  läßt. 
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Sei 

f(x)^u^(x)  +  u^{x)'\ 

«ine  konvergente  unendliche  Reihe,  deren  Glieder  in  einem  bestimmten 
Punkte  X  ^  Xq  Ableitungen  erster  Ordnung  besitzen.  Man  sagt,  die 
Reihe  lasse  sich  gliedweise  differentiieren,  faUs  die  Funktion  f(x) 
auch  im  Punkte  x  ='  Xq  eine  Ableitung  besitzt  und  die  Reihe 

gegen  den  Grenzwert  fix^)  konvergiert. 

Bei  der  gliedweisen  Differentiation  handelt  es  sich  abermals  um 
einen  doppelten  Grenzübergang,  denn  es  ist 

r(xo)  =  lim  [lim  •'•<?<• +^^-*-(^-n, 
«/(aro)  +  <(x,)  +  ■  .  •  =  lim  r  Hm  »^«±^I=««-(^''>] , 
und  es  fragt  sich  also:   Wann  ist 

lim  flim  ""-^^^  +4?^--"  '"^^^^  =  lim  T  lim  '"^""^  + -t^^-" ^^^^^-H  ? 
Geometrisch  bezieht   sich  der   links  stehende  Ausdruck  auf  die 
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TangentQ  der  Grenzkurve  y  -=  f(x).    Andererseits  hat  man  es  mit  der 
Tangente  der  Annähenrngskurve 

zu  tun.     Demnach  kommt  es  darauf  an  zu  entscheiden^  wann  diese 

letzte  Tangente  bei  wachsendem  n  gegen 
die  erste  konvergiert.  An  einfachen  Bei- 
spielen erkennt  man,  daß  dies  nicht  immer 
zutrifft.    Der  Leser  wolle  für  die  beiden 

^    nachstehenden  Fälle   a)  imd  b)  die  An- 

naherungskurven  zeichnen. 

a)  Sei 

s^(x)  -  1  -  (cos  rc)«",        -  Y  <  a:  ^  y. 

Die  entsprechende  Reihe 

OB 

f(x)  =  [1  -  (cos  x)^  +2  [(cos  a:)««-2  _  (cos  a:)«"] 
hat  den  Wert 

=  0,        x^O. 

Im  Punkte  a;  =  0  hat  f(x)  keine  Ableitung.     Trotzdem   konvergiert 
die  Reihe  der  Ableitungen 

2  cos  X  sin  x  +  ^^  [—  (2w  —  2)  (cos  xY''-^  +  2n  (cos  a:)*""^]  sin  x 

für  alle  Werte  von  x  im  Intervalle  gegen  0. 
b)  Sei 

Hier  hat  die  Reihe 


00 


f(^)  ""  1  +  i~«  +^  Li  +  n^x^       1  +  (n—  l)*x*J 

für  alle  Werte  von  x  den  Wert  0;  darum  ist 

f'(x)  =  0. 

Trotzdem  hat  s^'{x)  im  Punkte  a;  =  0   den  Wert   1   für  alle  Werte 
von  n  und  daher  konvergiert  die  Reihe  der  Ableitungen  gegen  1. 


§  6.  Gliedweise  Differentiation  einer  unendlichen  Reihe.  105 

c)  Es  sei  noch  die  Fouriersche  erwähnt: 

,    sin  8^   ,    sin  6a;    , 

,      sma:+     3-  +— 5— +  •••, 
welche  bekanntlich  folgende  Funktion  vorstellt: 

/'(^)=       4;        2nx<x<(2n+l)7t, 

=  —  -^  ,        (2n  —  l)x  <x<  2n3tj 

=       0,         x=^nn]    w  =  0,  ±  1,  +  2,  •  •  • 

Die  Reihe  der  Ableitungen  divergiert  hier  im  allgemeinen. 

Der  Reihe  b)  entnehmen  wir  die  Bemerkung,  daß  sie  gleichmäßig 
konvergiert  und  im  übrigen  eine  mit  einer  stetigen  Ableitung  aus- 
gestattete Funktion  repräsentiert,  und  doch  ist  sie  nicht  gliedweise 
difFerentiierbar. 

Eine  hinreichende  Bedingung  für  die  gliedweise  Differentiation 
einer  Reihe  wird  durch  folgenden  Satz  gegeben. 

Kriterium  für  gliedweise  Differentiation.^)  Haben  die 
Glieder  einer  konvergenten  unendlichen  Beihe 

im  Intervalle  a  ^x  ^b  stetige  Ableitungen  erster  Ordnung  und  kon- 
vergiert die  Reihe  der  Ableitungen 

(2)  (p{x)  =  u,\x)  +  u^\x)  +  '" 

gleichmäßig  in  diesem  Intervalle,  so  läßt  sich  die  vorgelegte  Reihe  glied- 
weise differentiieren.    Die  Ableitung  f'(x)  ist  überdies  stetig. 

Vor  allem  stellt  die  Reihe  (2)  nach  §  3  eine  stetige  Funktion 
q>{x)  vor.  Nach  dem  Ergebnisse  des  vorhergehenden  Paragraphen 
darf  man  femer  diese  Reihe  gliedweise  integrieren: 


X 


Jq)(x)dx  «  [u^(x)  —  ai(j'o)]  +  [u^(x)  —  u^ix^)]  -{ . 

Nun  ist 
also  ist 


J'q,{x)dx  +  f{Xo)  =  f(x). 


1)  Darboux,  Ann.  de  l'ecole  norm.  (2)  i  (1876)  p.  83 
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Durch  Differentiation  dieser  letzten  Gleichung  erhält  man  die  Relation 

w.  z.  b.  w. 

Beim  Beweise  haben  wir  die  Konvergenz  der  R^ihe  (1)  nur  in 
einem  einzigen  Punkte  benutzt.  Demgemäß  läßt  sich  der  Satz  auch 
«twas  allgemeiner  formulieren. 

Andererseits  kann  man  ganz  auf  die  Stetigkeit  der  Ableitungen 
verzichten,  indem  man  das  Theorem  von  Kap.  12,  §  10  heranzieht 
und  die  Funktion 

"^  ^  '    ^ ^^-^^  =  s(w,  Ax) 

mit  jenem  sjfn)  identifiziert,  wobei  Ax  jetzt  an  Stelle  von  m  tritt. 
Dann  wird 

*  =  «'  +  !  t=ii'  +  l 

woraus  denn  erhellt,  daß  alle  Bedingungen  jenes  Satzes  erfüllt  sind. 

Aus  dem  soeben  gewonnenen  Kriterium  folgt  der 
Potenzreihensatz.     Eine  Potenzreihe 

läßt  sich  für  jeden  innerhalb  ihres  Konvergenzintervalls  gelegenen  Wert 
von  X  gliedweise  differentiieren. 

Sei  x'  ein  beliebiger  solcher  Wert,  und  man  nehme  ein  ganz 
innerhalb  des  Konvergenzintervalls  |  rp  {  <  iZ  gelegenes  Unterintervall 
\x\Kh  so  an,  daß  letzteres  den  Punkt  x'  umfaßt:  |  a:'  |  <  Ä  <  Ii 
Dann  konvergiert  die  Reihe  der  Ableitungen 

(3)  a^  +  2a2X  +  3a^x*  +  •  •  • 

nach  den  Sätzen  von  §  4  im  Intervalle  \x ,  <  R  absolut  und  mithin 
im  Unterintervalle  |  x  j  ^  Ä  gleichmäßig.  Da  auch  die  übrigen  Be- 
dingungen des  Kriteriums  offenbar  erfüllt  sind,  so  ist  der  Beweis  fertig. 

Wir  bemerken  noch,  daß  das  Ergebnis  der  gliedweisen  Differen- 
tiation wieder  eine  Potenzreihe  (3)  mit  gleichem  Konvergenzintervalle 
ist.  Daraus  folgt,  daß  man  die  ursprüngliche  Potenzreihe  beliebig  oft 
gliedweise  differentiieren  darf. 

Der  Satz  gilt  auch  für  Potenzreihen  mit  beliebig  vielen  Variabelen. 


00 


Aufgabe.    Sei  ^a,,  eine  absolut  konvergente  Reihe.    Dann  de- 


n  =  U 


f  7.  Stetigkeit  einer  durch  ein  beatimmtes  Integral  dargestellten  Funktion.    107 
finieren  die  Reihen 

00  00 

u  =»  y  a^T^  cos  ng) ,        v  =■  ^  a^r"  sin  ng) 

fi=ü  fi^i 

im  Bereiche 

O^r^l,        —  cx>  <  9  <  cx> 

zwei  stetige  Funktionen  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  r,  9. 
In  jedem  innem  Punkte  des  Bereiches  ist 


sowie 


d« 
dr 

1  do 

1  a« 

dr> 

^'^r+ 

+  a.p'' 

-0. 

Man  begründe  aUe  diese  Behauptungen. 

§  7.     Stetigkeit  einer  duroh  ein  bestimmtes  Integral  dargestellten 

Funktion.^) 

Wir  betrachten  das  eigentliche  bestimmte  Integral 


ff(x,  a)dx, 


wo  also  die  Grenzen  a,  b  beide  endlich  sind  und  im  übrigen  der 
Integrand  für  jeden  Wert  von  a  im  Intervalle  (a,  b): 

eine  eindeutige  stetige  Funktion  von  x  ist.  Das  Integral  definiert 
dann  eine  Funktion 

6 

q>{a)^J  f{x,a)dx, 

a 

der  es  jedoch  gänzlich  an  Eigenschaften  mangelt,  denn  ^(a)  kann  ja 
jede  beliebige  Funktion  von  a  sein.  In  der  Tat  sei  ^(a)  eine  völlig 
willkürliche  Funktion  von  a.     Setzt  man  nur 


1)  Wegen  einer  einfachen  Formulierung  der  Kriterien  von  §§  7 — 8  für  solche 
oneigentlichen  bestimmten  Integrale,  welche  in  der  Praxis  am  häufigsten  vor- 
kommen (man  denke  etwa  an  das  Integral  für  die  f-Funktion),  sei  auf  einen 
Aufsatz  des  Verfassers  verwiesen:  „Problems  in  infinite  series  and  definite  inte- 
grals;  with  a  statement  of  certain  sufficient  conditions  which  are  fundamental 
in  the  theory  of  definite  integrals** ;  Annais  of  Mathematics^  8.  Folge,  Bd.  8  (1902), 
8.  129—146. 


108 


I,  8.  Gleichm&Sige  Konvergenz. 


SO  erhält  man  q>(a)  als  Wert  des  Integrals. 

Jetzt  legen  wir  der  Punktion  f{x,  a)  noch  die  weitere  Bedingung 
auf,  in  jedem  Punkte  x,  a  des  Bereichs 


R: 


Fig.  32. 


eine  stetige  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Yariabelen  x,  a  zu 
sein.  Biese  Forderung  hat  zur  Folge,  daß  q>  («)  stetig  wird.  Geome- 
trisch leuchtet  das  sofort 
ein,  wenn  man  sich  die 
Pläche 

^     (1)        ^  =  fi^f  «) 

über  dem  Bereich  jß  aus- 
gespannt denkt  und  sie 
dann  mit  der  Ebene 
a  =  Uq  schneidet.  Die 
Pimktion  <p  (a)  läßt  sich  hierbei  für  cc  =  a^  als  der  Flächeninhalt 
desjenigen  Stückes  dieser  Ebene  deuten,  welches  von  der  Fläche  (1) 
und  den  drei  Ebenen  5  =  0,  x  =-  a,  x  =  b  begrenzt  wird.  Erteilt 
man  a  jetzt  den  neuen  Wert  a^  +  Aa,  so  wird  g){aQ  -\-  Aa)  durch 
den  Flächeninhalt  eines  benachbarten  Stücks  der  Ebene  a  «=  ^q  +  Acc 
dargestellt.  Wegen  der  Stetigkeit  der  Fläche  (1)  weicht  dieser  zweite 
Flächeninhalt  offenbar  nur  wenig  vom  ersten  ab,  womit  denn  die 
Stetigkeit  der  Pimktion  (p(cc)  zutage  tritt. 

Arithmetisch  läßt  sich  der  Beweis  folgendermaßen  führen.  Im 
abgeschlossenen  Bereiche  R  ist  f(x,  a)  gleichmäßig  stetig.  Nimmt 
man  also  ein  positives  b  beliebig  an,  so  kann  man  ein  positives  von 
X  und  a  unabhängiges  d  so  bestimmen,  daß 

\f{x,a)-f{x',a')\<e 

bleibt,  wenn  (rr,  a),  (x\  a)  zwei  beliebige  an  die  Relationen 

{x  —  x    <d,        |a  — a'l  <* 

geknüpfte  Punkte  von  R  sind.     Nun  ist 
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Unterwirft  man  daher  Aa  der  Bedingung  '  Aa '  <  ^;  so  kommt: 

b 
:  9?(ao  +  Aa)  -  fpia^)  \  ^J^\  f(x,  «o  +  Aa)  —  f(x,  a^)  dx<s(b-  a). 

a 

Hiermit  ist  also  gezeigt,  daß  die  Funktion  cp  (a)  im  Punkte  cc  ^  cCq 
und  sonach  auch  im  ganzen  Intervalle  (a^  6)  stetig  ist. 

Bisher  war  vorausgesetzt,  daß  das  Intervall  (a,  6)  abgeschlossen 
sei.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  braucht  man  nur  an  Stelle  von  R 
einen  abgeschlossenen  in  R  enthaltenen,  die  Gerade  cc  =^  a^  umfassen- 
den Bereich 

zu  nehmen,  wobei  dann  alle  früheren  Schlüsse  noch  in  Kraft  bleiben. 
Das  Ergebnis  formulieren  wir  in  dem  folgenden 

Kriterium  für  Stetigkeit^).     Ist  f(x,  a)  eine  im  Bereidte 

R:        a^x^by        a^a^b 

stetige  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Va)'ial)€ien  x^a,  so  stellt  das 
eigentliche  bestimmte  Integral 

/, 
I  f{x,  a)dx 

a 

eine  stetige  Funktion  von  a  vor. 

Allgemeiner  braucht  dabei  das  Intervall  (a,  b)  weder  abgeschlossen 
noch  endlich  ssu  sein. 

Der  Satz  nebst  dem  Beweise  läßt  sich  sofort  auf  Integrale  er- 
weitem, deren  Integrand  von  mehreren  Parametern  abhängt.  Sei  {A) 
ein  beliebiger  Bereich  im  n-fach  ausgedehnten  Räume  der  n  Para- 
meter c(j,*-*,a^.  Dabei  mögen  alle  oder  auch  nur  ein  Teil  der 
Randpunkte  von  {Ä),  insbesondere  gar  keine  derselben,  mit  zum  Be- 
reiche gerechnet  werden.  Man  fasse  den  Bereich  R  ins  Auge,  dessen 
Punkte  (rr,  «1,  •••,  aj  aus  einer  willkürlichen  Kombination  eines  x 
aus  dem  endlichen  Intervalle  a  ^x  ^b  mit  einem  Punkte  («i,  •  •  •  a^) 
von  (Ä)  entstehen.  In  diesem  Bereiche  R  soll  eine  Funktion 
f(x,(iCi,'",a^)  eindeutig  erklärt  und  stetig  sein.  Besagtes  Kriterium 
lautet  dann  folgendermaßen: 


1)  Dini,  Analisi  infinitesimale,  1877/78,  p.  102,  und  Fondamenti  per  teorica 
ddle  funzioni  di  variabili  reali,  1878,  Nr.  286;  Harnack,  Differential-  und  In- 
tegralrechnung, 1882,  p.  280. 
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Das  Integral 

b 

a 

steüt  eine  in  (Ä)  stetige  Funktion  q)(cc^, . .  .,aj  vor. 

In  der  Tat  sei  (ä^, . . .,  äj  ein  beliebiger  Punkt  von  (Ä).  Dann 
wird  f(Xya^j...ytt^  in  jedem  Punkte  der  abgeschlossenen  Strecke 

(a;,äi,...,i,),         a<x<h, 

stetig  sein.  Daraus  folgt,  daß  /*(a;,  a^, . .  .,  aj  auch  längs  der  ganzen 
Strecke  gleichmäßig  stetig  ist: 

f{x,  a,', . . .,  O  -  f{x,  «1, .  .  .,äj  I  <  £, 
\x—x\  <Sj         \a^—  ä^  <d. 

Von  hier  ab  gestaltet  sich  der  Beweis  gerade  so,  wie  vorhin. 

Selbst  im  Falle,  wo  die  Integrationsgrenzen  veränderlich  sind, 
aber  stetig  von  den  Parametern  abhängen,  stellt  das  Integral  eine 
stetige  Funktion  vor.  Man  braucht  da  nur  eine  neue  Integrations- 
variabele  t  vermöge  der  Transformation 

X  ^  (b  —  a)t  +  a 

einzuführen.     Hierdurch  geht  das  Integral  in  folgendes  über: 

(b  —  a)  J  f(ib  —  a)t  +  a,a^,, .  .,a^)dt. 

0 

Dieses  Integral  liefert  aber  nach  dem  vorstehenden  Kriterium  eine 
stetige  Funktion.     Also: 

Das  Kriterium  bleibt  noch  besteheti,  wenn  die  Integrationsgrenzen 
beiieinge  stetige  Funktionen  der  Parameter  sind. 

Endlich  gilt  der  Satz  auch  für  mehrfache  Integrale  mit  festem 
Integrationsbereich.  Sei  etwa  V  ein  abgeschlossener  Bereich  im  drei- 
dimensionalen Baume,  und  sei  R  der  Bereich,  dessen  Punkte  {x^y^Zy 
^ij  ••^O  *^s  ^®^  Kombination  der  Koordinaten  (Xyy,z)  eines  be- 
liebigen Punktes  von  V  mit  denjenigen  eines  beliebigen  Punktes 
(«1, .  .  .,  a^)  von  (-4)  entstehen.  In  diesem  Bereiche  R  soll  eine  Funk- 
tion f{Xf  y,  Zy  «1, . . .,  aj  eindeutig  erklärt  und  stetig  sein.  Dann 
lautet  das  Kriterium,  wie  folgt: 

Das  Integral 

stclÜ  eine  in  (Ä)  stetige  Funktion  vor. 


§  8.  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen.  Hl 

Der  frühere  Beweis  bleibt  noch  in  Kraft. 
Aufgabe.     Sei  die  unendliche  Reihe 

deren  Glieder  im  endlichen  Bereiche 

stetige  Funktionen   der   beiden  unabhängigen  Variabelen  x,  a  sind^ 
in  jR  gleichmäßig  konvergent.     Man  zeige,  daß  dann  die  Reihe 


/  u^{x,  a)dx  +J  u^{x,  a)  dx  + 


eine  stetige  Funktion  von  a  definiert. 

§  8.   Differentiation  unter  dem  Integralzeichen.^) 

Kriterium  für  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen. 
Leibnizscher  Satz.*)  Sei  f{x,a)  für  jeden  Wert  von  a  im  Inter- 
vaMe  (O;  b)  eine  im  abgeschlossenen  Intervalle  a^x^h  stetige  Funktion 
von  x.    Ist  femer 

eine  stetige  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Veränderlidien  x  und  cc 
für  alle  in  Betracht  kommenden  Werte  dieser  Variabelen^  so  läßt  das 
jBwiscJien  festen  Grenzen  a,  b  genommene  Integral 

I  f{Xf  a)dx 

a 

eine  stetige  Ableitung  nach  a  zu,  und  zwar  wird  dieselbe  durch  die 
Formd 


dajfi^y'')^^-jra^^ 


vorgestellt    Dabei  braucht  das  Intervall  (a,  b)  weder  abgeschlossen  noch 
endlich  zu  sein. 


1)  Man  Tergleicbe  die  erste  Anmerkung  zu  §  7. 

2)  Dini,   AnaJist  infinitesimale,   1S71/7S,  p.  107:    Harnack,    Differential' 
und  Integralrechnung^  1882,  p.  288.    Enzyklopädie  IIA  2  Voss,  Nr.  36. 
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Man  setze 

qp(a)  —  I  f(x,  a)dx. 

a 

Dann  ist 

b 

^(«0  +  A«)  -  9(ao)  ^f\f{x,  «0  +  Aa)  -  f{x,  a^)\  dx 


a 


Wegen  des  Mittel wertsatzes  hat  der  Integrand  den  Wert: 

f{x,  Äo  +  A«)  -  f{x,  «o)  =  Aa/;(ar,  a^  +  flAa). 

Ist  nun  das  Intervall  {a,  b)  abgeschlossen,  um  uns  zunächst  auf  diesen 
Fall  zu  beschränken,  so  ist  f^i^y  a)  im  abgeschlossenen  Bereiche 

gleichmäßig  stetig.    Setzt  man  also 

so  läßt  sich  einem  beliebig  kleinen  positiven  b  stets  ein  konstantes 
positives  d  so  zuordnen,  daß 

I  J I  <  £,         wenn  nur         |  Aa  |  <  ö 
ist.     Dies  gibt: 

a  a 

v7obei 

h 

!  /*gd:rl  <£(6-a) 

i  »/ 
a 

ist.     Folglich  ist 


a 


Die  Stetigkeit  der  Ableitung  ergibt  sich  aus  dem  Satze  von  §  7. 
Ist  endlich  das  Intervall  (a,  b)  nicht  abgeschlossen,  so  verfahre  man 
wieder  genau  ebenso,  wie  in  §  7  bei  der  entsprechenden  Frage. 

Der  Satz  ist  einer  ähnlichen  Verallgemeinerung  fähig,  wie  das 
Kriterium  von  §  7.  Unter  Beibehaltung  der  daselbst  eingeführten 
Bezeichnungen  läßt  sich  das  Ergebnis,  wie  folgt,  aussprechen. 

Ist  f{x,a^, . , ,,  a^  in  R  eindeutig  erUärt  und  für  jeden  festen 
Punkt  von  {Ä)  eine  im  Intetralle  a  <  x  <ib  stetige  FunMion   von   x: 
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ist  femer  cffda^  im  Bereiche  R  stetig,  so  läßt  die  Funktion 


b 


a 


eine  stetige  Ableitung  nach  a,.  zu,  und  zwar  ist 


b  b 

[,ff^^^  «u  •  •  •,  «J  dx  ^J^-dx, 


d 
d 

a 


Der  Satz  gilt  auch  für  mehrfache  Integrcde, 

Bei  veränderlichen  Integrationsgrenzen  gestaltet   sich  das  Krite- 
rinm,  wie  folgt: 

Satz.     Sei  f{x,a)  eine  im  abgeschlossenen  Bereiclie 

^'        ^^^^^}        a<a<b 
stetige  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  x,  a,  wobei 

a  =  t{cc)y         b^G)  (a),         [^  (a)  +  cd  («)] 

stetige,  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  ausgestattete  Funktionen 
von  u  bedeuten.     Sei  ferner 


Ca 


eine  in  den  Punkten  a<  x  <,b,  a<a^b  von  8  stetige  Funktion, 
welche  in  den  ausgenommeneti  Randpunkten  Randwerte  annimmt.  Dann 
läßt  das  Integral 


I  f(x,  a)dx 


a 


eine  stetige  Ableitung   nach  a  zu,   und  zwar  tvird  dieselbe   durch  die 

Formel 

b  b 

LJf^'^'  «)  dx  ^Jl[  dx  +  /•(&,  «)  l\  -  f(a,  a)  ^ 

a  a 

vorgestellt 

Allgemeiner  braucht  das  Intervall  (a,  b)  weder  ahgesciüossen  nodt 
endlidi  zu  sein. 

Es  genügt,  den  Satz  für  den  Fall  zu  beweisen,  daB  a  an- 
Teränderlich  bleibt.  Sei  nämlich  «  =  a  ein  beliebiger  Wert  von  a 
im  Intervalle  (a,  b)^  und  man  nehme  c  so  an,  daß 

Otgood,  Fnnktionentheorie.  I.  S.  Aufl.  8 


1    1      rlCi 


f  =  I  —  »=—■  —  ^ 

-       •»       %  -       ^ 


;«»a:i  ut  ^a*Jit;iicuir  ist  l>MTaT^CDj  m? 


t 


♦•ii 


Xaec  i«:  Eatwkkl^ag««  t::i  $  7  «is-i  50«"*:il  i»  CRSe  ä>»rr  Fank- 

Ä.>  rw^i-v^  Vzz.irdoz  i«  «•;:::  n  r:*L'k  V:r»::isff«r3«  c-^rs  stetig. 
Z.-rL^ii  w^  flin  -i«:  l^tzirTi  5»a  t.>c  K*p.  -.  §  3  b«:in.  indem  wir 
j«^  Fvr.ktioii  F  z.y  n.::  ^  c.  r  li^niirzirrvii.  *.?  sehen  wir,  daS  in 
*if.e.T   r>tLftbi;p:r.  Pnr.r:*  ies  Bandes  i  =  c  c  z 

—  *=^  <r <r,  -^ 

i**.,  1*0.0*.  iij  Klirre  L  -rb-en  der  Rand  seiHst  genomnien  wird.  Hierans 
^TjTiV:  -.eis  die  Relation 

'IT  a 

QUA  damit  ist  der  Beweis  erbrachr. 

Aaf  (frund  der  Toraosgehenden  Betraeiif.ini:eii  können  wir  noch 
de/j  folgenden  Satz  aa»sprechen. 

An/er    df^     Voran.^s^ts'ing^n    *i^^    r.yrst'ih'fiden    Sotzti^    ^/e///    f/a5 


'jj. 


ß 
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eine  im  Bereiche 

S:         a<^p<b,         ct<2<b,         a^a^h 

stetige  Funktion  der  drei  unabMngigen  Veränderlichen  p,  g,  a  vor, 
welche  in  aüen  innem  Punkten  ton  Z  stetige  Ableitungen  der  ersten 
Ordnung  besitzt: 

P 

Diese  Ableitungen  sind  sämüich  am  Bande  von  2  stetig. 

Soll  der  Integral  Yon  mehr  als  einem  Parameter  abhängen;  so 
liegt  die  Verallgemeinemng  auf  der  Hand. 

Anhang.    Über  nicht-analytische  Funktionen. 

Eine  reelle  Funktion  ^iner  reellen  Veränderlichen  heißt  analytisch 
in  einem  Punkte,  wenn  sie  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  nach 
dem  Taylorschen  Lehrsatze  entwickelt  werden  kann.  Sie  heißt  anor 
lytisch  in  einem  Intervalle^  wenn  sie  in  jedem  Punkte  des  Intenralls 
analytisch  ist.  Diese  Definitionen  übertragen  sich  sofort  auf  reelle 
analytische  Funktionen  mehrerer  reellen  Veränderlichen. 

Die  Funktionen  einer  Variabelen,  mit  denen  man  sich  in  der 
Differential-  und  Integralrechnung  hauptsächlich  beschäftigt^  hören 
nur  in  isolierten  Punkten  auf,  sich  analytisch  zu  yerhalten  und  werden 
übrigens  in  diesen  Punkten  entweder  selbst  unendlich  oder  aber  ihre 
Ableitungen  sind  dort  nicht  alle  vorhanden.  Andere  isolierte  Singu- 
laritäten haben  wir  im  1.  Kapitel  eingehender  besprochen.  Als  frap- 
pantes Beispiel  für  die  Möglichkeiten,  welche  die  bloße  Forderung 
der  Stetigkeit  gewährt,  pflegt  man  die  bereits  erwähnte  Weier- 
straßsche  Funktion  anzuführen,  welche  ausnahmslos  stetig  ist  und 
doch  nirgends  eine  Ableitung  zuläßt.  Der  Graph  der  Funktion  hat 
in  jedem  Intervalle  Spitzen  mit  vertikaler  Tangente  und  entzieht  sich 
damit  der  gewöhnlichen  Anschauung  einer  Kurve  so  weit,  daß  man 
früher  sogar  in  Versuchung  kam,  ihm  die  Berechtigung,  überhaupt 
als  Kurve  aufgefaßt  zu  werden,  abzusprechen. 

Durch  Integration  der   W ei erstraß sehen  Funktion  erhält  man 

ein  Beispiel  einer  Funktion,  deren  geometrisches  Bild  eine  mit  einer 

stetigen   Tangente   versehene  Kurve  ist,   auf  welche  der  Begriff  der 

Krümmung  nirgends  paßt. 

8* 
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Diese  Funktionen    sind  einerseits   nicht   analytisch,   andererseits 

geht  den  entsprechenden  Kurven  die  eine  oder  die  andere  geometrische 

Eigenschaft  ab.     Im  Anschluß  hieran  hat  sich  die  Ansicht   gebildet, 

daß    eine   nicht-analytische  Funktion  auch  notwendig  etwas  bizarres 

an  sich   haben  müsse.     Doch  ist  das    durchaus   nicht   der  t^all,  wie 

wir  jetzt  durch  eine  andere  Klasse  von  Beispielen  zeigen  wollen. 

1 

Die  Funktion  y  =  e  ^.     Zu  diesem  Behufe  gehen  wir  von  der 
Funktion  aus^): 

f(x)  =  r«",        X  +  0; 
f(p)  -  0. 

Für  alle  Werte  von  x,  insbesondere  aber  für  a;  =  0,  besitzt  dieselbe 
stetige  Ableitungen  aller  Ordnungen,  und  zwar  ist 

/t")(0)  =  0,        n=l,2,..-. 

In    der  Tat   wird   die  n**  Ableitung   durch   einen  Ausdruck  von  der 
Form  gegeben: 

wo  G(x)   ein  Polynom   und   m  eine  natürliche  Zahl   ist,  wie   durch 
den  Schluß  von  n  auf  n  +  1  erhellt.     Da  nun  ferner  für  alle  Werte 

von  k 

_  1 

e    *^ 


*      „=00  eJ''  \       y/ 


lim 

X  =  0      X'  y^oo 


ist,  so  schließt  man,  daß 

limf^»^(x)=^0 


*=o 


ist.  Hieraus  ergibt  sich  wieder  vermöge  des  Schlusses  von  n  auf 
n  +  1 ,  daß  /^»)  (0)  existiert  und  den  Wert  0  hat,  denn  mit  Hilfe  des 
Mittelwertsatzes  findet  man 

/•('•+i)(0)  =  lim  f-^^trJlli^^  =  lim  fi-  +  ^)(ex)  =  0, 

x=0  ^  x=0 


1)  Will  man  dem  allerdings  trivialen  Einwände  begegnen,  daß  diese  Funk- 
tion nicht  durch  eine  einheitliche  Formel  definiert  ist,  so  braucht  man  ja  nur 
zu  schreiben: 

n 

71  =  00 
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wobei,  för  n  =  0,  unter  f^^^{x)  eben  die  Funktion  f(x)  selbst  zu  ver- 
stehen ist. 

Trotzdem  ist  diese  Funktion  im  Punkte  x  ^  0  nicht  analytisch. 
Denn  die  Taylorsche  Reihenentwicklung 

/•(x)  = /-(O)  +  r(0)x  +  Q"-)  a^  +  . . . 

verschwindet  ja  identisch  und  stellt  also  die  Funktion  nur  für  den 
einen  Wert  a;  =  0  dar.  Sehen  wir  nun  zu,  ob  die  entsprechende 
Kurve  eine  geometrische  Eigentümlichkeit  im  Punkte  a;  =  0  aufweist, 
so  stellt  sich  heraus,  daß  eben  keine  vorhanden  ist.  Die  Kurve  ver- 
läuft dort  glatt,  sie  ist  zwar  außerordentlich  platt  an  dieser  Stelle, 
doch  wiederum  nicht  so  platt,  wie  die  analytische  Kurve  y  =  0.  Wo 
ist  da  also  eine  geometrische  oder  eine  funktionentheoretische  Eigen- 
schaft, welche  wir  bei  unsern  Funktionen  nicht  vermissen  möchten, 
welche  aber  dieser  Funktion  abginge? 

Ein  zweites  Beispiel:  y  =  0{x),  Wir  wollen  jetzt  zu  einem  Bei- 
spiel einer  Funktion  übergehen,  welche  sich  nirgends  analytisch  ver- 
hält und  doch  stetige  Ableitungen  aller  Ordnungen  besitzt.  Man 
bilde  sich  vorab  die  Funktion 

^{x)  =  f  (sin  7t  x) , 

wo  f(x)  die  soeben  besprochene  Funktion  bedeutet.  Diese  weist  in 
den  Punkten  a;  =  0,  ±1,  ±2,--  gleiches  Verhalten,  wie  soeben 
die  Funktion  f(x)  im  Punkte  a:  =  0,  auf.  Hierauf  fasse  man  die 
Funktion 

^9  {nix) 

ins  Auge.  Die  dieser  Funktion  zugehörige  Kurve  entsteht  aus  der- 
jenigen der  Funktion  y  =  q>{x),  indem  man  die  Ebene  durch  eine 
Ahnlichkeitstransformation  im  Verhältnis  von  1  zu  1/«!  zusammen- 
schrumpfen läßt: 


Sie  hat  daher  dieselbe  Gestalt,  nur  ist  sie  nach  einem  kleineren  Maß- 
stabe angelegt.     Im  übrigen  ist 

ffc=l,2,.... 


9)<*'(n!a;)  =  0,        wo 


a:  =  J,,  1  =  0,  ±1,  ±2, 


In  diesen  Punkten  verhält  sich  (p{n\x)  also  nicht  analytisch,  sonst 
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ist  q>{nlx)  analytisch.  Letzteres  erhellt  sofort  aus  dem  allgemeinen 
Satze  von.  Kap.  7,  §  13.  Man  kann  den  Beweis  aber  auch  vermöge 
der  Keihensätze  der  algebraischen  Analysis,  insbesondere  mittels  des 
Zusatzes  von  Kap.  7,  §  14  führen. 

Sodann  setzen  wir  die  unendliche  Reihe  an^): 

^(x)  =  a,<p{x)  +  ^,<pi2lx)  +  1^  9,(3!^;)  +  •  •  -, 

wobei  die  Koeffizienten  a^  so  gewählt  werden,  daß  sie  mit  wachsen- 
dem n  rapide  abnehmen.  Für  unsem  Zweck  genügt  schon  die  An- 
nahme: 

1 


Demgemäß  wird 


ao 


(1)  *W=2>r'- 

Jetzt  behaupte  ich:  a)  die  Funktion  0(x)  hat  stetige  Ableitungen 
aller  Ordnungen;  b)  0(x)  verhält  sich  nirgends  analytisch. 

ad  a)  Wir  wollen  zunächst  zeigen,  daß  0\x)  existiert  und  stetig 
ist  Das  folgt  nach  den  früheren  Sätzen  dieses  Kapitels  daraus,  daß 
q>\x)  eine  stetige  Funktion  von  x  ist,  welche  für  alle  Werte  von  x 
(d.  h.  im  Intervalle  —  oo  <  a:  <  oo)  endlich  bleibt: 

I<P'(^)I<G=., 

WO    Gl   eine   Konstante   bedeutet.      Nach   dem   Weierstraßschen   Kri- 
terium §  4  erweist  sich  mithin  die  Reihe 


als  gleichmäßig  konvergent,  indem  man 

setzt.  Die  Konvergenz  der  Reihe  (1)  ist  sofort  ersichtlich.  Dem 
Kriterium  von  §  6  zufolge  läßt  sich  also  die  Reihe  (1)  gliedweise 
differentiieren,  und  ilire  Ableitung  ist  außerdem  stetig. 

1)  Hierbei  bedienen  wir  uns  des  von  Uankel  herrührenden  Prinzips  der 
Verdictitung  der  Si^igtUaritäten.  Man  vergleiche  Hankel,  ^^Untersuchungen  über 
die  unendlich  oft  unstetigen  und  oszillierenden  Funktionen",  wieder  abgedruckt 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  20  (1882)  S.  68. 


Anhang.    Über  nicht-analytische  Funktionen.  119 

Geuau  ebenso  kann  man  zeigen,  daß  auch  die  zweite,  dritte,  — 
**•  Ableitung  von  0{x)  vorhanden  und  stetig  sind,  w.  z.  b.  w. 

ad  b)  Sei  zunächst  x^  =  p/q  ein  beliebiger  rationaler  Wert  von 
Xy  der  nur  keine  ganze  Zahl  ist.  Dabei  sollen  p  und  q  teilerfremde  ganze 
Zahlen  und  q>  1  sein.  Sei  ferner  v  der  kleinste  Wert  von  n,  wofür 
n!  durch  q  teilbar  ist.  Damach  ist  v\/q  eine  ganze  Zahl,  dagegen  ist 
(v—  l)!/g,  sowie  p(y  —  l)!/g  ein  Bruch.  Infolgedessen  stimmt  jede 
Ableitung  der  Funktion  0(x)  mit  der  entsprechenden  Ableitung  der 
Funktion 

im  Punkte  Xq  überein.  Nun  verhält  sich  aber  jeder  Term  dieser 
Summe  und  somit  auch  die  ganze  Summe  im  Punkte  x^  analytisch. 
Setzt  man  also  die  Taylorsche  Reihenentwicklung  für  die  Funktion 
4>(:r)  in  diesem  Punkte  an: 

0  (X,)  +  0'{x,)  (X  -  X,)  +  *"-f^^-  {x-x,y-\--.., 

80  erhält  man  eine  unendliche  Reihe,  welche  allerdings  innerhalb 
eines  bestimmten  Intervalls  konvergiert,  sie  stellt  aber  nicht  die 
Funktion  0{x)y  sondern  nur  jene  ersten  v  —  1  Terme  der  Reihe  (1) 
vor.  Daß  nun  diese  beiden  Werte  doch  im  allgemeinen  nicht  zu- 
sammenfallen, erhellt  schon  daraus,  daß  für  jeden  irrationalen  Wert 
von  X  alle  Terme  der  Reihe  (1)  positive  Werte  haben. 

Hiermit  ist  aber  auch  zugleich  gezeigt,  daß  die  Funktion  0{x) 
sich  überhaupt  für  keinen  Wert  von  x  analytisch  verhält. 

Du  graphische  Darstellung  der  Funktion  y  =  O  {x).  Es  bleibt 
nur  noch  übrig,  uns  Rechenschaft  darüber  zu  geben,  wie  sich  die  der 
Funktion  y  ^  0(x)  entsprechende  Kurve  ausnimmt.  Zu  dem  Zwecke 
stellen  wir  uns  der  Reihe  nach  die  Annäherungskurven  vor: 

y  =  5,(x)  =  9  (^)  +    (2,).'  +  •  •  •  +    (i,,), 

und  bedenken  dabei,  daß  der  Übergang  von  der  (n  —  l)*'**  zur  n**" 
Kurve  dadurch  bewerkstelligt  wird,  daß  man  die  Ordinaten  von 
y  ^  s^_i(x)  um  die  Größe 

q){n\x) 


y '~~  /»i\« 


ändert.     Nun  erwies  sich  schon  die  Kurve 
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y=      -. 


q>{n\x) 
~  n! 


als  der  Knrve  y  "^  fp{x)  ähnlich,  teilt  man  aber  ihre  Ordinalen  noch 
durch  (w!)**"^,  so  schmiegt  sie  sich  der  Geraden  y  =  0  außerordent- 
lich eng  an^  und  auch  ihre  Tangentenrichtuug,  sowie  ihre  Krümmung 
weichen  nur  wenig  von  denjenigen  jener  Geraden  ab.  Infolgedessen 
erhält  man  bereits  für  einen  kleinen  Wert  von  n  in  der  Annäherungs- 
kurve y  =  SJ^{x)  eine  zuverlässige  Repräsentantin  der  Grenzfunktion*) 

Nkhtranalytische  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen.  Ein  Bei- 
spiel einer  nicht-analytischen  Funktion  mehrerer  unabhängiger  Ver- 
änderlichen erhält  man  offenbar  sofort,  wenn  man  das  Argument  der 
obigen  Funktion  O  (x)  durch  ein  beliebiges  Polynom  in  x,  y,  0,'-- 
ersetzt.  Man  kann  aber  auch  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin  vor- 
gehen und  etwa  die  Seihe  ansetzen: 

CO 

9{x,  y,z,--  •)  =^ (-yi  - 

«  =  1 

Vher  die  durch  die  Funktion  0{x)  vertretene  Klasse  nicht-analy- 
tischer FunJitionen.  Die  Funktion  ^(x)  liefert  den  Beleg  für  die 
Existenz  einer  Klasse  von  Funktionen,  welche  Ableitungen  aller  Ord- 
nungen besitzen,  ohne  jedoch  durch  eine  Potenzreihe  darstellbar  zu 
sein.  Bezüglich  solcher  Funktionen  wiederholen  wir  die  Frage,  womit 
wir  die  Diskussion  der  Funktion  f{x)  schlössen:  Wo  ist  da  eine  geo- 
metrische oder  eine  funJctionentheorctische  Eigenschaft,  welche  wir  bei 
unseren  Funktionen  nicht  vermissen  möchten,  welche  aber  diesen  Funk- 
tionen abginge? 

Man  wird  vielleicht  darauf  erwidern:  Schon  die  Eigenschaft,  in 
eine  Taylorsche  Reihe  entwickelbar  zu  sein,  wird  der  Funktion  nicht 
zuteil,    und    damit   geht   so   mancher  einfacher  Beweis,  der  sich   auf 


1)  Wollte  man  noch  die  höheren  Ableitungen  von  $(a:),  etwa  die  lOOO»*«^ 
auf  die  nämliche  Weise  untersuchen,  so  würden  die  ersten  paar  Glieder  der  ab- 
geleiteten Reihe  kein  rechtes  Bild  der  Grenzfunktion  liefern,  vielmehr  weisen 
dieselben  starke  Schwankungen  auf,  welche  sich  jedoch  später  legen,  so  daß  Ton 
einer  bestimmten,  allerdings  nicht  ganz  früh  eintretenden  Stelle  ab  die  analytisch 
bereits  konstatierte  gleichmäßige  Konvergenz  der  Reihe  wieder  in  ihre  Rechte 
tritt.  Die  Reihe  konvergiert  schlecht,  —  wie  zum  Beispiel  die  Exponentialreihe 
Zx^/n\  für  .r=10üO,  —  und  kommt  ihrem  Grenzwert  erst  nach  mehreren 
hundert  Gliedern  gleichmäßig  nahe. 
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das  Operieren  mit  Potenzreihen  stützt,  verloren.  Was  den  ersten 
Punkt  anbetrifft,  so  möchte  ich  sagen:  Schade  um  die  Potenzreihe^ 
welche  nicht  einmal  im  stände  ist,  eine  so  einfache  B'unktion  darzu- 
stellen! Das  Mangelhafte  liegt  hier  eben  nicht  an  der  Funktion^ 
sondern  an  der  Reihenentwicklung,  die  zu  spröde  ist,  selbst  einige 
Yon  den  allereinfachsten  Funktionen  zum  Ausdruck  zu  bringen.  Die 
Fourierschen  Reihen,  sowie  die  damit  verwandten  Reihen  der  mathe- 
matischen Physik  sind  dagegen  geschmeidiger. 

Wichtiger  ist  aber  die  zweite  Ausstellung,  es  ginge  eine  bequeme 
Beweismethode  verloren.  In  der  Tat  kann  man  die  Beweise,  wie  sie 
in  der  Praxis  vorkommen,  vermöge  des  Taylorschen  Satzes  mit  dem 
Restgliede: 

/•(^o  +  Ä)  =  f(a:,)  +  f'{x,)h  +  ...  +  ^'^p-^Ä«  +  '"^-^|»-+A*)ä»+. 

noch  einfacher  führen.  Seit  langer  Zeit  habe  ich  einen  zwingenden 
Grund  vergebens  gesucht,  den  analytischen  Funktionen  in  der  reellea 
Funktionen theorie  eine  bevorzugte  Stellung  einzuräumen.  Bei  den 
allermeisten  Anwendungen  der  Analysis  liegt  ein  solcher  Grund  eben 
nicht  vor,  denn  man  kommt,  wie  gesagt,  mit  dem  Taylorschen  Satze 
mit  Restglied  rascher  zum  Ziele.  Selbst  in  der  komplexen  Funk- 
tionentheorie liegt  die  Sache  nicht  anders.  Man  kann  die  Hauptsätze 
dieser  Theorie  alle  noch  einfacher  ohne  die  Cauchy-Taylorsche  Reihen-^ 
entwicklung  als  mit  Hilfe  derselben  beweisen.  Nur  eine  Ausnahme 
wüßte  ich  anzuführen.  In  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen ist  man  beim  Cauchyschen  Probleme  noch  nicht  im 
Besitze  anderer  Methoden,  um  den  Existenzbeweis  allgemein  zu 
führen,  als  nur  deren,  welche  sich  auf  Potenzreihen  mit  mehreren 
Argumenten  stützen. 

Was  geht  atis  diesen  Beispielen  liervorY  Neben  jene  bizarren 
nicht-analytischen  Funktionen,  welche  an  die  Grenzen  der  Möglich- 
keiten für  stetige  Funktionen  vordringen,  haben  wir  eine  zweite 
Klasse  nicht-analytischer  Funktionen  gestellt,  welchen  alle  Stetigkeits- 
eigenschafken  der  analytischen  Funktionen  zukommen  und  welche  sich 
von  diesen,  wie  es  scheint,  nur  durch  ein  äußeres  Merkmal  unter- 
scheiden. Es  gibt  eben  neben  jenen  hypoanalytischen  Funktionen 
auch  hyperanalytischej  also  Funktionen,  welche  sich  mindestens  ebenso 
regulär  verhalten  als  die  analytischen  Funktionen  selbst.  Demgemäß 
entspricht  die  Einteilung  der  Funktionen  in  analytische  und  nicht- 
analytische nicht  der  Natur  der  Sache. 
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Bei  orientierenden  Untersuchungen  —  man  denke  etwa  an  die 
Lieschen  Theorien  —  pflegt  man  sich  wohl  dadurch  zu  decken^  daß 
man  verlangt^  alle  in  Betracht  kommenden  Funktionen  sollen  analy- 
tisch sein.  Damit  begreift  man  eine  Menge  Ton  Eigenschafben  mit 
ein^  welche  man  vorläufig  nicht  überblickt,  und  vermeidet  wieder 
Ausnahmefälle ;  deren  Existenz  man  ebensowenig  ahnt  Denn  die 
analytischen  Funktionen  sind  duldsam  und  lassen  manche  begriffliche 
XJnexaktheit  ungestraft  durchgehen.  Befriedigender  ist  jedoch  die 
Formulierung  eines  Satzes,  wenn  wir  dabei  nur  solche  Einschränkungen 
machen,  welche  dem  Wesen  der  Sache  entsprechen,  also  solche,  ohne 
welche  entweder  der  Satz  nicht  richtig  wäre  oder  aber  der  Beweis 
uns  nicht  gelingen  würde. 


Viertes  Kapitel. 
Knrveniiitegrale  nnd  mehrfach  zasammenhängende  Bereiche. 

§  1.     Kurvenintegrale. 

In  einem  Bereiche  S  der  (2:,  y)-Ebene^)  sei  eine  geschlossene  oder 
eine  nicht-geschlossene  reguläre  Kurre  L  gegeben,  welche  analytisch 
durch  die  Gleichungen 

^=•9(^0?      y=^t{s)y      {0£s£i) 

dargestellt  werden  möge,  wobei  die  Bogenlänge  s  als  Parameter  be- 
nutzt wird.  Sei  ferner  eine  stetige  Funktion  /"(a;,  y,  s)  vorgelegt,  wo 
(x,  y)  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  von  S  sind  und  s 
im  Intervalle  (0,  T)  willkürlich  genommen  wird.  Unter  dem  Kurven- 
integral 

über  die  Kurve  L  hinerstreckt,  versteht  man  dann  folgendes.  Man  zerlege 
Zr  in  n  Teilbogen  mittels  der  den  Parameterwerten  0  ==  if^  <  «^  <  •  •  • 
<  5,  =  Z  entsprechenden  Punkte  {x^^  yj.  Sei  (rr/,  y/)  ein  beliebiger 
Punkt  des  Bogens  (5,.,  5^+1),  5/  der  zugehörige  Parameterwert,  und 
sei  $1'  ein  zweiter  dem  Intervalle  s^^^^ä^^,  ebenfalls  angehöriger 
Wert  von  s.     Man  bilde  femer  die  Summe 


n-l 
.  =  0 


/'«;  y'ij  O^^o       t^h  -  ^i+i  -  Si, 


und  lasse  n  unbegrenzt  wachsen,  während  das  größte  A^^  gleichzeitig 
gc^en  0  abnimmt.    Dann  nähert  sich  diese  Summe  einem  Grenzwert, 

1)  Wegen  der  Definition  eines  regulären  Bereiches  oder  eines  Bereiches  S 
vergleiche  man  Kap.  2,  §  2. 
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und  dieser  Grenzwert  ist  es,  welchen  wir  als  den  Wert  des  Kurven- 
integrals definieren  wollen. 

Um  die  Definition  zu  begründen,  setze  man 

und  betrachte  man  die  Summe 

n-l 
»  =  0 

Diese  nähert  sich  ofi*enbar  beim  obigen  Grenzübergange  dem  ge- 
wöhnlichen Integrale 

0 

Andererseits  kann  man  die  Teilung  der  Kurve  L  so  weit  treiben,  daß 
der  Wert  von  g,,  (/  =»  0,  1, . . .,  n  —  1),  dem  absoluten  Betrage  nach, 
gleichmäßig  unter  die  beliebig  kleine  positive  Konstante  s  herabsinkt. 
Denn  die  Funktion  f(Xy  y,  s)  ist  ja  gleichmäßig  stetig  in  ihrem  De- 
finitionsbereich, da  dieser  eben  abgeschlossen  ist.  Und  selbst  wenn 
dies  nicht  der  Fall  wäre,  könnte  man  L  mit  einem  innerhalb  S  ge- 
legenen abgeschlossenen  Streifen  27  umgeben  und  die  Funktion  f(x,  y,  s) 
nur  für  solche  Wertsysteme  {x,  y,  $)  betrachten,  welche  Punkten 
{Xj  y)  von  -T  entsprechen.  Daraus  folgt,  daß,  sobald  die  Teilung 
von  L  genügend  weit  gediehen  ist, 

n-l  n-l 

i  =  0  1=0 

bleibt,  oder 

n-l 


lim  ^gjA5,.  =  0. 


n  —  W     t  =00 


Hiermit  ist  die  in  Aussicht  genommene  Definition  gerechtfertigt: 


n-l 


j  fipc,  Vj  s)ds  =  lim  ^  fix!,  y/,  5/')^«,., 

L  »=*  1  =  0 

und  es  ist  auch  zugleich  bewiesen,  daß 

ist.  1)  *^  5 

1)  Man  könnte  zwar  diese  Gleichung  von  vornherein  als  Definition  des  be- 
treffenden Karvenintegrals  nehmen.  Die  vorstehende  Definition  erweist  sich  aber 
in  der  Praxis  als  nützlicher. 
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Zu  beachten  ist,  daß  die  Definition  einen  bestimmten  Sinn,  in 
welchem  über  L  integriert  werden  soll;  nicht  Toraussetzt.  As  ist 
eben  eine  wesentlich  positive  GrößC;  wie  zum  Beispiel  bei  der  Er- 
klärung des  Flachenintegrals  j  J  f{x,  y)dA  der  Inhalt  AA  eines 
jeden  Teilbereiches  auch  als  absolute  Größe  eingeführt  wird.  Erst 
bei  den  nachfolgenden  Integralen  wird  unterschieden^  ob  nach  der 
einen  Fortschreitungsrichtung  auf  L  oder  nach  der  anderen  inte- 
griert wird. 

Zuweilen  empfiehlt  es  sich,  den  Fall  mit  einzubegreifen,  daß  die 
Kurve  L  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht.  Wir  legen  dem  Inte- 
gral dann  den  Wert  Null  bei. 

Ein  zweites  Kurvenintegral  ist  folgendes.  Man  geht  wiederum 
von  einem  Bereiche  S  und  von  einer  darin  gelegenen  Kurve  L  aus, 
deren  Endpunkte  mit  (a,  6),  (a',  V)  bezeichnet  werden  mögen.^) 
Diese  Kurve  teilt  man  dann  durch  die  aufeinander  folgenden  Punkte 

(^07  y©)  =  («7  *);  {^iJ  yi)>  •  •  •;   (^ny  Vn)  =  («'?  ^1   ^  ^  Bogen  ein  und 
nimmt  auf  jedem  letzterer  einen  Punkt  {x{y  y[)  willkürlich  an.     Des 

weiteren  legt  man  eine  stetige  Funktion  F{Xy  y)  lediglich  der  Koordi- 
naten {Xy  y)  eines  Punktes   von  S  zu  Grunde  und  bildet  die  Summe 

n-l 
t  =  0 

Der    Grenzwert   dieser  Summe    soll   nun   als    der  Wert   des  Kurven- 
integrals 


J  F(x,  y)dx, 


Über  die  Kurve  L  erstreckt,  und  zwar  in  der  Richtung  von  (a,  6) 
nach  (a',  V)  definiert  werden.  Daß  diese  Summe  auch  wirklich  einem 
Grenzwerte  zustrebt,  ergibt  sich  daraus,  daß,  dem  Mittelwertsatze  zu- 
folge, bei  geeigneter  Einführung  der  Bogenlänge  s  als  Parameter 

Ax,.  =  q)\sy)ASi,        Sf  <  5,."  <  6V+ 1 , 

wird,  wonach  sich  dann  die  Summe 


1)  Im  Falle  einer  geschlossenen  Kurve  werden  (a,  b)  und  {a\  6')  als  mit- 
einander zusammenfallend  aufzufassen  sein.  Der  Leser  wolle  sich  L  indessen 
voriftofig  als  nichtgeschlossen  denken,  die  Modifikationen,  welche  der  andere 
Fall  benötigt,  liegen  dann  auf  der  Hand. 
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unter  die  bereits  behandelten  Summen  unterordnet«     Hiermit  ist  die 
Definition  gerechtfertigt: 

(a',  60  "-1 

J'f{x,  y)dx  -  lim  ^ F{x;,  y[)i^x^, 

(a,  b)  "  =  *   1  =  0 

und  zugleich  ist  auch  femer  bewiesen,  daß 

(a',  6')  / 

J*F(x,y)dx^fF{^{s),  t{8))(p\s)ds 
ist.     Im  übrigen  ist 

(a',  60  (o,  6) 

J  F(x,  y)dx  =  —  /  F{x,  y)dx . 

(o,  6)  la\  l') 

In  ähnlicher  Weise  hat  man 
fF{x,  y)dy  =  lim  ^  F(x;,  y/)Ay,= />(9(s),  ^(»))^'(s)<««- 

(a,  6)  *  =  *  *  =  0  0 

Unter  dem  Kurvenintegral 

(a\  60 

J'Pdx  +  Qdy     oder    j'Pda;  +  Qdy, 

wo  F  und  ^  zwei   in  S  stetige  Funktionen  von  x,  y  bedeuten,   ver- 
steht man  die  Summe 

(a',  60  (a',  6'J 

fPdx+J'Qdy. 

(a,  6)  (o,  6) 

# 

Auch  hier  wird  gelegentlich  der  Fall  mit  einbegriffen,  daß  die 
Kurve  L  sich  auf  einen  Punkt  zusammenzieht.  Wir  legen  dem  In- 
tegral dann  wieder  den  Wert  Null  bei. 

Es  ist 

(a',  60  I 

J'Pdx  +  Qdy  ^J\P  coHt  +  Q  sin  r)ds, 

\a,  6)  0 

WO  r  den  Winkel  zwischen  der  positiven  o;- Achse  und  der  durch  die 
Beihenfolge  der  Tenne  in  der  Summenbildung 
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bestimmten  Fortschreitungsrichtung  längs  L  bedeutet.     Femer  ist 

(a',  ftO  (o,  6) 

fPdx  +  Qdy  -  -fPdx  +  Qdy . 

k  ft)  5»',  ftO 

Sei  6'  ein  regulärer  Bereich,  dessen  Rand  aus  n  einfachen  regu- 
lären geschlossenen  einander  nicht  schneidenden  Kurven  (7^,...,  C^ 
besteht.  Dann  pflegt  man  die  Verabredung  zu  treffen,  daß  das  Rand- 
stück C^  in  positivetn  Sinne  durchlaufen  wird,  wenn  ein  Spazierganger, 
der  in  dieser  Richtung  auf  C^  fortschreitet,  den  Bereich  S  stets  zur 
linken  hat.     Führt  man  nun  das  Integral 

fPdx  +  Qdy 

über  jede  Randkurre  C^,  (i  =»  1, . .  .,  n)  in  positivem  Sinne  und  ad- 
diert man  die  dadurch  entstandenen  Werte  zusammen,  so  erhält  man 
das  über  den  ganzen  Fand  von  S  in  positivem  Sinne  erstrecJcte  Integral 


fPdx+  Qdy, 


Eine  weitere  Definition,  welche  hier  noch  zur  Sprache  kommen 
muß,  ist  folgende.  Sei  S  eine  einfache  reguläre  geschlossene  Kurve 
des  Bereichs  5,  gleichviel  ob  d  zum  Bande  gehört  oder  nicht.  Im 
ersten  Falle  wird  (S  wenigstens  nicht  in  seiner  Eigenschaft  als  Rand- 
kurve von  S  angesehen.  Dann  wird  der  positive  Sinn  von  S,  wie 
folgt,  erklärt.  Faßt  man  das  Innere  @  von  (S  ins  Auge  und  be- 
trachtet mau  S  nun  als  Randkurve  von  @,  so  legt  man  (^  als  posi- 
tiven Sinn  denjenigen  bei,  welcher  ihm  als  Randkurve  von  @  nach 
der  vorstehenden  Definition  zukommt. 

Dieser  letzten  Definition  zufolge  wird  also  bei  positivem  Umlauf 
des  Gebamtrandes  von  S  nur  die  äußere  Kurve  C^  in  positivem,  die 
übrigen  werden  in  negativem  Sinne  beschrieben.    Demgemäß  ist  auch 

( A)        /  'Pdx  +  Qdy  =  J  'Pdx  +Qdy-^  j'pdx  +  Qdy , 

C  C„  «  =  1     Ci 

wo  das  Integral  linker  Hand  über  den  Rand  von  S,  die  Integrale 
rechter  Hand  dagegen  über  ihre  respektiven  Kurven  je  in  positivem 
Sinne  erstreckt  werden. 


(a,hj 
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Abhängigkeit  von  einem  Parameter.  Die  Kriterien  des  3.  Kapitels^ 
§§7,8  übertragen  sich  auf  Kurvenintegrale,  wie  aus  der  Darstellung 
solcher  durch  gewöhnliche  Integrale  unmittelbar  erhellt.  Insbesondere 
können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Satz.  Sei  S  ein  Bereich  der  {x,  y)-Ebene  und  (Ä)  ein  Bereich 
der  Parameter  (a,  ß, . . .).  Man  fasse  femer  denjenigen  Bereidi  (SR) 
ins  Auge,  dessen  Punkte  {x,  y,  a,  ß, . . .)  aus  einer  willkürlichen  Kom- 
bination eines  Punktes  (x,  y)  von  8  mit  einem  Punkte  («,/},...)  von 
(A)  hervorgeJien.  Sind  dann  P{Xj  y,  a,  ß, . . .),  Q(x,  y,  cc,  ß, , . .) 
jgu;ei  Funktionen,  welche  in  (9fl)  stetig  sind,  so  steUt  das  Kurvenintegral 

J^fp{x,  y,  a,  ß,,,  .)dx  +  Q{x,  y,  a,  ß, . .  .)dy , 

L 

Über  eine  bestimmte  Kurve  L  von  S  erstreckt,  eine  in  (A)  stetige  Funk- 
tion vor. 

Haben  P  und  Q  außerdem  in  (SR)  stetige  partielle  Ableitungen 
nacli  den  Parametern,  so  ist  die  Differentiation  unter  dem  Integral- 
zeichen gestattet. 

§  2.   Das  Integral  J  Pdx  +  Qdy,     Ente  Methode. 

Diese   Methode   knüpft   an   den    Satz    der   Integralrechnung    an, 

wodurch  ein  Flächenintegral  in  ein  Kurrenintegral  verwandelt  wird. 

Im    Innern   eines    Bereiches   5,    welchen    wir  vorläufig    als   mit 

einer  einzigen  Randkurve  versehen^)   voraussetzen  wollen,   seien  zwei 

Funktionen  P{x,  y),  Q(x,  y)  gegeben,  wel- 
<^'y>  che  nebst  den  beiden  partiellen  Ableitungen 
dP/cy  und  cQ/cx  stetig  sein  sollen*),  und 
man  bilde  das  Kurvenintegral 

(*,  v) 
J^fPdx+Qdy, 


(a,  h) 


Es  drängt  sich  nun  vor  allem  die  Frage  auf:    Wann  hängt  der  Werf 
vofi  J  aUein  vom  Punkte  {x,  y),  nickt  aber  vom  Integrationswege  L  ab? 

1)  Ein  solcher  Bericht  heißt  einfach  zusammenfiängend.  Allgemeiner  hängt 
ein  endlicher  Bereich  einfach  zusammen,  wenn  sein  Rand  aus  einem  einzigen 
Stücke  besteht.  Diese  Erklärung  genügt  für  die  Zwecke  des  vorliegenden  Para- 
graphen.   Hierüber  vergleiche  man  ferner  das  6.  Kapitel,  §  7. 

2)  Was  die  Stetigkeit  am  Rande  von  S  anbetrifft,  so  steht  uns  frei  ent- 
weder a)  zu  verlangen,  daß  P,  Q  nebst  den  genannten  Ableitungen  stetige 
Randwerte  (vgl.  2.  Kap.,  §  2)  annehmen,  wobei  dann  L  im  abgeschlossenen  Bc- 
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Seien  L,  U  zwei  derartige  Kurven,  welche  sich  zunächst  nur  in 
ihren  Endpunkten  (a,  b)  und  (Xy  y)  treffen  sollen.  Aus  diesen  Eunren 
setzt  sieh  dann  eine  einfache  geschlossene  Kurve  C  zusammen.  Dem- 
entsprechend hat  man 

fpdx  +  Qdy  -fPdx  +  Qdy  =  ±fpdx  +  Qdy. 

Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten: 

1.  Satz.     Die  iioUvendige  und  hinreidiende  Bedingung  dafür,  daß 

das  Kurvenintegral 

(«1  y) 

fPdx  +  Qdy 


(a,b) 


allein  von  der  Inteyrationsgrenze  {x,  y),  nicht  aber  vom  Integrations- 
wege L  abhänge^  besteht  darin,  daß  das  Kurvenintegrdl 


fPdx  +  Qdy  =  0 

c 


seij  wobei  C  jede  beliebige  einfädelte  geschlossene  reguläre  Kurve  des  end- 
liclien  einfadi  zusammefihängenden  Bereiches  S  bedeutet. 

Die  Notwendigkeit  der  Bedingung  erhellt  sofort.  Auch  sieht 
man,  daß  sie  für  je  zwei  Kurven  L,  U  hinreicht,  welche  sich  nur 
in  ihren  Endpunkten  treffen.  Begegnen  sich  dagegen  L  und  V  sonst 
noch,  so  führe  man  eine  dritte  Kurve  L"  ein,  welche  mit  den  beiden 
ersten  nur  in  ihren  Endpunkten  zusammenstößt.  Dann  stimmen  die 
Werte  des  Integrals,  erstreckt  über  L  und  i",  überein,  und  ebenso 
die  Werte  des  Integrals,  erstreckt  über  L'  und  i".  Hiermit  ist  der 
Satz  allgemein  bewiesen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Aufsuchung  einer  Bedingung  für  das 
Verschwinden  des  Kurven integrals 


fPdx+Qdy 


c 
Nach  dem  Greenschen  Satze ^)  ist 

reiche  S  belieVng  verlaufen  darf;  oder  b)  keine  derartige  Voraussetzung  zu 
machen  und  dementsprechend  den  Weg  L  auf  das  Innere  von  S  zu  beschränken. 
Hierüber  vergleiche  man  ferner  die  zweite  Methode,  §  8. 

1)  Vgl.  Stolz,  Differential-  und  Integralrechnung^  Bd.  8.  S.  94;  Goursat, 
Cours  d^analyse,  Bd.  1,  Kap.  VI,  Nr.  126.  Literaturangaben  finden  sich  in 
Kap.  18,  §  1. 

Osgood,  Fanktionontheorie.  I.  2.  Aufl.  \) 
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2;  C 

wobei  das  Flächenintegral  über  das  Innere  E  von  Cj  das  Eurven- 
integfal  in  positivem  Sinne  längs  des  Randes  G  zu  erstrecken  ist. 
Ebenso  hat  man 

s  c 

Hieraus  folgt: 


C 


Aus    dieser   Relation    schließt    man,    daß   die   notwendige   und    hin- 
reichende Bedingung  für  das  Verschwinden  des  betreffenden  Kurven- 
integrals darin  besteht,  daß  in  jedem  innem  Punkte  von  S 

dy       dx 

sei.     Daß  die   Bedingimg  hinreicht,  liegt  ja   auf  der  Hand.     Sie  ist 
aber  auch  notwendig.     Würde  nämlich  die  stetige  Funktion 

cP  _dQ 

dy       ex 

in  einem  innem  Punkte  M  von  S  nicht  verschwinden,  so  könnte  man  M 
mit  einem  Bereiche  2^  umgeben,  in  welchem  der  Integrand  durchweg 
einerlei  Vorzeichen  behalten  würde,  und  dem  Flächenintegrale  müßte 
daher  auch  ein  positiver  bzw.  negativer  Wert  zukommen,  was  gegen 
die  Voraussetzung  verstößt,  daß  das  Eurvenintegral  verschwinde. 
Das  Ergebnis  sprechen  wir,  wie  folgt,  aus: 

2.  Satz.  Sei  S  ein  endlicher  einfach  zusammenhängender  Bereidi 
der  (Xy  yyiJbene  und  seien  P  {x,  y),  Q  (x,  y)  zwei  Funktionen,  die 
nebst  den  Ableitungen  ( P/cy,  cQ/cx  in  S  stetig  sind.^)  Dann  besteht 
die' notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Verschwinden  des 
Kurvenintegrals 

fPdx+Qdy, 

über  jede  beliebige  einfache  reguläre  geschlossetie  Kurve  des  Bereidies  S 
erstreckt,  d<irin,  daß  in  jedem  innem  Punkte  von  S 


1)  Man  vergleiche  die  Anmerkimgen  auf  S.  128. 
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dy        dx 
sei. 

Unter  der  Voraussetzung^  daß  die  Bedingungen  des  Satzes  erfüllt 

sind,  fassen  wir  nunmehr  die  Funktion 


F{x,y)^fFdx+Qdy 


näher  ins  Auge.  Dieselbe  ist  zunächst,  unabhängig-  vom  Integrations- 
wege, in  jedem  Punkte  von  S  eindeutig  erklärt.  Sie  besitzt  femer 
stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung,  wie  wir  sogleich  noch 
nachweisen  wollen,  und  erweist  sich  hiermit  auch  als  stetig,  vgl. 
Kap.  2,  §  3.  Sei  nämlich  {Xq,  y^)  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  S 
und  sei  (Xq  +  Ax,  y^)  ein  zweiter  nahe  bei  {x^y  y^  gelegener  Punkt 
von  S.     Dann  ist 

F(xo  +  Ax,yQ)-F(x^,yQ) 

(xo  +  A  «,  yo)  (xo,  Po)  (Xo  +  A  X ,  yo) 

=fPdx  +  Qdy  -fPdx  +  Qdy  ^J'Pdx  +  Qdy, 

(a,6)  (a.6)  («o,yo) 

da  der  von  (a,  h)  nach  {x^  +  Ax^  y^)  führende  Weg  ja  durch  (Xq,  y^) 
gehen  darf.  Außerdem  darf  man  die  Strecke  [(Xq,  y^),  (x^  +  Ax,  y^)] 
als  geradlinig  annehmen.     So  kommt 

(Xo+Ax,yo)  aPo  +  A« 

J  Pdx  +  Qdy  ^^fP{x,  y^)  dx  ^  P  {x^  +  OAx^  y^  Ax, 

wo  0  <  0  <  1  ist.     Folglich  ist 

lim  ^(5Jl45.j;.)_TiZ(5.^  ==  P(^,,  y,). 

Eine  ähnliche  Überlegung  gilt  auch  für  cF/dy.     Hiermit  wird 
man  zum  folgenden  Resultate  geführt. 

3.  Satz.     Die  Funktion 

(ar.y) 

F{x,  y)  ^fPdx  +  Qdy 

{a,b) 

besitzt  stetige  partielle  Äbleitungefi  erster  Ordnung,  die  durch  die  For- 
meln gegeben  werden: 
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dx^-^'  dy  ~^  ^' 

Das  vollständige  Differential  dieser  Funktion  hat  den  Wert^) 

dF^Pdx+  Qdy. 
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Die  Entwicklungen  des  Yorhergehenden  Paragraphen  setzen  erstens 
voraus^  daß  die  Randkurye  Ton  einer  Parallelen  zur  x-  sowie  zur  ^- Achse 
höchstens  in  m  Strecken  und  außerdem  in  m  Punkten  getroffen  wird^  wo 
m  eine  Eonstante  ist.  Zweitens  beruhen  sie  auf  der  naiven  Anschauung, 
um  einen  Ausdruck  des  Herrn  Klein  zu  gebrauchen,  womit  er  solche 
geometrische  Eridenz  bezeichnet,  welche  zwar  einleuchtet,  sich  aber 
auf  die  geometrischen  Axiome  nicht  direkt,  wenn  überhaupt  zurück- 
fahren läßt.  Man  nimmt  nämlich  beim  Beweise  des  Greenschen 
Satzes  über  die  Umformung  von  Doppelintegralen  an,  daß  der  Be- 
reich Z  in  eine  endliche  Anzahl  einfacher  Bereiche  von  einer  be- 
stimmten Art  zerlegt  werden  kann.  Drittens  mußte,  im  Falle  daß 
auch  am  Rande  Stetigkeit  herrschen  sollte,  außer  der  Stetigkeit  von 
P  und  Q  noch,  wenn  nicht  die  Existenz  und  Stetigkeit,  so  doch  die 
Endlichkeit  von  P^,  Q^  verlangt  werden.  Endlich  könnten  wir  noch 
auf  die  wieder  in  der  Anschauung  begründete  Annahme  aufmerksam 
machen,  daß  man  die  Punkte  (a,  6)  und  {x^  y)  durch  eine  L  und  U 
nur  in  ihren  Endpunkten  treffende  Kurve  L"  verbinden  könne,  sowie 
daß  eine  einfache  geschlossene  Kurve  die  Ebene  in  einen  äußeren  und 
einen  inneren  Bereich  teile. 

Indem  wir  uns  jetzt  zu  Betrachtungen  hinwenden,  welche  an 
den  soeben  genannten  Mängeln  nicht  leiden,  legen  wir  unserer  ganzen 
Beweisfühnmg  die  Sätze  vom  5.  Kapitel,  §§  9,  10  zugrunde.     Doch 


1)  Man  pflegt  wohl  früher  von  der  Bedingung  zu  reden,  daß  der  Aus- 
druck Pdx-\'  Qdy  ein  vollständiges  Differential  sei,  und  der  Sprachgebrauch 
hat  sich  noch  bei  den  Physikern  erhalten.  Die  Bedingung  besteht  darin,  daß 
dPIdy  =  hQldx  sei.  Unter  dieser  sehr  unvollständigen  Ausdrucksweise  hat 
man  eigentlich  den  ganzen  Inhalt  des  gegenwärtigen  Paragraphen  zu  verstehen. 

Das  Integral yp da; -|-  Q^y  ^^^^^  schon  beiClairaut  in  einer  physikalischen 
Untersuchung  auf,  Theorie  de  la  fitfure  de  la  terre,  iiree  des  prindpes  de  Vhydro- 
statique,  Paris,  1743,  p.  38.  Bereits  im  Jahre  1740  hatte  derselbe  Mathematiker 
die  Bedingung  dafür  gegeben,  daß  Pdx  +  Qdy  ein  „vollständiges  DiflFerential*' 
sei,  nämlich  die  Bedingung:  dP/dy  =  cQ'dx;  Memoires  de  VÄcadtfiiie  Eoyale 
des  Sciences  fl740)  S.  294.  Er  bemerkt  auch,  daß  Fontaine  und  Euler  diese 
Bedingung  ebenfalls  ermittelt  haben,  ibid.,  S.  294. 
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wollen  wir  vor  allem  unsere  Aufgabe  genau  präzisieren.     Sie  besteht 
im  Beweise  der  nachstehenden  drei  Sätze. 

Satz  A).  In  einem  Bereidie  S  seien  P  und  Q  zwei  Funktiofien^ 
tvdche  im  Innern  und  am  Bande  von  S  stetig  sind  und  im  Innern 
stetige  erste  Ableitungen  nach  y  hzw.  x  besitzen.  \)  Sei  ferner  in  jedem 
inneren  FunMe  von  S 

cy        dx ' 
Dann  ist 


J  Pdx  +Qdy  =  0 


WO  das  Integral  Ober  den  ganzen  Rand  C  von  S   in  positivem  Sinne 
zu  erstrecken  ist. 

Satz  B).  Den  Voraussetzungen  von  Satz  A)  werde  noch  die 
weitere  hinzugefügt,  daß  S  einfach  zusammenhänge.  Wird  dann  das 
Integral 


(jc,  y) 

(a,6) 


fPdx  +  Qdy 


über  eine  beliebige  in  S  gelegene  reguläre  Kurve  erstreckt,  so  hängt  der 
Wert  des  Integrals  lediglich  von  den  Integrationsgrenzen,  nicht  aber  von 
der  besonderen  Wahl  des  Integratiotmveges  ab.  Die  dadurch  definierte 
Funktion  F(x,  y)  ist  im  Innern  und  am  Rande  von  S  stetig,  und  inner- 
halb S  gelten  die  Relationen: 

dx  ~  ^'  ay  ""  ^' 

Der  Beweis  wird  geführt,  indem  wir,  an  Arbeiten  der  Herren 
Pringsheim  und  Bö  eher*)  anknüpfend,  Satz  B)  vorab  für  einen 
sogleich  näher  zu  definierenden  Bereich  er  von  normalem  Typus 
(Fig.  34)  begründen,  woraus  sich  dann  Satz  A)  für  denselben  Be- 
reich sofort  ergibt.  Auf  Grund  des  vorhin  zitierten  Satzes  vom 
ö.  Kapitel,  §  9  erweist  sich  hierauf  Satz  A)  auch  im  allgemeinen  Falle 

1)  Die  Randkurven  von  S  wollen  wir  uns  zunächst  als  geschlossen  und  im 
übrigen  sich  gegenseitig  nicht  schneidend  denken.  Von  hier  aus  erhält  man 
dann  im  Anschluß  an  den  für  allgemeine  Bereiche  S  geltenden  Satz  von  Kap.  6, 
§  9  leichte  Verallgemeinerungen  Ton  Satz  A). 

2)  Pringsheim,  „über  den  Cauchyschen  Integralsatz*',  Sitzungsher.  d.  k. 
bayer.  Akad.  d.  Wiss.  25  (1895),  S.  ,39.  Davon  unabhängig  Bocher,  Bidl  Am 
Math    Soc.  (2)  2  (1896),  S.  140. 
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ab  richtig,  um  endlich  Satz  B;  aDgancni  henokittii.  bnii 
tduiuveLMr.  imUT  Benatzimg  des  Satzes  rom  \  KapifeeL  §  10.  eine 
Fmiktioa  Fx^y  über  den  Ber&kh  S  ans,  welche  so  bestimmt  wird, 
a;  dafi  sie  sich  eindeatig  und  stetig  in  5  inkL  des  Bandes  rerUlt 
ond  hj  daß  sie  innerhalb  S  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  nach 
z  und  jf  znlaBty  wof^r 


ex 


-Pr 


kr 


-Q 


ist.     Hieraus  erkennt  man,  daß 


iX.f 


Fr,  y)  -  F(a,  h)  ~  f  Pdx  ^  Qdy 


ts 


fl  •» 


ist,  fiber  was  auch  immer  f&r  eine  die  Punkte  (a,  fr »  und  (x,  }ß\  mit- 
einander verbindende  Kurre  integriert  werden  möge,  und  damit  ist  der 
Beweis  fertig.    Gehen  wir  jetzt  zu  den  Einzelheiten  des  Beweises  über. 

DU  FunJäüm  F(x,y)   im  Bereich  6.     Vorerst   handelt    es  sich 
also   um    den  Beweis    tou   Satz  B)  f&r  einen  Bereich  öy  wie  er  in 


TrpuH  L 


Typufl  II. 


Fig.  54- 


Kap.  h,  §  9,  definiert  wird.  Dabei  genügt  es,  den  Beweis  für  die 
ursprüngliche  Orientierung  der  Bereiche  6  zu  liefern,  denn  der  Satz 
bleibt  bestehen,  wie  man  sofort  nachrechnet,  wenn  man  irgend  eine 
der  dort  zur  Erweiterung  des  Bereiches  6  angewandten  Transforma- 
tionen ausführt.  Wir  wollen  den  Beweis  also  zuerst  für  Typus  I 
durchführen.  Im  übrigen  sollen  hier  P^,  Q^  in  den  Randpunkten 
y  —  0,  0  <  X  <  -4  stetig  sein. 

In  den  Punkten  von  ö  werde  eine  Funktion  F{x,  y),  wie  folgt, 
erklärt.  Sei  (|,  r/)  ein  innerer  Punkt  von  6  und  man  fasse  die  den 
Punkt  (0,  0)  mit  diesem  Punkte  verbindende  Linie 


L: 


V-0 


ins   Augf».      Dann    definiere   ich    die   Funktion  F{cc,  y)   zunächst    für 
solche  Punkte  durch  die  Gleichung: 
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(0,0) 

wo  das  Integral  ttber  L  zu  erstrecken  ist.  Wir  wollen  zeigen,  daS 
JP(|,  tj)  in  jedem  inneren  Punkte  von  a  eine  Ableitung  nach  ij,  so- 
wie nach  §  besitzt.    Zu  dem  Zwecke  schreiben  wir  F  in  der  Form: 

F(|,  t})  =fP{x,  0)dx  +JQ{1,  y)dy. 

0  0 

Dann  findet  man: 

0 

Dabei  ist  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  nach  dem 
ersten  Kriterium  vom  3.  Kapitel,  §  8  gestattet. 

Das  letzte  Integral  läßt  sich  noch  wegen  der  Relation  Q^  »  P^ 
auswerten: 

fQÄh  y) dy  -fPy%  y) dy  -  P(6,  ri)  -  P(|,  0). 


0 

Hiermit  erhält  man 


|f-P(|,,). 


Jetzt  knüpfen  wir  an  die  Entwicklungen  von  Kap.  2,  §  3  an. 
Nach  der  3.  Aufgabe  erweist  sich  F(x,  y)  als  stetig  am  Bande  von 
<y,  und  F{x,  y)  werde  nunmehr  daselbst  durch  die  Randwerte  defi- 
niert^ womit  denn  alle  die  Bedingungen  des  letzten  Satzes  jenes  Para- 
graphen erfüUt  sind.     Wir  schließen  daraus,  daß  das  Integral 


l'Pdx+  Qdx, 


(a,*) 


über  eine  beliebige  reguläre  die  Punkte  (a,  6)  und  (x^  y)  miteinander 
verbindende  Kurve  von  a  erstreckt,  mit  dem  Integral 

i  i 

JiF^cp'  +  F^^')ds  =J^^  F{q>,  t)ds, 

0  0 

(wir   behalten  ja    die   Bezeichnungsweise   des   früheren   Paragraphen 
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bei;)  über  die  nämliche  Kurve  erstreckt,  identisch  ist,  und  daher  ist 

fPdx  +  Qdy  «  Fix,  y)  -  F(a,  h). 

Für  Typus  11   tritt  nun   folgende  Modifikation  des  Beweises  ein. 
Als  Kurve  L  wollen  wir  jetzt  die  Linie  nehmen: 


=  a}{x)]  ) 


y  =  fi,  (a;);  J  cö(g)  <y£rj  resp.  i?  ^  y  <  o  (I)? 

wo    w(a:)  =  ^{/'(a;)  +  9?(a?)}    ist.     Dann  wird  F{l^,rj)  als   das  über 
L  erstreckte  Integral  von  Pdx  +  Qdy  definiert,  also  ist 

F{^,  ti)  =/1p  +  Qy]  dx  +  /  'Qdy 

0  o.(«) 


i; 


=  /'[P(ic,cö(a?))+  Q{x,Gi{x))^\x)\dx+j'Q{l,y)dy. 
Hieraus  folgt  zunächst,  wie  früher: 

Dagegen  ist  jetzt  nach  dem  zweiten  Kriterium  von  Kap.  3,  §  8: 

Hier  heben  sich   der  zweite  und  der  vierte  Term   auf,  das  Integral 
wird,  wie  vorhin,  ausgewertet: 


dl 

c 


/QÄ^,  y)  dy  -fPy%  y)  dy  =   P(£,  li)  -  P(g,  Cü  (g;). 

Es  ergibt  sich  somit  auch  in  diesem  Falle,  daß  im  Innern  von  6 

ist.     Von  hier  ab  bleibt  die  frühere  Schlußweise  noch  in  Kraft.  M 

1)  Wir  wollen  doch  noch  darauf  aufmerksam  machen,  daß  der  Fall  von 
Ecken  und  Spitzen  auch  ohne  Benützung  von  Bereichen  a  von  Typus  II  mit 
Leichtigkeit  direkt  erledigt  werden  kann.  Dazu  wird  man  die  Ecken  und  Spitzen 
zunüchst  durch  kurze  Übergangskurven  au88chneiden,  welche  den  Rand  in  der 
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Beweis  von  Satz  A).  Aus  dem  hiermit  erhaltenen  Resultate  er- 
gibt sich  zunächst  Satz  A)  fiir  einen  Bereich  6  unter  der  genannten 
Einschränkung.  Dazu  braucht  man  nur  die  Punkte  (x,  y)y  (a,  b)  in 
ein  und  denselben  Randpunkt  zu  legen  und  dann  als  Verbindungs- 
linie den  ganzen  Rand  zu  nehmen. 

Um  den  Satz  jetzt  allgemein  zu  beweisen,  wird  man  den  Bereich  iS 
nach  Kap.  5,  §  9  in  Bereiche  ö  zerlegen,  um  jeden  dieser  Bereiche 
herumintegrieren,  und  die  also  erhaltenen  Integrale  zusammenaddieren. 
Einerseits  hat  dann  nach  dem  Vorhergehenden  jedes  dieser  Integrale 
und  somit  auch  ihre  Summe  den  Wert  0.  Andererseits  heben  sich 
die  von  den  innerhalb  S  gelegenen  geradlinigen  Begrenzungsstficken 
herrührenden  Bestandteile  der  Integrale  gegenseitig  auf, 

J  (P  sin  V  —  Q  cos  v)  ds  =  —J  (P  sin  v  —  Q  cos  v')rfs, 

0  0 

wo  Vy  V  sich  auf  die  inneren  Normalen  beziehen  und  v  =  v  +  sc  ist. 
Was  an  jener  Gesammtsumme  noch  überbleibt,  macht  nun  gerade  das- 
jenige Integral  aus,  um  dessen  Verschwinden  es  sich  handelt. 

Beweis  von  Satz  B).  Nach  dem  Satze  vom  5.  Kapitel,  §  10, 
läßt  sich  der  einfach  zusammenhängende  Bereich  S  des  zu  beweisenden 
Satzes  in  eine  endliche  Reihe  einfach  zusammenhängender  Bereiche 
*S,.  {i=l,...,N)  entwickeln,  wobei  S^^ö^,  Sj^^S  und  S,.  — /S,_i=»(y^, 
i>l,  ist.  Sei  (a,  6)  ein  beliebiger  Punkt  von  S  und  6^  derjenige 
Bereich  6,  in  welchem  (a,  h)  liegt.  Nach  den  vorausgeschickten  Ent- 
wicklungen gilt  Satz  B)  sodann  zunächst  für  den  Bereich  S^^  6^. 
Durch  den  Schluß  von  n  auf  w  +  1  wollen  wir  nun  zeigen,  daß  er 
auch  für  die  weiteren  Bereiche  Sg, . . .,  5^  ==  S  bestehen  bleibt.  Nehmen 
wir  also  an,  er  gelte  für  S^, . .  .,  S,,  n<i  N,  so  handelt  es  sich  nur 
noch  um  den  Nachweis,   daß  er  für  S^^^  ebenfalls  richtig  ist.     Nun 

Nähe  der  betreffenden  Ecke  oder  Spitze  berühren.  Für  den  also  erhaltenen  Be- 
reich S'  gilt  dann  zufolge  der  nachstehenden  Entwicklungen  sowohl  Satz  A)  als 

(ji  p) 

Satz  B).    Beschränken  wir  uns  auf  Satz  B).     Durch  das  Integ^l    f  Pdx  -\-  Qdy 

(tf,  b) 
wird  also  zunächst  eine   in  allen  Punkten  Ton  S  mit  Ausnahme   der  Ecken  und 
Spitzen  eindeutige  stetige  Funktion  F(a;,  y)  definiert,  wofür  außerdem  im  Innern 
von  S 

dx      ^'        cy       ^ 

ist.  Nach  Kap.  2,  §  3  wird  dann  F{x^  y)  auch  in  den  Ausnahmepunkten  stetig 
und  gleich  dem  Integrale  sein. 
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stößt  aber  6^^^  längs  eines  einzigen  innerhalb  S  gelegenen,  aus  einer, 
zwei  oder  drei  geraden  Strecken  bestehenden  Randbogens  an  S^.  Sei 
C  der  Wert  der  bisher  erst  über  S^  ausgebreiteten  Funktion  F(x,  y) 
in  einem  Punkte  (X,  Y)  dieses  Randes  und  man  breite  ferner  auf 
Grund  des  vorhin  erlangten  Resultates  die  Funktion 

C+  fPdx+Qdy 

(X,  T) 

Über  a^^i  aus,  wobei  der  Integrationsweg  aus  6^^^  nicht  austreten 
darf.  Alsdann  schließt  sich  diese  neue  Funktion  längs  der  ganzen 
gemeinsamen  Begrenzung  von  8^  und  6^^^  an  F{x^  y)  stetig  an  und 
ergänzt  F{Xy  y)  somit,  da  sich  ja  auch  die  Ableitungen  erster  Ordnung 
daselbst  stetig  anschließen,  zu  einer  im  Bereiche  S^^^  allen  Forderungen 
von  Satz  B)  genügenden  Funktion.  —  Hiermit  ist  der  Beweis  von 
Satz  B)  erbracht. 

Zum  Schluß  fügen  wir  noch  den  zu  den  Sätzen  A)  und  B)  um- 
gekehrten Satz  C)  hinzu. 

Satz  C).     Unter  Beibelialtiing   der  Stetigkeitsvoraussetaungen    von 
Satz  A)  verlangen  wir  jetzt,  entweder 

a)  daß 


/• 


sei,  wo  r  eine  "beliebige  einfache  reguläre  geschlossene  Kurve  ist,  welche 
wwr  innere  Punkte  von  S  in  ihrem  Innom  birgt;  oder 

b)  daß  der  Wert  des  Integrals 

(*,  y) 

J^fPdx+Qdy 

(ff,  b) 

nur  von  den  Integratiofisgrenzen,  nicht  aber  vom  Integrationswege  ab- 
hänget)    Alsdann  wird  in  jedem  innem  Punkte  v&n  S  die  Relation 

gelten: 

dP  _  dQ 

dy        dx 

1)  Den  zweiten  Teil  b)  des  Satzes  kann  mau  im  Falle  mehrfach  zusammen- 
hängender Bereiche  allgemeiner  aussprechen,  indem  man  nur  verlangt,  daß  der 
Wert  des  Integrals  J  für  je  zwei  Kurven  S,  fi'  gleich  ausfällt,  welche  zu- 
sammengenommen eine  einfache,  keinen  Randpunkt  von  S  im  Innem  um- 
fassende Kurve  S  bilden.     Hierüber  vergleiche  man  femer  §  4. 

Auch  die  Voraussetzung  a)  kann  durch  eine  engere  ersetzt  werden,  indem 
man  sich  auf  Rechtecke  F  beschränkt,  deren  Seiten  den  Koordinatenachsen  par- 
allel verlaufen;   vgl.  den  erweiterten  M or er a sehen  Satz,  Kap.  7,  §  5. 
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Der  Beweis  des  zweiten  Teils  b)  des  Satzes  ist  im  wesentlichen 
bereits  am  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen  geliefert.  Denn 
dort  hat  man  ja  unter  denselben  Hypothesen  wie  die  gegenwärtigen 
gezeigt,  und  zwar  nach  einer  auch  hier  als  befriedigend  anzusehenden 
Methode,  daß 

ist.  Auf  dieses  Resultat  braucht  man  also  nur  noch  den  Satz  anzu- 
wenden^ daß 

dydx      dxdy 
ist. 

Um  nun  auch  den  ersten  Teil  des  Satzes  zu  beweisen,  sei  {x'^  y") 
ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  S,  und  man  konstruiere  ein  Quadrat: 

welches  (x',  y)  im  Innern  enthält  und  im  übrigen  ganz  innerhalb  8 
liegt.  In  diesem  Quadrat  definiere  man  dann  eine  Funktion  Fi^,  tf) 
genau  so,  wie  im  vorhergehenden: 

F(S,  ri)  ^fP{x,  ß)dx  +fQ%  y)dy. 

Dann  findet  man  sofort,  daß 

ist.     Die  Funktion   2^(|,  i^)   läßt   sich    aber   auch   nach  den  Voraus- 
setzungen   des  Satzes,   wie  folgt,   darstellen,   indem 
man    über   den    anderen   in   der  Figur   angedeuteten 
Weg  L'  integriert: 

F(|,  ri)  ^fQ{a,  y)dy  +fP{x,  ri)dx. 


a 


M 


r     ,     .     /^'^^ 

V        : 

r 

> 

Flg.  35. 


Demgemäß  ist 

^j  =  P(g,  ri),  w.  z.  b.  w. 

Hängt  S  mehrfach  zusammen,  so  bezeichne  man  die  äußere 
Randkurve  mit  f\y  die  übrigen  mit  C^,...,  C^^i-  Wir  können  dann 
den  folgenden  Zusatz  aussprechen. 

Zusatz.  Unter  Beibehaltung  der  Voraussetzungen  von  Satz  A) 
sei  (5^  (^i  =  1, . . .,  n  —  1)  eine  einfache  reguläre  gesMossene  Kurve  des 
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Bereiches  S^  welche  C^  umfaßt  die  übrigen  Kurven  Cj  (j  +  0  ^^^ 
ausschließt    Dann  ist 

fPdx  +  Qdy  ^fPdx  +  Qdy, 

wo  beide  Integrale  in  positiver  Richtung  über  ihre  respektiven  Kurven 
zu  erstrecken  sind. 

In  der  Tat  bilden  C^  und  (S,.  zusammengenommen  die  yollständige 
Begrenzung  eines  ringförmigen  Bereiches  27,  vgl.  Kap.  5,  §  7,  2.  Satz. 
Erstreckt  man  das  Integral  in  positiver  Richtung  (Kap.  b,  §  8)  über 
den  Rand  ^  von  2^,  so  kommt: 

0  -^fPdx  +  Qdy  ^  fPdx  +  Qdy  -fPdx  +  Qdy, 

was  zu  beweisen  war. 

Wir  erwähnen  noch  an  dieser  Stelle  eine  zweite  Form  des  Er- 
gebnisses von  Satz  A),  nämlich: 

(2)  fPdx  +  Qdy  =  2  .f  ^^^  +  Ö^y  • 

C„  1  =  1     Ci 

um  verwandte  Dinge  nicht  voneinander  zu  trennen,  setzen  wir 
hierher  noch  ein  mit  Satz  B)  yerbundenes  Theorem,  dessen  Beweis 
freilich  erst  in  Kap.  5,  §  10  erfolgen  kann. 

Satz  B').  Im  Innern  eines  beliebigen  im  Endlidien  gelegenen^)  ein- 
fa>ch  zusammenhängenden  Bereichs  T  seien  P,  Q  stetige  mit  stetigen 
partiellen  Ableitungen  cP/dy,  cQjdx  versehene  Funktionen,  und  sei  ferner 

cP      dQ 
dy       ex 
Wird  dann  das  Integral 

/'.  y) 

fPdx  +  Qdy 

Über  eine  beliebige  in  T  gelegene  reguläre  Kurve  erstreckt,  so  hängt  der 
Wert  des  Integrals  lediglich  von  den  Iniegrationsgrenzen,  nidd  aber  vofi 
der  besonderen  Wahl  des  Integrationsweges  ab.  Die  dadurch  definierte 
Funktion  F(x,  y)  ist  in  T  stetig,  und  außerdem  ist 

ox  cy        ^ 


1)  Allgemeiner  darf  sich  T  ins  Unendliche  erstrecken,  sofern  der  Rand, 
falls  einer  überhaupt  vorhanden  ist,  nur  nicht  ganz  im  Endlichen  liegt.  Hier 
handelt  es  sich  selbstverständlich  um  die  erweiterte  Definition  eines  einfach  zu> 
■ammenhilngenden  Bereiches,  Kap.  5,  §  7. 
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Den  Satz  B)  haben  wir  bloß  für  den  Fall  ansgesprochen,  daß 
der  Bereich  S  eine  einzige  Randkurve  besitzt.  In  der  Tat  braucht 
er  sonst  nicht  richtig  zu  sein.     Sei  beispielsweise 


P  = 


—  y 


a;«+y«' 


Q- 


X 


x^+y''' 


während  S  aus  dem  Kreisringe 
besteht.     Alsdann  geht  das  Integral 

T—  C  ^^y  —  yj^^ 

(0,0) 

durch  Einführung  neuer  Variabelen: 

X  ^  r  cos  ö,        y  —  r  sin  Ö 


einfach  in 


(/•,  e) 


aber.     Erstreckt  man  es  mithin  über  einen  geschlossenen  Weg,  der 
den  Anfangspunkt  in  positivem  Sinne 
einmal  umkreist,  so  kommt  nicht  0, 
sondern  2ji  dabei  heraus. 

Allgemein  sei  S  ein  regulärer 
Bereich,  welcher  von  n  einfachen  re- 
gulären geschlossenen  einander  nicht 
trefifenden  Kurven  begrenzt  wird.  Dann 
liegen  n  —  1  dieser  Kurven  C', , . . .,  C^^^ 
innerhalb  der  letzten  C„  und  zugleich 
außerhalb  einander.  Vermöge  n  —  1 
Qiiet'schnittCy  also  Kurven,  welche  zwei 
Randpunkte  von  S  miteinander  verbinden  und  sonst  innerhalb  S  ver- 
laufen, kann  man  S  in  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  S' 
verwandeln,  und   zwar  kann  das    auf  mannigfache  Weise   geschehen. 

1)  In  diesen  Paragraphen  stützen  wir  uns  wieder,  wie  in  §  2,  auf  die  An- 
schauung. Wegen  einer  arithmetischen  Behandlung  der  in  Betracht  kommenden 
geometrischen  Tatsachen  wird  auf  das  5.  Kapitel  hingewiesen. 


Fig.  86. 
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Dabei  denken  wir  uns  die  Querschnitte  als  dehnbare  Fäden^  welche 
innerhalb  S  beliebig  verschoben  werden  können,  ohne  jedoch  mitein- 
ander in  Kollision  geraten  zu  dürfen.  Hiemach  sehen  wir  auch  zwei 
verschiedene  Querschnittsysteme  als  äquivalent  an^  wenn  das  eine 
durch  eine  geeignete  Verschiebung  in  das  andere  übergeführt  werden 
kann.  Der  Bestimmtheit  halber  soll  F^  den  Rand  C^  mit  C^  ver- 
binden.^) 

Wir  ziehen  femer  das  Integral 

fPdx  +  Qdy 

in  Betracht^  wobei  P  und  Q  den  Bedingungen  von  Satz  A),  §  3  ge- 
nügen sollen.  Aus  dem  soeben  angeführten  Beispiel  erhellt^  daß  im 
allgemeinen  zu  erwarten  steht,  daß 

(1)  (o,  ^fPdx  +  Qdy 

nicht  verschwindet.  Sei  S^  eine  einfache  reguläre  geschlossene  Kurve 
des  Bereiches  Sy  welche  C^  umfaßt,  dagegen  Cj  (j  +  0  ausschließt. 
Wir  wollen  uns  diese  Kurve  wieder  als  eine  dehnbare  Schleife  denken^ 
welche  in  S  beliebig  verschoben  werden  kann,  wobei  dann  die  Kurven 
Cj, .  .  .,  C^  Hindemisse  vorstellen,  über  welche  C^  nicht  hinaus  kann. 
Nach  dem  Zusätze  von  §  3  haben  wir  dann 

(2)  fPdx+  Qdy^(o„ 

wo  sowohl  das  Integral  (1)  als  das  Integral  (2)  in  positivem  Sinne 
über  die  jeweilige  Kurve  zu  erstrecken  ist,  vgl.  §  1,  gegen  Ende. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  Hauptgegenstande  dieses  Paragraphen, 
—  dem  Verhalten  des  Integrals 

y«,  y) 
^Pdx  +  Qdy 

(a,  ft) 

in  einem  mehrfach  zusammenhängenden  Bereiche  S,  Das  Integral 
stellt  nun  im  allgemeinen  keine  eindeutige  Funktion  mehr  vor.  Unter- 
suchen wir,  in  welcher  Weise  die  Werte  der  Punktion  zu  eindeutigen 
Zweigen  zusammengefaßt  werden  können.     Dazu  wollen  wir  S  vorab 


1)  Hierdurch  wird  zwar  das  Qaerschnittsystem  noch  nicht  eindeutig  be- 
Btinimt.  Indessen  genügt  ein  besonderes  derartiges  System,  um  zu  Anfang  un- 
nütze Allgemeinheit  zu  vermeiden. 
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mittels  eines  der  besonderen  vorhin  besprochenen  Querschnittsysteme 
Fj,...,  r*^«!  in  einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  S'  ver- 
wandeln, um  darauf  den  Integrationsweg  fiir  das  Integral  (3)  auf  S' 
zu  beschränken.^)  Alsdann  stellt  sich  heraus,  daß  sich  die  Werte 
von  J  in  zwei  einander  gegenüberliegenden  Punkten  ein  und  desselben 
Querschnitts  JT,  stets  um  die  gleiche  Größe  o^  voneinander  unterscheiden. 
Denn  diese  Punkte  können  ja  durch  eine  I^  sonst  nicht  treffende 
Kurve  S,.  miteinander  verbunden  werden.  Veranschaulicht  man  sich 
nun  die  auf  besagte  Weise  in  S'  eindeutig  erklärte  Funktion  J  durch 
eine  im  Räume  gelegene  Fläche 

(4)  z  «  J,{x,  y)  ^J'Pdx  +  Qdy 

und  verschiebt  man  diese  Fläche  parallel  zur  ^- Achse  einmal  um  (o^, 
dann  aber  um  —  co,-,  so  kommen  dadurch  stetige  Fortsetzungen  der 
Funktion  (4)  über  den  einen,  sowie  über  den  anderen  Rand  des 
Querschnittes  F^  hinaus  zu  Stande.  Hiermit  schließen  sich  nämlich 
an  den  ursprünglichen  Mantel  z  =  Joi^,  y)  zwei  neue  Mäntel 

z  =  J^{x,  y)  +  cj^,        z^  Jq{x,  y)  —  o,. 

längs  derjenigen  beiden  Ränder  jenes  Mantels  stetig  an,  welche  über 
der  Kurve  F^  im  Räume  verlaufen.  Durch  fortgesetzte  Wiederholung 
dieses  Anhäugens  neuer  Mäntel  entsteht  sonach  eine  stetige  Fläche, 

z=^J{x,y), 

welche  von  einer  Parallelen  zur  ;8r- Achse  unendlich  oft  getroffen  wird*) 
und  den  Gesamtverlauf  der  Funktion  J{Xy  y)  vorstellt.') 

Hiernach  läßt  sich   eine  beliebige  Bestimmung  der  Funktion  J 
in  der  Gestalt  ausdrücken: 


1)  Insbesondere  darf  der  Integrationsweg  teilweise  mit  einem  Querdchnitte  F^ 
zusammenfallen,  er  darf  aber  diese  Kurve  nicht  überschreiten.  Es  ist  bequem, 
die  Querschnitte  als  schmale  Lücken  im  Bereiche  S^  etwa  als  Kanäle  aufzu- 
fassen, um  dann  zwischen  den  beiden  einander  gegenüberliegenden  Ufern  der- 
selben zu  unterscheiden.  Demnach  darf  man  also  noch  längs  eines  Ufers  inte- 
grieren, man  darf  aber  den  Kanal  nicht  passieren. 

2)  Sofern  nicht  insbesondere  alle  cd,.  =  0  sind.  —  Die  Fläche  kann  sich  im 
übrigen  durchsetzen. 

3)  Im  Falle  des  zu  Anfang  des  Paragraphen  erwähnten  Beispiels  ist  die 
Gleichung  dieser  Fläche 

z  =  0^    wo    a5  =  rcoBÖ,    y  =  rsinö. 
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J{x,  y)  =  J^o(^>  y)  +  ^i^i  +  •  •  •  +  a«-i««-i , 
wo  die  a^  ganzzahlige  Werte  haben.     Dabei  denkt  man  sich  J^iXy  t/) 
jedesmal  an  dem  einen  Ufer  eines  Querschnitts  erklärt^  aber  nicht  an 
dem  gegenüberliegenden. 

Insbesondere  folgt  daraus,  daß  der  Wert  des  Integrals 


/ 


Fdx+  Qdy, 

über   eine   beliebige   geschlossene    Kurve    des    Bereiches  S   erstreckt, 
den  Wert 

haben  muß,  wo  die  a^  ganzzahlig  sind.  —  Die   Größen   oji, . . .  (p^_i 
heißen  Periodisfitätsmoduln. 

Gehen  wir  jetzt  zu  einer  beliebigen  Zerlegung  des  Bereichs  S  in 
einen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  mittels  der  Querschnitte 
r*/, .  . .,  f^'^i.  Wird  mit  Jq(x,  y)  diejenige  eindeutige  Funktion  be- 
zeichnet, welche  durch  das  Integral  (3)  unter  Beschränkung  des  Inte- 
grationsweges auf  diesen  Bereich  definiert  wird,  so  unterscheiden  sich 
auch  seine  Werte  an  verschiedenen  Seiten  eines  Querschnittes  F/  stets 
um  die  gleiche  Größe  oj/,  und  zwar  ist 

Die  zweite  Behauptung  erhellt  schon  daraus,  daß  die  beiden  betref- 
fenden üferpunkte   durch  eine  geschlossene,   J^/  sonst  nicht  treffende 

Kurve  E'  des  Bereichs  S  miteinander  verbunden  wer- 
den können.    Betrachtet  man  ferner  ein  zweites  Paar 
von  Uferpunkten  desselben  Querschnitts  jT/,  so  lassen 
sich  diese  offenbar  durch  eine  zweite,  Fl  sonst  nicht 
treffende  Kurve  ß"  miteinander  verbinden,  derart  daß  ß' 
und  S"  die  vollständige  Begrenzung  eines  ringförmigen 
in  S   gelegenen  Bereiches  bilden.    Auf  diesen  Bereich 
wende  man  nun  den  Zusatz  von  §  3,  Ende  an,  indem  man  C^  und  (E,. 
resp.  mit    den  beiden  Randkurven  S'  und  S"  identifiziert.     Hiermit 
ergibt  sich  die  erste  Behauptung.^) 

1)  Ein  zweiter  Beweis  verläuft  so.  Die  beiden  in  Betracht  kommenden 
Werte  von  J'{x^  y)  an  verschiedenen  Seiten  von  Fj-  fallen  ja  mit  Werten  von 
J{x^  y)  in  diesem  Punkte  zusammen  und  unterscheiden  sich  deshalb  schon  von- 
einander um  eine  Größe  von  besagter  Gestalt.  Läßt  man  nun  jenen  Punkt  {x^y) 
die  Kurve  F^  stetig  durchlaufen,  so  muß  sich  die  in  Rede  stehende  Differenz 
stetig  ändern.  Da  die  Koeffizienten  ay  aber  stets  ganzzahlig  ausfallen  müssen, 
kann  die  bewußte  Summe  nur  eine  abzählbare  Menge  verschiedener  Werte  an- 
nehmen, und  daher  vermag  sie  überhaupt  nicht  vom  ursprünglichen  Werte  zu 
weichen. 
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Ahnlich  wie  im  Falle  der  obigen  speziellen  Zerschneidung  wird 
auch  hier  der  Gesamtverlauf  der  Funktion  J  durch  die  Formel  ge- 
geben: 

J(x,  y)  =  JoiXy  y)  +  ai'o/+  •  •  •,+  an-i(On^x, 

wo  die  cf/  ganzzahlige  Werte  haben.     Insbesondere  folgt  hieraus,  daß 

»  1         1'  '        n— In— 1 

ist,  wo  die  «7*^  ganzzahlig  sind. 

Aufgabe.  Seien  P  und  Q  zwei  Funktionen,  welche  in  einem 
Bereiche  S  allen  in  Satz  A)  an  diese  Funktionen  gestellten  Anfor^ 
derungen  genügen.  Überdies  sei  (S<,  r^^  ein  innerhalb  der  Kurve  C^ 
(i  =  1,  •,  w  —  1)  gelegener  Punkt.  Man  zeige,  daß  die  Koeffizienten 
^u  ■  •  7  ^-H-i  dann  stets  so  bestimmt  werden  können,  daß  die  Funktion 


F{x,  //)  =  J{x,  y)  -  c,  arc  tan  ^- 1^^ c„_i  arc  tan  -J ._-J~-  = 


(a,6) 

in  ^  eindeutig  wird,  so  daß  sich  also  J  in  der  Form  darstellen  läßt: 


-^^     ^  /»    Q-r/»  4-an  r  .    _   ..'•. 


J{x,  y)  =^  c,  arc  tan  ?^  __  ^J  +  F{x,  y), 

wo  jPu*,  ^)  in  S  eindeutig  und    stetig   ist   und   stetige   Ableitungen 
erster  Ordnung  besitzt. 
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Fünftes  Kapitel. 

Mengenlehre. 

Einer  Funktion  mehrerer  reellen  Veränderlichen,  sowie  einer 
Funktion  einer  oder  mehrerer  komplexen  Veränderlichen  liegt  ein 
Stück  eines  n-dimensionalen  Raumes  als  Definitionsbereich  zugrunde. 
Dieser  Bereich  kann  sowohl  durch  explizite  Angabe  seiner  Punkte,  — 
z.  B.  durch  eine  Ungleichung,  etwa  im  Falle  n  ^  2 

^*  +  y*  <  a^ 

—  als  auch  vermöge  impliziter  Forderungen  bestimmt  werden.  Zur 
Erläuterung  letzterer  Bestimmungsweise  diene  der  Bereich  einer  Ebene, 
welcher  aus  dem  Inneren  einer  geschlossenen  Kurve  besteht.  Die 
Behandlung  der  Funktion  erfordert  die  Zerlegung  des  Definitions- 
bereiches  —  bleiben  wir  noch  bei  n  =»  2  —  vermöge  Kurven,  welche 
darin  gezogen  werden.  Hierzu,  sowie  zur  zweiten  Bestimmungsweise 
jenes  Bereiches  benötigt  man  eine  ßeihe  von  Sätzen  aus  der  Ana- 
lysis  situs,  deren  Richtigkeit  zwar  aus  Anschauungs-  und  Analogie- 
gründen schon  einleuchtet,  deren  strenge  Begründung  aber  —  sei  es 
auf  arithmetischem,  sei  es  auf  geometrischem  Wege  —  spezielle 
Untersuchungen  erheischt.  Die  ersten  zehn  Paragraphen  des  gegen- 
wärtigen Kapitels  sind  einer  arithmetischen  Behandlung  dieser  Sätze 
gewidmet.  Wegen  des  durchaus  speziellen  Charakters  des  Gegen- 
standes wird  der  Leser,  welcher  jetzt  zum  ersten  Male  an  die 
Funktionentheorie  herantritt,  gut  tun,  die  Beweise  zu  übergehen  und 
sich  bloß  die  Definitionen  und  die  Sätze  zu  merken. 

Hieran  schließt  sich  noch  eine  Besprechung  einiger  weiterer  Be- 
griffe und  Sätze  aus  der  Mengenlehre,  welche  namentlich  durch  zahl- 
reiche zur  Erläuterung  dienende  Beispiele  den  Leser  mit  wichtigen 
Auffassungen  der  modernen  Funktionentheorie  bekannt  machen,  sowie 
ihn  in  den  Stand  setzen  soU,  die  einschlägige  Literatur  leichter  zu 
verfolgen. 

Nachdem  sich  der  Leser  die  Entwicklungen  dieses  Kapitels  zu 
eigen  gemacht  hat,  wird   es  ihm  von  Nutzen  sein,   dem  ersten  Teil 
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von  C.  Jordan,  Cours  d'ancdyse^  Bd.  1,  2.  Aufl.,  1893,  eine  Lektüre 
zn  widmen.  Wegen  der  Literatur  der  Mengenlehre  sei  auf  A.  Schoen- 
flies,  Bericht  über  die  Mengenlehre,  Jahresbericht  der  Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung y  Bd.  8,  1900  verwiesen,  woselbst  auch  die 
hauptsächlichsten  Sätze  dieser  Theorie  in  übersichtlicher  Weise  zu- 
sammengestellt sind. 

§  1.    Kurven. 

a)  Jordansche  Kurven,  Vom  Standpunkte  der  Funktionentheorie 
aus,  wenn  es  sich  um  die  Arithmetisierung  des  Bereichs  der  unab- 
hängigen Yariabelen  handelt,  ist  eine  Kurve  als  eine  Punktmenge 
aufzufassen.  Die  allgemeinste  Klasse  von  einfachen  Kurven,  welche 
wir  auch  mit  dem  Namen  Jordanschen  Kurven^)  belegen  wollen,  wird 
durch  folgende  Definition  eingeführt:  unter  einer  Jordatischen  Kurve 
versteht  man  eine  Punktmenge  (7=  {(^^y)};  deren  Elemente  (x^y) 
ein-eindeutig  und  stetig  auf  das  eindimensionale  Intervall  t^^t^t^^ 
sofern  C  nicht  geschlossen,  auf  die  Punkte  des  Kreises 

(1)  g  -a  cos  Xt,        iy  =  sin  kt, 

falls  C  geschlossen  sein  soll,  abgebildet  werden  können.')  Analytisch 
heißt  das,  daß 

(2)  X  =  fit),        y  =  9(0 

ist,  wo  f{t)  und  (f{ß)  stetige  Funktionen  von  t  sind,  welche  im  ersten 
Falle  für  alle  Punkte  des  genannten  Intervalls  ^o^^^^i  eindeutig 
erklärt  sind.  Im  zweiten  Falle  sind  diese  Funktionen  für  alle  Werte 
von  t  definiert,  sie  lassen  femer  die  primitive^  Periode  ©  =  2;r/A 
zu.     Überdies  besitzen  die  beiden  Gleichungen 

1)  Nach  C.  Jordan,  welcher  diese  Kurven  eingehend  untersucht  hat;  Coura 
d'analyse,  Bd,  1,  2.  Aufl.,  1898,  S.  90. 

2)  Diese  Formulierung  der  Jordanschen  Definition  rührt  von  A.  Hurwits 
her,  Züricher  Vortrag,  1897,  Verhandlungen  des  Ersten  Internationalen  Mathe- 
nuUiker- Kongresses ,  Leipzig,  1898,  S.  102.  Was  die  Stetigkeit  anbetrifiFt,  so 
verlangt  Hurwitz,  daß  beim  Grenzübergange  lim  t  =  t  dei  Bildpunkt  (x^y) 
einer  Grenzlage  (ir,  y)  zustreben  soll,  und  zwar  soll  (x,  y)  eben  derjenige  Punkt 
von  C  sein,  welcher  T  entspricht.  Daraus  schließt  man  leicht,  daß,  wenn  um- 
gekehrt {x^y)  die  einzige  Häufungsstelle  einer  beliebigen  Teilmenge  [x^^y^) 
von  C  ist,  lim  t^  =  i  vorhanden  ist,  sowie  daß  der  Punkt  (x,  y)  dann  dem  Punkte  t 
entspricht  und  somit  zu  C  gehört.  Hiemach  ist  auch  C  abgeschlossen  und 
perfekt. 

3)  D.  h.  jede  Periode  ist  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  co. 

10» 
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wo  (x\  y)  ein  beliebiger  Punkt  von  C  ist,  im  ersten  Falle  nur  eine 
einzige  Lösung  t  =  t\  im  zweiten  Falle  nur  solche*  Losxmgen,  welche 
sich  um  Perioden  voneinander  unterscheiden. 

Umgekehrt  definieren  die  Gleichungen  (2),  sofern  f(t)  und  q>(t) 
den  genannten  Bedingungen  genügen,  eine  einfache  Kurve.^) 

.Zu  beachten  ist,  daß  die  obige  Definition  keine  besondere  Zu- 
ordnung der  Punkte  von  C  den  Punkten  t  bevorzugt.  Im  übrigen 
deckt  sich  die  Gesamtheit  aller  möglichen  Zuordnungen ,  wie  man 
leicht  zeigt,  mit  der  Gesamtheit  der  Transformationen 

(3)  ^  =  Z(0, 

WO  X  6uie  eindeutige  stetige  monotone,  in  keinem  Intervalle  konstante 
Funktion  von  t  ist.  Dabei  spielen  im  Falle  einer  nicht-geschlossenen 
Kurve  zwei  Punkte  derselben,  nämlich  die  Endpunkte,  eine  aus- 
gezeichnete Rolle,  indem  sie  stets  dem  größten  und  dem  kleinsten 
Werte  von  t  entsprechen.  Dieses  Punktepaar  bleibt  also  invariant 
gegenüber  den  Transformationen  (3). 

Eine  zweite  invariante  Eigenschaft  einer  nicht-geschlossenen  Kurve 
besteht  in  der  Anordnung  dreier  Punkte  P,  Q,  E  derselben.  Wir 
sagen,  Q  liegt  zwischen  P  und  JZ,  wenn  entweder  tp<tq<tR  oder 
tR<.tQ<i  tp  ist.  Wie  man  sieht,  liegt  von  drei  Punkten  stets  einer 
zwischen  den  beiden  anderen.  Nach  Ausführung  von  (3)  liegt  dann 
der  transformierte  jenes  mittleren  Punktes  wieder  zwischen  den  beiden 
anderen  transformierten.  —  Im  Falle  einer  geschlossenen  Kurve  liefert 
erst  die  Anordnung  von  vier  Punkten  eine  Invariante. 

b)  Begtdäre  Kurven,  Es  hat  gewiß  begrifflichen  Wert,  die 
Kurven  so  in  die  Analysis  einzuführen,  wie  wir  es  soeben  getan. 
Glücklicherweise  braucht  man  aber  nicht  den  bisherigen  Grad  der 
Allgemeinheit  hinfort  beizubehalten,  es  genügt  vielmehr  für  die  aller- 
meisten Zwecke  der  Analysis,  wenn  man  sich  auf  eine  besondere 
Klasse  von  Kurven  beschränkt,  welche  der  gewohnten  Anschauung 
entsprechen  und   als  regulär  bezeichnet  werden.     Wir  haben  solche 

1)  Bekanntlich  können  die  Gleichungen  (2),  sofern  man  nur  verlangt,  daß 
f(t)  und  (fit)  eindeutig  und  stetig  seien,  eine  Abbildung  der  Strecke  0<^<1 
auf  das  volle  Quadrat  0<a;<l,  0<?/<l  definieren.  Eine  derartige  Ab- 
bildung ist  indessen  nicht  umkehrbar  eindeutig.  Man  vergleiche  Peano,  Matfk, 
Ann.,  Bd.  36  (1890)  S.  167;  Hilbert.  ebenda,  Bd.  38  (1891),  S.  459;  Moore, 
Transactions  Amer.  Math.  Soc.,  Bd.  1  (1900),  S  72. 

Der  äußere  Flächeninhalt  (vgl.  §  12)  einer  Jordanschen  Kurve  braucht  nicht 
gleich  0  zu  sein.  Cf.  Osgood,  „A  Jordan  curve  of  positive  area",  Transactions 
Amer,  Math.  Soc,  Bd.  4  (1903),  S.  107. 
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Kurven  bereits  von  der  Anschauung  aus  in  Kap.  2,  §  2  definiert,  und 
die  Definition  dann  noch  erhärtet.  Im  Anschluß  an  die  gegenwärtige 
arithmetische  Auffassungsweise  soll  jene  Definition  noch  einmal  her- 
gesetzt werden. 

Eine  einfache  Kurve  möge  glatt  heißen,  wenn  sie  eine  überall 
stetig  sich  drehende  Tangente  besitzt,  d.  h.  wenn  sie  sich  so  auf  die 
Strecke  ^o*^^^^!  ^esp.  auf  den  Kreis  (1)  abbilden  läßt,  daß  die  ent- 
sprechenden Funktionen  f(t)^  tp(t)  ausnahmslos  stetige  Ableitungen 
besitzen  und  daß  überdies  für  jeden  in  Betracht  kommenden  Wert 
von  t 

(4)  r{ty+9'itf>^ 

ist.  Nach  der  früheren  Terminologie  deckt  sich  also  die  Definition 
von  glatt  mit  derjenigen  eines  regulären  Kurvenstückes,   Kap.  2,  §  2. 

Eine  reguläre  Kurve  entsteht,  indem  man  eine  endliche  Anzahl 
nicht- geschlossener  glatter  Kurven  stetig  aneinander  reiht.  Wegen 
der  analytischen  Darstellung  derselben  wird  auf  Kap.  2,  %2  verwiesen. 

Eine  reguläre  Kurve  kann  sowohl  einfach  sein  als  auch  mehr- 
fache Punkte  enthalten,  ja  diese  können  sogar  in  unendlicher  Anzahl 
auftreten.  Man  denke  etwa  an  die  aus  den  beiden  glatten  Kurven  a) 
und  b)  zusammengesetzte  Kurve: 


a) 


x  =  t,        -T<t<.T, 


Hierbei  ist  T  =  l/kn  {k  =  einer  natürlichen  Zahl)  zu  nehmen. 

{x  =  2T-ty         T<t<3T, 


b) 


Fallen  zwei  Bestandteile  einer  regulären  Kurve  längs  eines  ganzen 
Bogens  zusammen,  so  kann  man,  ähnlich  wie  bei  den  Riemannschen 
Flächen  (man  vgl.  den  zweiten  Abschnitt),  auch  hier  Riemannsche 
Elemente  einführen. 

Von  grundlegender  Bedeutung  ist  der  folgende  leicht  zu  be- 
weisende 

Satz.  Eine  reguläre  Kurve  läßt  sich  stets  in  eine  endliche  An- 
zahl van  Teübogen  zerlegen,  deren  jeder  in  der  Gestalt  dargestellt  werden 

kann: 

y  =  F{x),     resp.     x^^{y), 

u'cbei  F{x)  resp,  (P(y)  eindeutig  und  nebst  der  ersten  Ableitung  stetig  ist 


150  ^1  ^'  Mengenlehre. 

Wir  werden  später  die  Definition  noch  auf  den  Fall  ausdehnen, 
dafi  die  Kurve  sich  ins  unendliche  erstreckt,  indem  wir  dann  ver- 
langen; daß  sie  im  Endlichen  regulär  verlaufe  und  eine  Asymptote 
besitze,  deren  Richtung  sich  die  Tangentenrichtung  nähert.  Es  zeigt 
sich,  daß  eine  also  definierte  reguläre  Kurve  der  erweiterten  Ebene 
(Kap.  7,  §  9)  diese  Eigenschaft  bei  einer  Transformation  letzterer  durch 
reziproke  Radien  beibehält. 

In  diesem  Kapitel  versteht  man  schlechtweg  unter  einer  Kurve  eine 
Jordansche  Kurve;  sonst  aber  im  Buche  eine  endliche  reguläre  Kurve. 

Aufgabe  1.  Seien  f{t)y  q)(t)  im  Intervalle  a<it<b  stetige 
Funktionen,  und  seien 

Dann  ist  die  Punktmenge   { (x,  y)  ]   abgeschlossen  und  im  allgemeinen 
perfekt 

Aufgabe  2.  Man  untersuche  die  Kurven,  welche  durch  die 
Gleichungen 

«  =  fif)y       y  ==  9>(0 

definiert  werden,  wobei  f{t)  und  q){i)  im  nicht-abgeschlossenen  Intervalle 

eindeutig  und  nebst  den  ersten  Ableitungen   stetig  sind.     Außerdem 
soU  stets 

r(o«+9'(<)*>o 

sein;  auch  sollen  mehrfache  Punkte  nicht  vorhanden  sein,   d.  h.  die 
Gleichungen 

sollen  höchstens  eine  Lösung  t  =  t'  zulassen. 

Als  erste  Beispiele  seien  die  in  Polarkoordinaten  durch  die  Glei- 
chungen gegebenen  Kurven  erwähnt: 

a)  r=l/Ö         0<Ö<oo; 

b)  ö  =  tanr,         Y<r<^. 

§  2.    Das  zweidimenBionale  Kontinuum. 

In  einer  Ebene  sei  eine  Punktmenge  von  folgender  Beschafifen- 
heit  vorgelegt: 

a)  jeder  Punkt  der  Menge  ist  ein  innerer  Punkt,  d.  h.  zu  jedem 
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Punkte  (xq,  y^)  der  Menge  gibt  es  eine  positive  Größe  h,  derart  daß 
alle  Punkte  (Xy  y),  wofür  \x  —  Xq\  <,h,  | y  —  ^o I  "^  ^  ^^^y  ^^^  Menge 
gehören; 

b)  die  Menge  hängt  zusammen,  d.  h.  je  zwei  Punkte  der  Mei^e 
lassen  sich  durch  eine  einfache  reguläre  Kurve  miteinander  verbinden, 
deren  Punkte  sämtlich  zur  Menge  gehören.^) 

Eine  derartige  Punktmenge  nennt  man  ein  zweidimensionales 
Kontinuum.  Wir  werden  es  häufig  in  der  Folge  als  einen  Bereich  T 
bezeichnen ;  doch  wollen  wir  an  dieser  Stelle  nicht  unterlassen,  den 
Leser  darauf  aufmerksam  zu  machen,  daß,  wenn  in  der  Mathematik 
von  einem  Bereich  die  Rede  ist,  die  Frage  stets  vor  allem  entschieden 
werden  muß,  ob  der  Rand  mit  dazu  gerechnet  werden  soU  oder  nicht. 
Im  Falle  eines  Eontinuums  wird  in  der  Analysis  der  Rand  niemals 
einbegriffen,  und  dies  soll  in  der  Folge  auch  von  einem  Bereich  T 
gelten,  sofern  das  Gegenteil  nicht  bemerkt  ist. 

Wegen  der  Definition  von  Umgang,  Häufungssielle,  abgeschlossen, 
perfelct  usw.  vergleiche  man  das  1.  Kapitel,  §  8. 

Analytisch  kann  ein  Bereich  T  dnrch  Ungleichungen  definiert 
werden.     Beispiele : 

1.  das  Innere  eines  Rechtecks: 

a<x<A,        b<y<B', 

2.  das  Innere  eines  Kreises: 


a-r<x<a  +  r,        b  —  Vr^—  {x  —  ay<y<b+  "j/r*  —  (o? '—  a)»; 

3.  das  Innere  eines  Dreiecks  oder  allgemeiner  die  Punkte  {x,  y\ 
deren  Koordinaten  gleichzeitig  den  drei  Ungleichungen  genügen: 

a,x  +  b,y  +  c,>  0,        0  <  !a,|  +  |6J,        i  -  1,  2,  3, 

wobei  noch  vorausgesetzt  wird,  daß  es  wenigstens  einen  Punkt  gibt^ 
für  welchen  die  drei  Relationen  gleichzeitig  bestehen; 

4.  der  Streifen 

a<x<by      f{x)<y<  f(x)  +  ^, 

wo  f{x)  eine  stetige  Funktion  von  x  im  genannten  Intervalle  und  g 
eine  positive  Konstante  bedeutet. 

1)  Dieser  Teil  der  Definition  kann  anders  gefaßt  werden,  indem  man  etwa 
▼erlangt,  daß  die  Verbindungskurve  eine  Jordansche  sei.  Andererseits  genügt 
die  Voraussetzung^,  daß  jene  Kurve  ein  Polygonzug  sei.  Alle  drei  Definitionen 
laufen  auf  ein  imd  dasselbe  hinaus. 
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Zur  Probe  führen  wir  den  Beweis  im  Falle  4.  ans.  Sei  (Xq ,  y^i 
ein  beliebiger  Punkt  des  Streifens;  dann  ist 

/"(^o)<yo</'(^o)  +  ?- 

Man  nehme  eine  positive  Größe  Tc  so  an^  daß  gleichzeitig 

/'(^o)<yo-^s 

yo+*</*(^o)-rr/ 

sei.  Sodann  kann  man  nach 
Kap.  1,  §  4,  Aufgabe  6  eine  po- 
sitive Gh-öße  ö  finden,  derart,  daß 
gleichzeitig 

/'(^)<yo-^s 

bleibt,  sofern  XQ—8<Cx<x^  +  d 
ist.  Bezeichnet  man  die  kleinere  der  beiden  Größen  k,  8  mit  h,  so 
wird  der  Bedingung  a)  der  Definition  genügt. 

um  jetzt  nachzuweisen,  daß  Bedingung  b)  ebenfalls  erfüllt  ist, 
seien  A:  {Xq,  y^)  und  B:  (x^,  yj  irgend  zwei  Punkte  des  Streifens. 
Ist  insbesondere  x^^^x^y  so  lassen  sich  A  und  B  direkt  durch  die 
Strecke 
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yo£y£yi    ^^sp.    y^^y^vo 


miteinander  verbinden.  Sonst  kann  man  die  gesuchte  Verbindungs- 
kurve, wie  folgt,  herstellen.  Sei  Xq  <  .i\.  Von  A  aus  ziehe  man  die 
Kurve 

und  sei  B'i  {x\  y)  der  Punkt,  in  welchem  F  die  Gerade  x  =  ä\  trifft, 
also 


X  =  X 


1? 


y'  =  /"(^i)  +  yo-/X^o)- 


Dann  liegt  F  im  Streifen,  denn  für  F  ist 


und  es  ist  ja 


^<yo-f{^o)<9' 


An  F  füge  man  nun  noch  die  geradlinige  Verbindungsstrecke  B'B 
an,  womit  denn  die  in  Aussicht  gestellte  Kurve  zu  stände  kommt, 
sofern  y  ^  f{x)  eine  regu^e  Kurve  ist. 

Die  Ergänzung  im  allgemeinen  Falle  ist  nicht  schwierig.    Wegen 
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der  gleichmäßigen  Stetigkeit  von  f{x)  im  abgeschlossenen  Intervalle 

f{x)-f{x)    <ri,         'x-x\<ö. 

Dabei  soll  ri  gleich  der  kleineren  der  beiden  Größen  y^  —  f{x^  und 
/^(^o)  +  ^  ~"  ^0  gßsötzt  werden.  Zerlegt  man  nun  das  Intervall 
Xq^x  ^Xy^  durch  die  Punkte  a^^  x^,  •  •  • ,  a^  =  x^  in  eine  endliche 
Anzahl  von  Teilintervallen,  deren  Länge  stets  kleiner  als  ö  bleibt, 
so  kann  man  F  durch  folgende  gebrochene  Linie  ersetzen: 

^  =  «o      f(fli-.d  +  yo  -  /"(^o)  ^  y  ^  /"(«<)  +  yo  -  /"<^^o); 

resp.  /•(«,)  +  yo  ~  /"(^o)  ^  y  ^  /"(c^i-i)  +  yo  -  /X^o)- 

Dazu  wird  noch  der  Punkt  (x^y  y^  gerechnet. 

Der  Leser  wolle  den  Beweis  im  Falle  3.  durchführen,  indem  er 
bemerkt,  daß  jeder  Punkt  der  Verbindungsstrecke  der  beiden  Punkte 

^  -  Si  =  (Ss  -  Si)  ^      y  -  '^1  =  in^  -Vi)  ^7      0£t£i, 

zur  Menge  gehört,  sofern  dies  von  den  Endpunkten  gilt,  da  man 
dann  hat: 

di^  +  6,y  +  c^  =  (ctiii  +  biVi  +  c^t  +  (a^li  +  hni  +  cd  (1  —  0- 

^6r  (fm  Band  eines  Kontinuums.  Der  Rand  eines  Bereiches  T 
kann  aber  noch  ganz  anderer  Natur  sein,  als  man  sich  ihn  gewöhn- 
lich denkt,  wie  folgende  Beispiele  zeigen. 

A)  Der  Bereich  T  bestehe  aus  allen  Punkten  der  oberen  Halb- 
ebene (y  >  0) ,  die  Punkte 


m  j_  f  n  =  1,  2,  • 


ausgenommen.  Hier  gibt  es  isolierte  Bandpunkte,  es  gibt  aber  auch 
Randpunkte,  die  eine  Kurve  bilden,  nämlich  die  Gerade  y  =  0.  Durch 
keinen  Bogen  dieser  Kurve  werden  jedoch  alle  in  der  Nachbarschaft 
desselben  gelegenen  Randpunkte  erschöpft. 

B)  Der  Bereich  T  bestehe  aus  den  Punkten  des  in  der  oberen 
Halbebene  gelegenen  Halbkreises 

x^  +  y^<2b,        0<y, 
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mit  Ausnahme  der  folgenden  Punkte:   in  den  Punkten  der  :r- Achse: 

y  =  0,        a;-0,     1/n,        n  =  ±l,  ±2,  .., 

errichte  man  ein  Lot  auf  derselben  von  der  Länge  1^  und  zwar  nach 
der  Seite  hin,  wofür  y  >  0  ist;  'die  Punkte  dieser  Lote: 

a;  =  0,     1/n,        0<y^l 

sollen  nicht  zu  T  gehören. 

Hier  gibt  es  Randpunkte,  welche  die  merkwürdige  Eigenschaft 
haben,  daß  sich  ein  veränderlicher  Punkt  P  von  T  keinem  davon  als 
Grenzpunkt  stetig  nähern  kann,  ohne  aus  T  herauszutreten.  Fassen 
wir  etwa  den  Punkt 

Ä:  Ä-O,         y  =  ^ 

ins  Auge.  Von  einem  festen  Punkte  0  von  T  aus  kann  ein  Punkt  P 
allerdings,  längs  eines  ganz  in  T  gelegenen  Weges  fortrückend,  in 
eine  beliebig  kleine  vorgegebene  Nachbarschaft  von  Ä  gelangen,  etwa 
in  einen  um  Ä  beschriebenen  Kreis  vom  Radius  d  <  .^.  Das  sei  nun 
einmal  geschehen;  der  Punkt  P  liegt  in  diesem  Kreise.  Jetzt  kann 
man  eine  zweite  Umgebung  von  A  so  wählen,  daß  P,  um  in  diese 
zu  gelangen,  aus  jenem  Kreise  wieder  heraustreten  und  sich  sogar 
von  Ä  um  mehr  als  die  Entfernung  ^  zurückziehen  muß. 

In  diesem  Beispiele  bilden  die  Punkte  von  der  ausgezeichneten 
Eigenschaft  des  Punktes  A  bloß  eine  endliche  Anzahl  regulärer 
Kurvenstücke,  nämlich  eine  einzige  geradlinige  Strecke.  Einen  all- 
gemeineren Fall  erhält  man,  wenn  man  die  Lote  in  den  Punkten  einer 
in  der  Strecke  y  =  0,  — l^a;^l  gelegenen  perfekten,  in  keinem 
Intervalle  dichten  Menge  errichtet.  Ein  Beispiel  einer  solchen  Menge 
wird  später  mitgeteilt,  vgl.  §  12.  Igt  x'  ein  Endpunkt  der  dabei  benutzten 
Intervalle  (n),  und  A  ein  Punkt  (x\  y'),  wo  0  <  y'  <  1  ist,  so  kann 
sich  P  dem  Punkte  A  zwar  von  der  einen  Seite  her  stetig  nähern, 
nicht  aber  von  der  andern.  Ist  dagegen  x'  eine  Häufungsstelle  der- 
artiger Endpunkte,  ohne  selbst  ein  Endpunkt  zu  sein,  so  kann  P 
längs  keines  in  T  gelegenen  Weges  dem  Punkte  A  zustreben. 

Durch  dieses  Beispiel  wird  der  Begriff  eines  Randes  resp.  eines 
Randstückes  nahegelegt,  auf  welchem  Punkte  dieser  merkwürdigen 
Eigenschaft  sogar  überall  dicht  gesäet  sind. 

Wir  schließen  diesen  Paragraphen  mit  einigen  Sätzen  über  Kon- 
tinuen. 

1.  Satz.  Die  Bandpunkte  eines  endlichen  Bereiches  T  bilden  eine 
abifescldossene  PiinJctmenge. 
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2.  Satz.  7^/  C  eine  Kurve,  weiche  ganz  in  einem  Bereich  T  liegt, 
so  hcU  der  Abstand  eines  variäbden  Punktes  derselben  von  den  verschie- 
denen Randpunkten  von  T  ein  positives  Minimum. 

Der  erste  Satz  ist  evident.  Zum  Beweise  des  zweiten  zeigt  man 
allgemein,  wenn  [{x^y)]  xmd  {{x\y')]  zwei  beliebige  abgeschlossene 
Pnnktm  engen  ohne  gemeinsamen  Punkt  sind  und  man  die  untere 
Grenze  der  Entfernung  y{x  —  x')^  +  (y  —  y')*  zweier  Punkte  derselben 
voneinander  mit  x  bezeichnet,  daß  es  dann  stets  einen  Punkt  der 
einen  Menge  (^,y)  und  einen  Punkt  der  anderen  Menge  {x^y')  gibt, 
deren  Entfernung  voneinander  genau  x  betragt.^) 

3.  Satz.  Sei  P  ein  Punkt  eines  Bereichs  T  und  sei  Q  ein  zweiter 
Punkt,  der  T  nidit  angehört.  Verbirgt  man  P  mit  Q  mittels  einer 
Kurve  C,  so  tvird  mindestens  ein  Punkt  von  C  eum  Bande  von  T  ge- 
hören. 

4.  Satz.  Stoßen  zwei  Bereiche,  welche  keinen  gemeinsamen  Punkt 
besitzen,  längs  einer  oder  mehrerer  regulärer  Kurven  zusammen,  so  bilden 
die  inneren  Punkte  dieser  Bereiche  nebst  den  Punkten  der  Kurven  (die 
Efidpunkte  letzterer  ausgenommen)  einen  Bereich  T. 

5.  Satz.  Holen  zwei  Bereiclie  T^  und  T,  einen  gemeinsamen 
Punkt  und  ist  jeder  Bandpunkt  von  2\  entweder  ein  Band-  oder  ein 
äußerer  Punkt  von  T^,  so  liegt  T^  in  Jj. 

Zusatz.  Haben  7\  und  T^  einen  gemeinsamen  Punkt  und  fallen 
edle  ihre  Bandpunkte  zusammen,  so  sind  sie  miteinander  identisch. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  bietet  keine  Schwierigkeit  und  wird 
dem  Leser  überlassen.  Wir  fügen  noch  als  Aufgaben  einige  weitere 
Sätze  hinzu. 

Aufgabe  1.  Sei  P  ein  Punkt  eines  Bereiches  T  und  Q  ein  Punkt, 
welcher  nicht  zu  T  gehört  und  auch  kein  Randpunkt  von  T  ist.  Man 
zeige,  daß  es  dann  einen  Randpunkt  von  T  gibt,  dessen  Abstand  von 
Q  weniger  als  derjenige  des  Punktes  P  von  Q  beträgt. 

Aufgabe  2.  Seien  Ty^,  T^  zwei  Bereiche  ohne  gemeinsamen 
Punkt.     Dann  bildet  die  Gesamtheit  ihrer  Punkte  keinen  Bereich  T. 


1)  Man  vgl.  Jordan,  Cours  d'analyse,  Bd.  1,  2.  Anfl.,  1893,  S.  24,  §  30. 
Das  Wort  parfait  wird  daselbst  im  Sinne  von  abgeschlossen  (nicht  perfekt)  ge- 
braucht. 

Für  die  allgemeinen  Zwecke  der  Analysis  hat  Jordan  den  Begriff  domaine 
(S.  22)  zu  weit  gefaßt,  da  er  z.  B.  die  Punkte  des  Kreises  x^ -\- y'^  ^\  nebst 
der  Geraden  x==l,  0<|y|^l,  sowie  die  aus  den  beiden  Kreisen  a;*  +  2/*  <C  1» 
(x  —  2)'4'!/'^l  zusammengesetzte  Menge  mit  einbegreift. 
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Aufgabe  3.  Haben  zwei  Bereiche  T^,  T^  einen  gemeinsamen 
Punkt,  so  bildet  die  Menge  aller  Punkte,  welche  mindestens  einem 
dieser  Bereiche  angehören,  einen  Bereich  T.  Die  gemeinsamen  Punkte 
von  Tj  und  T^  bilden  ein  oder  mehrere  Kontinuen. 

Aufgabe  4.  Man  zeige,  daß  das  Innere  eines  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  ein  gewöhnlicher  Punkt  oder  eine  Ecke  einer  einfachen 
regulären  Kurve  ist,  bei  passender  Einschränkung  des  Radius  durch 
die  Kurve  in  zwei  Kontinuen  zerlegt  wird. 

§  3.   Darstellung  eines  Bereiches  durch  eine  unendliche  Beihe  von 

Teilbereichen. 

Die  Entwicklung  einer  Funktion  in  eine  unendliche  Reihe  von 
Funktionen  findet  ihr  Analogen  hier  in  dem  folgenden 

Fundamentalsatz.^)  Sei  ein  beliebiger  Bereich  T  vorgdegt.  Dann 
läßt  sieh  eine  Beihc  vrm  Bereichen  T^,  T^,...  angeben y  icddie  sich  einzeln 
aus  Quadraten  zusammensetzen,  ineinander  eingescliactäelt  sind,  und  T 
getiau  ausfüllen.  Genauer  ausgedrückt  haben  die  Teilbereiche  folgende 
Eigenschaften: 

a)  jeder  innere  und  Randpunkt  von  T^  liegt  sowohl  vi  T  als  in  T^^^'j 

b)  jedem  PunJäe  P  von  T  entspricht  ein  Wert  von  n,  für  tvdchen 
P  in  T^  liegt.  ^) 

Wir  denken  uns  den  Bereich  T  in  arithmetischer  Weise  (diesen 
Ausdruck  im  weitesten  Sinne  verstanden,  vergleiche  die  Beispiele  des 
vorhergehenden  Paragraphen)  festgelegt;  dann  kann  der  Bereich  T^ 
durch  eine  endliche  Anzahl  von  Ungleichungen  bestimmt  werden^ 
denn  er  setzt  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Quadraten  zu- 
sammen, und  ein  Quadrat  läßt  sich  ja  durch  Ungleichungen  erklären. 

Sei  T  zunächst  endlich,  und  man  fasse  einen  Punkt  0  von  T  ins 
Auge.     Durch  die  Geraden 

^  =  2"'         ^==2"'         m,  w  =0,  ±  1,  ±2,  .-. 
werde  die  Ebene  in  ein  Quadratnetz  eingeteilt.    Bei  geeigneter  Wahl 

1)  Wir  denken  uns  den  Bereich  T  als  ein  Kontinuum,  doch  gilt  der  Satz 
auch  für  jeden  Bereich,  welcher  ans  den  Punkten  eines  Kontinuums  nebst  einigen 
oder  auch  allen  Kandpunkten  desselben  besteht.  Andererseits  kann  man  die 
Bereiche  T^,  t^  sowohl  als  Kontinuen  wie  als  Bereiche  S^  Kap.  2,  §  2  auffassen. 
Dabei  wird  man  in  den  Bedingungen  a)  und  b)  das  Wort  in  durch  innerhalb 
zu  ersetzen,  sowie  unter  P  einen  innem  Punkt  von  T  zu  verstehen  haben. 

2)  Der  Bereich  T,,  entspricht  der  Summe  ««  der  ersten  n  Glieder  der  un- 
endlichen Keihe.  nicht  dem  einzelnen  Gliede  u^  derselben. 
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von  n  =  Hq  kann  man  dann  erreichen,  daß  einige  der  Quadrate 
Qi)  Q29 '  '7  Qk  inklusive  ihrer  Ränder  in  T  liegen  und  daß  überdies 
der  Punkt  0  im  Innern  oder  auf  dem  Rande  eines  derselben,  welches 
wir  t  nennen  wollen,  liegt.  Die  Quadrate  Q^,  •  •  • ,  Qj^  bilden  eine 
endliche  Anzahl  zweidimensionaler  Kontinuen,  die  nirgends  überein- 
ander greifen,  die  aber  im  allgemeinen  gemeinsame  Randstücke  be- 
sitzen werden.  Gehen  wir  vom  Bereiche  t  aus  und  sehen  wir  zu,  ob 
ein  zweites  Quadrat  Q-  längs  einer  ganzen  Seite  daran  grenzt.  Falls 
es  ein  solches  gibt,  so  werde  dasselbe  auf  Grund  des  4.  Satzes  von 
§  2  an  diesen  Bereich  angefügt.  Dadurch  entsteht  ein  neuer  Be- 
reich ^j,  der  ebenso  wie  i  inklusive  seines  Randes  in  T  liegt  und 
über  keines  der  übrigen  k  —  2  Quadrate  hinübergreift.  Am  Bereiche 
ti  wird  jetzt  dieselbe  Überlegung  wieder  angestellt  und  t^  wird  so 
womöglich  durch  eines  der  k  —  2  übrig  gebliebenen  Quadrate  zu 
einem  Bereiche  ^  ergänzt,  welcher  ähnlich  beschaffen  ist  wie  t  und  t^. 

Wiederholt  man  diesen  Schritt,  so  gelangt  man  schließlich  zu 
einem  Bereiche  Tq,  der  den  Punkt  0  enthält,  sich  aus  den  Quadraten 
Qi7  ' '  '  y  Qk  ^^^-  ^^^  einem  Teil  derselben  zusammensetzt,  und  nebst 
seinem  Rande  (der  inzwischen  in  mehrere  Stücke  zerfallen  sein  kann) 
in  T  liegt.  Dieser  Bereich  bildet  nun  das  erste  Glied  der  Reihe. 
Wie  man  leicht  erkennt,  ist  er  unabhängig  von  der  Reihenfolge,  in 
welcher  die  einzelnen  Quadrate  angehängt  werden,  nicht  aber  von  der 
Wahl  des  Punktes  0.  Jedem  Randpunkte  P  von  Tq  entspricht  min- 
destens ein  Randpunkt  von  T,  der  höchstens  um  die  Größe  2~'*'>}/2 
von  P  absteht.  Sei  h^  die  kleinste  Entfernung  von  einem  Punkte 
des  Randes  von  Tq  bis  zu  einem  Punkte  des  Randes  von  T  (vgl.  den 
2.  Satz  von  §  2).  Dann  ist  0<Äi^2-"o.  Nach  der  1.  Aufgabe 
von  §  2  steht  jeder  Punkt  des  Bereiches  Tq  um  mehr  als  h^  vom 
Rande  des  Bereiches  T  ab. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Herstellung  des  zweiten  Bereiches  T^. 
Indem  wir  die  Einteilung  der  Ebene  in  Quadrate  weiter  fortsetzen, 
wählen  wir  n  ^  n^  so,  daß  die  Diagonalen  der  Quadrate  des  Netzes 
kleiner  als  \  ausfallen  —  es  muß  also  2~''»)/2<Ai  sein  —  und 
richten  unser  Augenmerk  auf  die  neuen  Quadrate  Q^',  -  -  - ,  Q'i,',  welche 
in  T,  aber  nicht  in  Tq  liegen.  An  jeden  Randpunkt  von  Tq  muß 
dann  mindestens  ein  solches  Quadrat  stoßen,  wie  der  Leser  streng 
arithmetisch  nachweisen  kann.  Und  nun  wird  man,  von  Tq  ausgehend, 
diesen  Bereich  durch  sukzessive  Adjungierung  von  Quadraten  Q'  ge- 
rade so  erweitem,  wie  vorhin  beim  Bereiche  t  geschehen  ist.  Das 
Ergebnis  wird  ein  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Quadraten  Q,  Q' 
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bestehender y  mit  seinem  Rande  in  T  gelegener  Bereich  I\  sein,  in 
welchem  Tq  nebst  seinem  Rande  liegt,  nnd  welcher  femer,  analog 
wie  Tq,  so  beschaffen  ist,  daß  jedem  Randpunkte  P  von  T^  minde- 
stens ein  Randpunkt  von  T  entspricht,  der  höchstens  um  die  Größe 
2""»y2  von  P  absteht. 

Sei  femer  h^  die  kleinste  Entfernung  von  einem  Punkte  des 
Randes  von  T^  bis  zu  einem  Pimkte  des  Randes  von  T.  Dann  wird 
man  einen  Bereich  T^  in  ähnlicher  Weise  herstellen,  wie  soeben  Tj. 
Durch  fortgesetzte  Wiederholung  des  Verfahrens  entspringt  hiermit 
eine  unbegrenzte  Folge  von  Bereichen  jP^,  Tj,  •  •,  deren  alle  der  For- 
demng  a)  des  Satzes  entsprechen,  und  es  erübrigt  also  nur  noch  zu 
zeigen,  daß  auch  der  Forderung  b)  Genüge  geleistet  wird. 

Dazu  verbinde  man  0  mit  P  durch  eine  in  T  verlaufende  Kurve  C 
und  bezeichne  mit  h  die  kleinste  Entfernung  von  einem  Punkte  von  C 
bis  zum  Rande  von  T  (vgl.  §  2,  2.  Satz).  Nimmt  man  dann  k  so^ 
daß  2"**]/2  <  h  wird,  so  wird  C  ganz  im  Bereiche  T^  liegen.  In 
der  Tat,  würde  C  aus  T^  heraustreten,  so  müßte  C  nach  dem 
3.  Satze  von  §  2  einen  Randpunkt  A  von  T^  enthalten.  Demnach 
gäbe  es  einen  Randpunkt  von  T,  dessen  Abstand  von  Ä  höchsten» 
2~'"it]/2  betragt  und  somit  kleiner  als  h  wäre.  Mit  diesem  Wider- 
spruch schließt  der  Beweis  des  Satzes  im  Falle  eines  endlichen  Be- 
reiches T. 

Erstreckt  sich  T  dagegen  ins  Unendliche,  so  sieht  man  leicht,, 
wie  die  nötige  Ergänzung  zu  bewerkstelligen  ist.  Man  könnte  etwa 
eine  Reihe  konzentrischer  Kreise  mit  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte  O 
und  den  Radien  jß  =  1,  2,  •  •  •  nehmen  imd  dann  bei  jedem  Schritte 
des  Verfahrens  alle  solchen  Quadrate  Q,  aber  auch  nur  diese,  in  Be- 
tracht ziehen,  welche  innerhalb  des  n****  Kreises  liegen. 

Indem  wir  die  Entwicklungen  von  §§  6,  7  antizipieren,  fügen 
wir  noch  die  folgende  Ergänzung  des  vorstehenden  Satzes  hinzu. 

Der  Band  eines  beliebigen  T^  besteht  aus  einer  endlicltefi  Anzald 
regulärer  Kurven  (Polygonzüge),  welcJie  höchstens  eine  endliche  Anzahl 
von  Doppelpunkten  besitzen. 

Die  äußeren  Punkte  von  T^  bilden  k  Kontinuen,  Ij,  •••,  Ijt, 
wovon  das  eine  aus  dem  Äußeren  einer  einfachen  regulären  geschlossenen 
Kurve  (§  6 )  besteht;  jedes  der  übrigen  madit  das  Innere  einer  solchen 
Kurve  aus. 

Wir  bemerken  vorerst,  daß  jede  zum  Rande  von  T^  gehörige 
Quadratseite  ein  zu  T^  gehöriges  Quadrat  von  einem  nicht  zu  T^  ge- 
hörigen Quadrat  trennt,  wie  aus  der  Entstehungsweise  von  T^  sofort 
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ersichtlich  ist.  Fangen  wir  mit  einer  beliebigen  Quadratseite  an, 
welche  zum  Rande  von  T^  gehört.  Dann  reiht  sich  mindestens  eine 
zweite  solche  Quadratseite  ans  Ende  dieser^  —  welches  Ende  wir 
nehmen y  ist  da  gleichgültig.  An  letztere  hängen  wir  wieder  eine 
dritte  Quadratseite  des  Randes  an,  und  wiederholen  den  Schritt  Da 
der  ganze  Rand  von  1\  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  solchen 
Quadratseiten  besteht,  so  muß  die  Fortsetzung  des  Prozesses  schließlich 
zu  einer  Quadratseite  führen,  welche  bereits  einmal  angetroffen  ist. 
Hiermit  stellt  sich  eine  einfache  reguläre  geschlossene  Kurve  r\  ein, 
welche  ganz  zum  Rande  von  T^  gehört  und  die  Ebene  nach  §  6  in 
zwei  Eontinuen  zerlegt.  Nach  dem  1.  Satze  von  §  7  liegt  T^  ganz 
auf  einer  Seite  von  F^,  also  entweder  ganz  im  Innern  oder  ganz 
außerhalb  dieser  Kurve.  Das  auf  der  anderen  Seite  von  F^  gelegene 
Kontinuum  möge  mit  %^  bezeichnet  werden. 

Ist  der  Rand  von  T^  hiermit  noch  nicht  erschöpft,  so  fange  man 
mit  einer  weiteren  zur  Begrenzung  gehörigen  Quadratseite  s  an  und 
wiederhole  den  obigen  Prozeß.  Entweder  erhält  man  auf  diese  Weise 
wiederum  eine  einfache  reguläre  geschlossene  Kurve  JT,,  welche  ganz 
zum  Rande  von  T^  gehört  und  die  Ebene  in  zwei  Kontinuen  zerlegt, 
wovon  das  eine,  Xj,  ganz  außerhalb  T^  imd  %^  liegt;  oder  aber  man  stößt 
auf  einen  Punkt  von  I\,  Im  letzteren  FaUe  wollen  wir  zu  s  zurück- 
kehren und  vom  anderen  Ende  dieser  Seite  ausgehen.  Dann  können  wieder 
dieselben  beiden  Fälle  eintreten.  Ergibt  sich  nun  hier  eine  einfache 
reguläre  geschlossene  Kurve,  F^,  so  hat  man  im  wesentlichen  den 
früheren  Fall  vor  sich,  da  F^  die  Ebene  in  zwei  Kontinuen  zerfällt, 
wovon  das  eine,  %^y  ganz  außerhalb  7^,  %y  liegt.  Trifft  dies  indessen 
nicht  zu,  so  wird  man  wieder  zu  Fj  zurückgeführt.  In  diesem  Falle 
müssen  aber  die  beiden  auf  F^  erhaltenen  Endpimkte  der  bewußten 
Kurve  zusammenfallen.  Denn  sonst  läßt  sich  aus  dieser  Kurve  und 
einem  Bogen  C  von  Fj  wieder  eine  einfache  reguläre  geschlossene 
Kurve  zusammensetzen,  die  zum  Rande  von  T„  gehört  imd  die  Ebene 
in  zwei  Kontinuen  zerlegt,  wozu  das  eine  %  außerhalb  T^,  %^  liegt. 
Hiermit  stoßen  wir  aber  auf  einen  Widerspruch,  indem  sowohl  %^  als 
X  an  C  grenzen,  und  zwar  von  verschiedenen  Seiten  her,  da  % 
außerhalb  %^  liegt.  Wir  erhalten  also  auch  in  diesem  FaUe  eine 
einfache  reguläre  geschlossene  Kurve  Fj  von  der  früheren  Beschaffen- 
heit, nur  hat  diese  jetzt  einen  Punkt  mit  Fj  gemeinsam.  Hier  bilden 
F^  und  Fg  zusammengenommen  eine  reguläre  geschlossene  Kurve  mit 
einem  Doppelpunkte. 

Sollten  noch  Randpunkte  von  T^  vorhanden  sein,  so  werden  wir 
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wieder  in  derselben  Weise  rerfahren.  Es  kann  jetzt  Torkommea.  daß 
die  schrittweise  hergestellte  Karre  L  mit  einem  Endpunkte  ^  an  i\ 
and  mit  dem  anderen  Endpunkte  A^  an  F«  heranreicht.  Haben  P^ 
and  i^  keinen  gemeinsamen  Punkt.  —  sonst  unterscheidet  sich  ja 
der  Fall  nicht  wesentlich  Ton  einem  bereits  behandelten^  —  so  wird 
man  L  von  A^  aus  weiter  fortsetzen.  Dies  ist  sicher  möglich^  da  in 
diesem  Falle  vier  zum  Rande  Ton  T^  gehörige  Quadratseiten  in  A^ 
zusammenstoßen,  wovon  bisher  erst  drei  in  Betracht  kamen.  Dann 
muß  L  entweder  in  sich  selbst  oder  in  einem  Punkte  von  F«  schließen, 
und  im  letzteren  Falle  muß  dieser  Punkt  eben  der  Punkt  A^  sein. 
In  allen  Fallen  stellt  sich  also  eine  weitere  einfache  reguläre  ge- 
schlossene Kurre  F,  Ton  der  bewußten  Beschaffenheit  ein. 

Wenn  mehrere  getrennte  Kurven  F,,  •  •  •,  F,  vorliegen,  erfahrt 
die  Schlußweise  nur  insofern  eine  Modifikation,  daß  die  Kurve  L  mehr 
als  zwei  Kurven  F)  antreffen  kann,  ehe  sie  schließt.  Hiermit  ist  denn 
der  Satz  völlig  bewiesen. 

Hänfß  der  BereicJi  T  einfadi  zusammen  (vgl.  unten,  §  7),  so  wird 
auch  jeder  T^  einfach  zusammenhängenj  sofern  man  nur  den  einen  Fall 
aussddießty  daß  T  sich  ins  Unendlidte  erstreckt  und  dabei  einen  ifn 
Endlichen  befindlichen  Rand  hat. 

Sollte  T^  nämlich  mehrfach  zusammenhängen,  so  wird  sein  Rand 
zum  Teil  aus  einer  einfachen  regulären  geschlossenen  Kurve  bestehen, 
innerhalb  deren  Randpunkte  von  T  liegen.  Da  nun  aber  auch  außer- 
halb dieser  Kurve  Randpunkte  von  T  liegen,  so  wird  man  hiermit 
zu  einem  Widerspruch  geführt. 

Aufgabe.  Gegeben  seien  ein  Bereich  T  und  eine  beliebig  kleine 
positive  Größe  e.  Dann  läßt  sich  n  so  bestimmen,  daß  ein  vor- 
gegebener Randpunkt  von  T  um  weniger  als  a  von  einem  Randpunkt 
von  T^  absteht.  Gilt  der  Satz  gleichmäßig  für  den  ganzen  Rand 
von  T  im  Falle  T  endlich  ist? 


§  4.     Vorbereitungen  zuni  Beweise  des  Hanptsatses  von  §  6. 

Die  Anschauung  zeigt,  daß  einfach  gestaltete  geschlossene  Kurven, 
wie  z.  B.  ein  Kreis  oder  ein  Quadrat,  die  Ebene  in  zwei  Teile,  — 
in  ein  inneres  und  in  ein  äußeres  Gebiet,  —  zerlegen,  und  man  über- 
trägt diesen  Satz  allgemein  auf  alle  geschlossenen  Kurven,  sofern  sie 
sich  selbst  nicht  überschneiden.  Allein  fQr  die  Polygone  ist  der  Satz 
schon  nicht  mehr  anschaulich,  denn  man  kann  sich  ja  nur  von  einer 
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äußerst  beschränkten  Klasse  von  Polygonen  eine  deutliche  Vorstellung 
machen.  In  der  Tat  beruht  der  Sat^  selbst  für  die  allgemeinen  ein- 
fachen Polygone  bloß  auf  einem  Analogieschlüsse. 

In  der  Analysis  ist  dieser  Satz  von  grundlegender  Bedeutung. 
Für  ihre  Zwecke  genügt  es,  ihn  in  folgendem  Umfange  auszusprechen: 
Eine  einfache  regidäre  geschlossene  Kurve  teilt  die  Ebene  in  zwei 
BereicJie.  Wir  haben  uns  in  diesem  und  den  beiden  folgenden  Para- 
graphen mit  einem  arithmetischen  Beweise  desselben  zu  beschäftigen, 
welcher  von  Hm.  L.  D.  Am  es  herrührt  und  wegen  Strenge  und  Ein- 
fachheit wohl  als  befriedigend  angesehen  werden  kann.^) 

Definition  der  Strecken.  Unter  einer  Strecke  91  verstehen  wir  die 
aus  der  regulären  Kurve 

x  =  f(t)  ^aj  +  a^ 
y-(p(t)^b,t  +  bj' 

nty  +  q>\ty^a,^  +  b,^>o 

bestehende  Punktmenge    {(x,  y)},    der   wir   noch   ein  weiteres,    geo- 

1)  Bisher  war  meines  Wissens  nur  ein  Beweis  des  Satzes  bekannt,  und 
zwar  derjenige  des  Hrn.  Schoen flies:  Göttinger  NcLchrichten^  1896,  S.  79; 
der  Satz  wird  daselbst  nicht  ganz  in  dem  Umfange  des  Textes  bewiesen.  Hm. 
Schoen  flies  gebührt  auch  das  Verdienst,  die  Notwendigkeit  eines  arithmeti- 
schen Beweises  für  die  Analysis  zuerst  hervorgehoben  zu  haben.  An  Einfachheit 
läßt  jedoch  sein  Beweis  zu  wünschen  übrig.  Um  einen  geometrisch  so  nahe 
liegenden  Satz  arithmetisch  zu  begründen,  bieten  sich  n&mlich  in  der  Regel 
mehrere  Wege  dar.  Schlägt  man  einen  bestimmten  davon  ein,  so  kann  es  einem 
leicht  begegnen,  daß  man  bald  in  ein  Gestrüpp  von  geometrischen  Tatsachen 
gerät,  deren  jede  eine  besondere  Arithmetisierung  erfordert,  so  daß  man  sich 
genötigt  sieht,  den  Angriff  von  einer  anderen  Seite  zu  versuchen.  Im  vor- 
liegenden Falle  führt  der  Weg,  den  Hr.  Ames  gegangen  ist,  direkt  zum  Ziele; 
man  vergleiche  Ames^  Bulh  Amer.  Math.  Soc.  2.  Reihe,  Bd.  10  (1904),  S.  301, 
sowie  Amer.  Journ.  of  Math ,  Bd.  27  (1905).  Andere  Beweise  sind  später  von 
G.  A.  Bliss,  Bull.  Amer.  Math.  Soc,  2.  Reihe,  Bd.  10,  (1904),  S.  398  und  von 
0.  Veblen,  Transactions  Amer.  Math.  Soc.,  Bd.  5  (1904),  S.  866,  sowie  ebefida 
Bd.  6  (1905)  gegeben  worden.  Der  Veblensche  Beweis  «ist  ein  geometrischer 
und  beruht  direkt  auf  dem  von  Hrn.  Veblen  in  der  zuerst  genannten  Abhand- 
lung aufgestellten  Systeme  von  Axiomen  der  Geometrie.  Indessen  ziehen  wir 
hier  eine  arithmetische  Behandlung  deshalb  vor,  weil  sich  der  Leser  hierbei  mit 
neuen  Begriffen  und  Beweismethoden  wenig  zu  plagen  braucht,  er  gelangt  mit 
seinen  analytisch  definierten  regulären  Kurven  und  den  ihm  geläufigen  Beweis- 
methoden bequemer  zum  Ziele. 

Es  sei  noch  auf  die  Untersuchungen  von  C.  Jordan,  Cours  d'analyse, 
Bd.  1,  2.  Aufl.,  1893,  S.  90  verwiesen,  wo  der  Satz,  unter  Annahme  seiner 
Richtigkeit  für  Polygone,  allgemein  für  Jordansche  Kurven  (§  1)  begründet 
wird.  Jordan  beweist  hiermit  mehr  als  die  Funktionentheorie  gebraucht; 
dagegen  macht  er  Voraussetzungen,  welche  diese  Theorie  streng  begründet 
wissen  will. 

Osgood,  Funktionentheorie.  L  3.  Aufl.  11 
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metrisch  dem  Sinne  der  Strecke  entsprechendes  Merkmal  beifügen^ 
indem  wir  zwischen  den  beiden  Permntationen  der  extremen  Punkte  Ä: 
(%>  .Vo)  ^^^  ^'  (p^i>  Vi)  imterscheiden: 

Der  Punkt  (xQ^y^)  heißt  der  Anfang,  und  (x^,  yi)  heißt  der  EndpunJä 
der  Strecke.  Diesen  entsprechen  in  beliebiger  Reihenfolge  die  Para- 
meterwerte ^Q,  ^1. 

Zwei  Strecken  31  -  [{x^,  y^),  (x^,  yj]  und  r  «  [«,  yo),  (a;/, y/)] 

heißen  einander  gleich,  wenn 

'         '  ff 

Xi      Xq^  x^       Xq,        y^      Vo^  yi  ~  Vo 

ist.     Sie  heißen  einander  entgegengesetzt  gleich,  wenn 

ist;  in  Zeichen:  ?l  =81 '  resp.  Ä  =  —  31'.     Es  ist  insbesondere 

[A,  B]  =  -  [B,  AI 

Unter   der   Länge   einer   Strecke   versteht   man   die    Entfernung 
zwischen  ihren  Endpunkten: 


Definition  des  Winkels.  Den  Winkel  zwischen  zwei  Strecken 
faßt  man  in  der  Geometrie  als  die  Figur  auf,  weiche  durch  gleiche 
Strecken  mit  gemeinsamem  Anfang  gebildet  wird,  imd  man  ordnet 
demselben  eine  Zahl  zu,  welche  man  dann  als  das  Winkelmaß  oder 
schlechtweg  als  den  Winkel  bezeichnet.  Diese  Zahl  definieren  wir^ 
wie  folgt:  Unter  dem   Winkel  zwischen  zwei  Strecken 

'ü  -  [(a-o,  Vo),  (^\ ,  yi)J     und     21'  =  {{x^,  y,'),  (x,',  y,')], 
in  Zeichen»)  ö  =  ^(5l^5(')^ 

versteht  man  jede  Lösung  8  der  beiden  simultanen  Gleichungen^; 

yi  -  yo    -  (^1  -  «o)  , 

^1  -  ^0       Vi-  yo 


cos  6  =  X 

(1) 

sin  ö  =  X 


/         /  ff} 

'^1  "~  ^0  Z/i  ~  J/o    I 


1)  Haben  die  Strecken  ?t=  [^,  B]  und  51'=  [^',  JS"]  die  Anfangspunkte  A 
und  A'  gemein:  A  =  A\  so  wird  auch  ö  =  <CJBJ.jB'  geschrieben. 

2)  Hierbei  dari'  man  sich  selbstverständlich  nicht  auf  die  geometrische 
Definition  von  sin  0,  cos  6  stützen.  Wegen  einer  arithmetischen  Definition 
dieser  Funktionen  sei  auf  Kapitel  12,  §  5  verwiesen. 
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wo 

ist.  Doch  greift  man  häufig  bloß  eine  Lösung  heraus  und  nennt 
diese  schlechtweg  den  Wert  des  Winkels.  Bei  dieser  Definition  treten 
die  beiden  Strecken  unsymmetrisch  auf;  vertauscht  man  sie^  so  wechselt 
der  Winkel  sein  Vorzeichen: 

^  («, «')  =  -  ^  («',  %). 

Zwei  gleiche  Strecken  bilden  denselben  Winkel  mit  einer  gegebenen 
Strecke  und  den  Winkel  0  miteinander;  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Strecken  bilden  den  Winkel  tc  miteinander. 

Vermöge  der  Funktionaleigenschaften  der  analytisch  definierten 
trigonometrischen  Funktionen  (vgl.  Kapitel  12^  §  5  et  seq.)  begründet 
man  fQr  die  also  eingeführten  Winkel  die  gewöhnlichen  geometrischen 
Eigenschaften,  zum  Beispiel: 

^  (21,  fö)  +  ^  («,  6)  =  ^  («,  e). 

Der  vorstehenden  Definition  zufolge  wird  der  von  den  Strecken 


Sl: 
und 

9(': 


x^a^t+a^\  (q  ^  t  ^ // 


':\ 


fj^b,'t+Wi  a/«+V*>0 


gebildete  Winkel  Ö  =  ^(?l,  81'),  falls  der  Parameter  t  so  gewählt 
ist,  daß  der  Anfang  (Xq,  y^)  und  der  Anfang  {Xq,  y^')  den  Parameter- 
werten (q  resp.  (q  entsprechen,  mittels  der  Koeffizienten  a,  ft,  usw. 
durch  die  Formeln  ausgedrückt: 

und  hängt  somit  nur  von  den  Koeffizienten  von  t,  nicht  von  den 
konstanten  Tennen  ab. 

Halbstrahlen.     Unter  einem  HalhstraJd  versteht  man  die  aus  den 
Punkten  (x,  y): 


y^b,t+hj       ai«  +  V>0 

11* 
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bestehende  Punktmenge  { (a:,  y) } .  Durch  den  Anfang  Ai  (Xq,  y^),  welcher 
dem  Parameterwerte  t  ^  t^  entspricht,  und  einen  beliebigen  zweiten 
Punkt  (x^y  yi)  d^s  Halbstrahls  wird  eine  Strecke  [(Xq,  y^),  (x^,  y^)] 
definiert,  und  alle  derartigen  Strecken  bilden  den  Winkel  0  miteinander. 
Den  Winkel  zwischen  zwei  Halbstrahlen  bzw.  zwischen  einem  Halbstrahl 
und  einer  Strecke  definieren  wir  nun  als  denjenigen  Winkel,  welcher 
entsteht,  wenn  man  jeden  der  beteiligten  Halbstrahlen  durch  eine  auf  die 
soeben  erklärte  Weise  ihm  zugeordnete  Strecke  ersetzt  und  den  Winkel 
zwischen  diesen  Strecken  nimmt.  Wie  man  sieht,  wird  der  Winkel 
auch  in  diesem  Falle  durch  die  Formeln  (2)  gegeben. 

Insbesondere   bildet  die  Strecke  bzw.  der  Halbstrahl  ^   mit  der 
positiven  a:- Achse  einen  Winkel  a,  wo 

(3)  cos  a  = ? ,         sin  a  =  * 


Ein  Halbstrahl  wird  somit  durch  den  Anfang  A:  (Xq^  yg)  und  den 
Winkel  a,  (3)  bestimmt. 

Invariante  EigenscJiaften.  In  der  Geometrie  bedient  man  sich 
a)  einer  starren  Bewegung  der  Ebene  in  sich,  b)  einer  Transforma- 
tion von  einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  auf  ein  zweites 
solches,  wobei  die  Ordinatenachse  gegen  die  Abszissenachse  im  neuen 
System  ebenso  orientiert  ist  wie  im  alten.  Beide  Transformationen 
drücken  sich  analytisch  durch  die  Formeln  aus: 

X  =  x'  cos  a  —  y'  sin  a  +  Xa 
^  y  =  a:sina  +  y  cos  a  +  y© 

Bei  rein  arithmetischen  Betrachtungen  handelt  es  sich  allein  um 
diese  Transformation.  Durch  Ausrechnung  findet  man  nun,  daß  sich 
die  Länge  einer  Strecke,  sowie  die  Winkelmaße  invariant  gegenüber  der 
Transformation  (4)  verhalten. 

§  5.     Fortaetziing:  Ordnung  eines  Punktes;  zwei  Hilfssätze. 

Wir  führen  jetzt  einen  für  die  folgenden  Entwicklungen  wich- 
tigen Begriff  ein,  nämlich  die  Ordnung  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
eine  geschlossene  Kurve  C: 

wo  f(t)  und  q){t)  die  primitive  Periode  co  haben.  Sei  0:  (b,  ^)  ein 
beliebiger   Punkt    der   Ebene,    der   nur  nicht   auf  C  liegt,    und    sei 
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P:  {Xy  y)  ein  Punkt  von  C.  Dann  ist  der  Winkel  ö,  welchen  die 
Strecke  OF  mit  der  positiven  o;- Achse  bildet^  eine  mehrdeutige 
Funktion  des  Parameters  f,  deren  Werte  sich  um  Vielfache  von  2% 
voneinander  unterscheiden  und  zu  eindeutigen  stetigen  Funktionen 
zusammengefaßt  werden  können;  vgl.  1.  Kap.^  §  10.  Verstehen  wir 
unter  ö(^)  schlechtweg  eine  von  diesen  Funktionen  und  greifen  wir 
einen  beliebigen  Punkt  P':  ^  =  T,  von  C  heraus,  so  erhalten  wir 

wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Diese  Zahl  definieren  wir  als  die 
Ordnung  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  die  Kurve  C.  Die  Ordnung 
hängt  nicht  von  der  Wahl  des  Punktes  P'  ab;  denn  die  Differenz 

e{i  -f-a))-0(O 

ist  eine  stetige  Funktion  von  t,  welche  stets  gleich  einem  Vielfachen 
von  2ji  ist  und  für  t  ^  t'  den  Wert  2nn  hat,  darum  behält  sie  diesen 
Wert  durchweg  bei.  Auch  hängt  die  Ordnung;  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen, nicht  von  der  besonderen  Wahl  des  Parameters  t  ab.  Wird 
nämlich  t  durch  einen  neuen  Parameter 

ersetzt  (vgl.  §  1,  Formel  (3)),  so  hat  die  Ordnung,  welche  doch  als 
die  einer  primitiven  Periode  o  resp.  w  entsprechende  DiflFerenz  in  den 
Funktions werten  ö  (^'  +  w)  —  ö  (^)  resp.  ö  (t'  -}-  cö)  —  ö  (t')  definiert  ist, 
offenbar  denselben  bzw.  den  entgegengesetzten  Wert.  Endlich  kann 
man  die  positive  a:-Achse  durch  jeden  anderen  Halbstrahl  der  Ebene 
ersetzen,  ohne  die  Ordnung  des  Punktes  0  dadurch  zu  ändern.  Über- 
haupt ist  die  Ordnung  invariant  in  Bezug  auf  jede  Transformation  (4) 
des  vorhergehenden  Paragraphen. 

1.  Satz.  Alle  Funkte  gleicher  Ordnung  bilden  ein  oder  metirere 
Kontinuen. 

Mit  anderen  Worten  haben  alle  Punkte  einer  bestimmten  Um- 
gebung des  Punktes  0:  (|q,  i?q)  gleiche  Ordnung.  Sei  nämlich 
Ol :  (S,  rf)  ein  zweiter  Punkt  der  Umgebung  \x  —  ^o\<h^  V  -^  Vo'^^h 
und  seien  0(t)  und  ö^  (^)  die  Winkel,  welche  die  Strecken  OP  bzw. 
O^P  mit  der  positiven  o:- Achse  bilden.  Schreibt  man  die  Formel  hin, 
welche  cos  (0^  —  d)  als  eine  Funktion  von  if  rj,  t  darstellt,  so  erhellt 
sofort,  daß  bei  passender  Einschränkung  von  h 

cos  (öl  -  0)  >  0 
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bleibt,  was  auch  immer  t  für  einen  Wert  annehmen  möge.  Daraus 
schließt  man,  daß  es  bei  geeigneter  Wahl  von  h  eine  eindeutige 
stetige  Bestimmung  der  Funktion  0^({)  gibt,  welche  sich  von  0{t) 
um  weniger  als  x/2  unterscheidet    Aus  den  Gleichungen 

folgt  dann,  daß  n  =  w^  ist,  w.  z.  b.  w. 

2.  Satz.  Können  ewei  Punkte  0,  (7  durch  eine  die  Kurve  C 
nicht  treffende  Kurve  F  miteinander  verbunden  werden,  so  haben  sie 
dieselbe  Ordnung. 

Die  Kurve  F  werde  durch  die  Gleichungen 

dargestellt,  wobei  Xq^  q>  (t^),  y^^^lf  %)  die  Koordinaten  des  Punktes  0 
sind.  Alle  in  der  Nähe  von  t^  gelegenen  Werte  von  t,  t^^t ^h, 
liefern  Punkte  von  F,  die  in  der  Nähe  von  0  liegen,  und  diese  haben 
nach  dem  vorstehenden  Satze  dieselbe  Ordnung  wie  0.  Nun  lasse 
man  h  wachsen.  Entweder  bleiben  die  Punkte  von  F,  welchen  Werte 
von  t  im  Intervalle  ^o  ^  ^  "^  *  entsprechen,  stets  von  derselben  Ord- 
nung wie  0,  —  dann  wird  aber  der  Satz  schon  zugestanden,  —  oder 
aber  solche  Werte  von  h  haben  eine  obere  Grenze  f ,  die  kleiner  als 
/j  ist.  Demgemäß  müssen  in  jeder  Umgebung  des  Punktes  (x,  y),  wo 
X  =  ^(J)y  jj  ="  ^(Ö  ^^^y  Punkte  von  verschiedenen  Ordnungen  liegen. 
Dies  führt  aber  zu  einem  Widerspruch.  Denn  dem  soeben  bewiesenen 
Satze  zufolge  müssen  alle  Punkte  einer  bestimmten  Umgebung  von 
{x,  y)  gleiche  Ordnung  haben.    Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Zusatz.  Sei  SUSI  di^.  Menge  aller  Punkte  der  Ebene,  wdclie  eine 
bestimmte  Ordnung  haben.  Dann  liegen  die  Bandpunkte  von  3St  alle 
auf  C. 

Wir  wollen  jetzt  zwei  Hilfssätze  aufstellen,  auf  welche  Hr.  Arnes 
seinen  Beweis  des  Hauptsatzes  von  §  6  stützt. 

Erster  Hilfssatz.     Ist  C  eine  geschlossene  Kurve^),  die   einen 

1)  Für  unsere  Zwecke  kommen  nur  einfache  geschlossene  reguläre  Kurven 
in  Betracht.  Doch  gilt  der  Beweis  ungeändert  fiir  Jordansche  Kurven,  welche 
nur  einen  Bogen  F  der  genannten  Beschaifenheit  besitzen. 

Andererseits  ist  die  Gültigkeit   des  Satzes  nicht  an  eine  besondere  Wahl 
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Punkt  A  enthaUj  in  dessen  Umgehung  C  lediglidi  aus  einem  einfachen 

Bogen 

F:        y  =  fix) 

lesteht,  wo  f(x)  eine  im  Inter volle  a  <x<b  eindeutige  stetige  Funktion 
von  X  istj  so  gibt  es  in  der  Nähe  von  A  Punkte, 
deren  Ordnungen  sich  in  Bezug  auf  C  tim  1  von- 
einander unterscheiden. 

Sei  A:  (Xq,  j^q)  ein  Punkt  von  F  und  man 
nehme  zwei  Punkte  B:  (Xq,  yo  +  h)  und  B^: 
(Xqj  Pq  —  h)  so  an,  daß  kein  Punkt  der  Strecke 
[JB,  JBi]  mit  Ausnahme  von  A  auf  C  liegt.  Voa 
den  Punkten  B  und  B^  aus  lege  man  dann  bzw. 
zwei  Strecken  BP,  B^P  an  einen  veränderlichen 
Punkt  P  von  C  und  führe  man  die  Winkel 


Fig.  39. 


e^^ABP,      e,^^AB,p 

ein.     Denken  wir  uns  den  Anfang  in   den  Punkt  A  verlegt,  so  ist 

sin  ö  =    —  sin  0^  • 

cos  0  =  "~  ^  {  cos  flj 


X 

9 

h  —  y 

9 

9'-x^  +  (h-^yy\ 


—  X 
9i 

9i 


Hieraus  findet  man,  indem  man  noch  ^  ==  ö  —  flj  eintrögt: 


.     ,       2hx 

99i  ' 


cos  i*  = 


u;*  —  #/* 
9  9i 


ist,  wo 


Es  handelt  sich  nun  um  den  Beweis,  daß 

I  /*  —  M^  I  =  1 

e[tA  +  (o)^  e(tA)  +  2nx, 
e,{tA  +  (o)^e,{tA)  +  2n,7C. 

Sei  0{tA)  =  0^{tA)  =  0,  dann  ist  auch  ^(^^)  =  0,     und 

tl;(tA  +  (o)  ^  d{tA  +  (o)-  e^{tA  +  cj)  -  2 (n  -  n^)^ , 


der  Koordinatenachsen  gebundeu.  Kann  man  nämlich  die  Kurve  C  mittels  der 
Transformation  (4),  §  4  in  eine  Kurve  C  überführen,  welche  einen  Bogen  F' 
der  bewußten  Beschaffenheit  besitzt: 

r':       y'  =  f{x'), 
80  gilt  der  Satz  auch  für  ('  und  den  F'  entsprechenden  Bogen  F.    Denn  die  in 
Betracht  kommenden  Winkel  verhalten   sich  invariant  gegenüber  der  Transfor- 
mation (4). 


1 
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Wir  wollen  die  Wertftnderuugen  von  i^y  all  Funktion  von  /  hotriioliiot. 
im  Intervulle  tA^t  ^(a  •]-  ^  verfol^on  und  Roi|(fM),  dnQ  dor  (lonnini 
Zuwachs  ^  (/^  +  0))  —  ^»  (/x)  ontw(»dor  )in  odor       \!n  botHi)(t. 

Den  Punkten  /  des  Intervalls  (a  '  t  -  ^a  I  f^  iMilsproolion  I101 
geeigneter  Wahl  von  d  Punkte  /^  wolnhi^  ontwcMitM*  alli^  nM^lits  oditr 
alle  links  von  der  Strecke  | //,  //||  lieKon  und  wntih  uImo  dundiwit^ 
entweder  o;  >  0  oder  j:  <  0  ist.  Nehmen  wir  im,  dnr  orftin  Kuli 
liege  vor.     Dann  wird  im  gonannttm  Intervalle 

sein.  AndererseitH  fasse  man  das  Intervall  (/.i  |  vt)  d  ^  i-  \l\  \  ud 
ins  Auge.  Seinen  Punkten  ontspnudien  Putikii*  /\  wofür  .r  *  <'  ml., 
und  demgemäß  wird  dort 

sein;  denn  tif(t)  ist  stetig,  und  sin  t  ist  hii*r  n<'gativ. 

Wir  wollen  ferner  zeigen,  daß  tlf(l)  im  lnti*rvall«*  /,i  -  /  -  /<  i  /*» 
keinen  Wert  annimmt,  widither  ein  gan/z/tthlig^s  Vifllai'lMt  von  r'/t 
wäre.     Dazu  müßte  nämlirh  «trsti'ns 

sin  (/'  —  0,     also     ./       0, 
sodann  auch 

f'/fH  ip   -  ]  ,     also     A'       //*  —  (;v, 

»ein.  Nun  liegt  aber  k«'iu  Punkt  von  (J  außifr  A  auf  /l'r  Hfriri:< 
\BjB^\,  folglich  ist  für  di^j  in  Betra^dit  kofrirnendMi  Punkf^'  //  //, 
und  der  letzten  Bedingung  wird  somit  nicht  g^^nügt 

Aus  dies#;r  Überlegung  geht  nun  h'-rvor,  daß  fOr  iilh?  W<  rt^«  v,/! 
/  im  Int^^ralle  Ia^  i  ^  Ia   ♦  w 

0-^  j^^/;--2^;r 


.»'//i 


ist,  wHhretui  sich  ^p^im  (ir*^nyj't\p^.rnsiun*i  lim/  — /'/^  >  «//y     d^?  lunk» 
if'^^;  dem  Wert^  0  nicht  mh*frn  kann  und  d^.sha)h  fiffUtt^Arutt^t  ti  '\'  tt. 
VierUf  2x  zrmtr^b^n  muß.     .Mithin  ist 

al»//  ist  «      »,    -  L 

\m  ¥zUt  d*ß  di*  d^nft  InU^rrniU^  Ia"^  i-^  ^a  *-  *  *rTit^;,r"f»     -  - /. 
Pr^&kt«  P  links   twj  \li^U^^   li^Tg^rn^  ^gi^/t   <i^h    *f#  khuWu^^f   'A'/-<, 
>r  —  xj^  —       7  x*i 


H  h     I  iiffni'inintf  ■   ('i'lfKMi^  fliinn  l'iMflrli»pi)   f¥fi'\  \li\t»nkhi* 


imi 
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Ihi/f       Ihihii    'Hill   iln    l''in$lilinii    l''(.i)  lifiiv.   */'(//;  hl    ilnnii    Ih/ifiilinufi 
hihi  ifillr    liiHltiihif    inni    nIHiji    i^rin  * )       l''nllni    tum    hriilr    l'lfiilpHiihIr 
tun  f  niil  nninlfiunltlni  inti  '/*  0i4fnnnnn'H,  un  ivhil  '/'  ilunh  I'  lnirlmlniH 
ni     ■Uli    hl  Uli  hl     '^rth'ifl      nminl    hihim  ilir 
Vuiihlv     inii     l\     livli'lu     tlirhl    Hilf    1^    livjlvil, 
mniiri    iinih  villi II  lin^'iifi'ii    llntirh 

Ni>Imimiii  Mrli  UM.   iIhI.)  iImi    ItniMi'li  T  im 

i*IMfM||     l'fllln    ihlM  li 


r 


V 


// 


I 
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lin/nii  liiiMi   \\\\    ilii* 
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tllMI|f      il«l       l*illlliln 

VMM     /  '      HHH      /'    flll  I  '/< 
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Wir  wollen  die  Wertänderungen  von  ^,  als  Funktion  von  t  betrachtet, 
im  Intervalle  tA^t  ^(a  +  (o  verfolgen  und  zeigeo,  daß  der  Gesamt- 
Zuwachs  if(tA  +  (o)  —  ^{ij)  entweder  2n  oder  —2n  beträgt. 

Den  Punkten  t  des  Intervalls  ^^  <  ^  <  ^^  +  *  entsprechen  bei 
geeigneter  Wahl  von  ö  Punkte  P,  welche  entweder  alle  rechts  oder 
alle  links  von  der  Strecke  [jB,  B^  liegen  und  wofür  also  durchweg 
entweder  a;  >  0  oder  a:  <  0  ist.  Nehmen  wir  an,  der  erste  Fall 
liege  vor.     Dann  wird  im  genannten  Intervalle 

o<i^(0 

sein.  Andererseits  fasse  man  das  Intervall  (^^  +  co)  —  d  <  ^  <  (<^  +  «o) 
ins  Auge.  Seinen  Punkten  entsprechen  Punkte  P,  wofür  a:  <  0  ist, 
und  demgemäß  wird  dort 

^{t)  <  ^(^^  +  co)  =  2(n  -  n^)7t 

sein;  denn  il>{t)  ist  stetig,  und  sin  ^  ist  hier  negativ. 

Wir  wollen  ferner  zeigen,  daß  ^ {t)  im  Intervalle  tA<t<tA  +  g> 
keinen  Wert  annimmt,  welcher  ein  ganzzahliges  Vielfache  von  2% 
wäre.     Dazu  müßte  nämlich  erstens 

sin^'^0,     also     a:  =  0, 
sodann  auch 

cos  ^  =  1 ,     also     A^  —  y*  ■*  QQi 

sein.  Nun  liegt  aber  kein  Punkt  von  C  außer  A  auf  der  Strecke 
[BjB^j  folglich  ist  für  die  in  Betracht  kommenden  Punkte  |y|  >  Ä, 
und  der  letzten  Bedingung  wird  somit  nicht  genügt. 

Aus  dieser  Überlegung  geht  nun  hervor,  daß  für  alle  Werte  von 
t  im  Intervalle  ^^  <  ^  <  ^^  +  w 

0  <  ^ (^)<  2;r 

ist,  während  sich  beim  Grenzübergänge  lim  ^  =  (f^  -f  o)"  die  Funktion 
^  (t)  dem  Werte  0  nicht  nähern  kann  und  deshalb  notgedrungen  dem 
Werte  2;r  zustreben  muß.     Mithin  ist 

^  (^.4  +  Co)  =  2  (w  —  n^TC  =  27t  j 

also  ist  M  —  ttj  ==  1 . 

Im  Falle  daß  die  dem  Intervalle  ^j  <  <  <  /^  +  d  entsprechenden 
Punkte  P  links  von  \B,  B^  liegen,*  ergibt  sich  in  ähnlicher  Weise, 
daß  n  —  n^  =  —  \  ist. 


§  6.  ForteetzuDg:  Ordnung  eines  Punktes;  zwei  Hilfssätze. 
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Zweiter  Hilfssatz.     Sei  T  ein  bdiebiger  Bereich  und  sei 

C:        y^FQjc),        a£x^b 
resp.  X  ^  0{f/),        ^^yf>ß 

eine  Kurve,  welche  höchstens  mit  Ausnahme  ihrer  Endpunkte  in  T 
liegt.  Dabei  soü  die  Funktion  F(x)  bzu\  0(y)  in  ihrem  DefiniiionS' 
intervalle  eindeutig  und  stetig  sein,^)  Fallen  nun  beide  Endpunkte 
von  C  mit  Bandpunkten  von  T  jsusammen,  so  wird  T  durch  C  hödistens 
in  zwei  Bereiche  zerlegt.  Sonst  bilden  die  ji 
Punkte  von  T,  welche  nicht  auf  C  liegen, 
immer  noch  einen  einzigen  Bereidi. 

Nehmen  wir  an,  daß  der  Bereich  T  im 
ersten  Falle  durch 
C  zerfallt  wird,  und  y 

bezeichnen  wir  die 
durch  die  Entfer- 
nung der  Punkte 
von  C  aus  T  ent- 
standene Menge  mit 
T~.  Dann  besteht 
T~  aus  mehreren 
Kontinuen.  Seien  A 
und  B  zwei  Punkte  von  T",  welche  nicht  miteinander  verbimden 
werden  können,  ohne  aus  T"  auszutreten.  Wir  wollen  zeigen,  daß 
dann  ein  beliebiger  dritter  Punkt  P  von  T"  entweder  mit  A  oder 
mit  B  verbunden  werden  kann.  Zu  dem  Zwecke  verbinde  man  zu* 
nächst  A  mit  P  durch  eine  in  T  verlaufende  reguläre  Kurve 

i:         x  =  f(t),        y^^(t),        0<t^l, 

wobei  ^  =  0  dem  Punkte  A  entspreche.  Wird  C  von  L  getroffen, 
—  sonst  wird  ja  die  Behauptung  zugegeben,  —  so  seien  t^  und  t^ 
der  kleinste  resp.  der  größte  Wert  von  t,  der  einem  Schnittpunkte 
dieser  Kurven  entspricht: 

Femer  verbinde  man  A  mit  B  durch  eine  zweite  in  T  verlaufende 
reguläre  Kurve  L'  und  zeichne  man  wieder  den  ersten  und  den  letzten 
Schnittpunkt  derselben  mit  C  auf:  (2i'*=  ^^i;  J/iO?  Qi  ^  {^tyVi)*   ^'^' 

1)  Wir   sprechen  den  Satz  noch  für  den  zweiten  Fall  ar  =  ^  (j/)   bloß  der 
Einfachheit  der  Anwendung  halber  aus. 


Pig.  40. 
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dann  fasse  man  einen  Bogen  F  von  C  ins  Auge: 

F:        y  =  F{x),        a<a<x<ß<b, 

welcher  alle  vier  Punkte  Q^j  Q^,  QijQ%  ini  Innern  enthält.^)  Jetzt 
kann  man  eine  positive  Größe  h  finden,  derart,  daß  sowohl  der  Be- 
reich (man  vergleiche  §  2,  Beispiel  4) 

T^:         a<x<ß,       F(x)<y<F{x)  +  h 

als  auch  der  Bereich 

T,:         a<x<ß,       F{x)-h<y<F{x) 

in  T  und  somit  auch  in  T"  liegen.  Vermöge  eines  Teiles  des  Bogens 
AQ^'  von  L  wird  dann  A  mit  einem  der  Bereiche  3\,  Tg  durch  eine 
ganz  in  T~  verlaufende  reguläre  Kurve  verbunden.  Darum  wird  es 
notwendig  der  andere  dieser  Bereiche  sein,  welcher  durch  einen  Teil 
des  Bogens  BQ^'  von  IJ  mit  B  verbunden  wird,  denn  sonst  könnten 
Ja  A  und  B  mittels  dieser  beiden  Bogen  und  einer  dritten  im  betr. 
T^  verlaufenden  regulären  Kurve  miteinander  verbunden  werden,  ohne 
T"  zu  verlassen.  Andererseits  wird  P  durch  einen  Teil  des  Bogens 
P$2  mit  einem  der  beiden  Bereiche  T^yT^  verbunden,  woraus  dann 
folgt,  daß  P  entweder  mit  A  oder  mit  B  durch  eine  in  T"  ver- 
laufende reguläre  Kurve  verbunden  werden  kann.  Damit  ist  der  erste 
Teil  des  Satzes  bewiesen. 

Um  den  Beweis  des  zweiten  Teiles  zu  führen,  nehmen  wir  an, 
daß  etwa  das  Ende  x  =  h,  y  =  F{b)  von  C  in  T  liege,  und  kon- 
struieren dann  unter  der  Voraussetzung,  daß  es  einen  Punkt  B  gebe, 
welcher  mit  A  nicht  verbunden  werden  könnte,  ohne  T"  zu  verlassen, 
wiederum  die  Punkte  Q^  und   Q^.     Sei 

r:         y  «  Fix) ,         a<a<x<h 

ein  Bogen  von  C,  welcher  die  Punkte  Q^  und  Q^  enthält,  und  man 
stelle  die  Bereiche  Tj,  l\j  wie  vorhin,  her.  Darauf  ergänze  man  die- 
selben unter  Benutzung  des  4.  Satzes  von  §  2  mittels  des  Halb- 
kreises 


h<x<h-\-h,     F{h)  -  yh^-{x-  hY<y  <  F(b)  -f  yh^-{x  -  6)« 

1)  Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  erste  Formel  y  =  F{x)^  da  die  Elnt- 
wicklung  im  zweiten  Falle  x  =  ^(y)  parallel  verläuft.  Im  übrigen  genügt  es, 
den  Satz  bloß  im  ersten  Falle  zu  beweisen,  um  darauf  durch  die  Transfor- 
mation (4)  von  §  4:  a;'=f/,2/'=  —  x  dem  zweiten  Fall  gerecht  zu  werden. 
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zn  einem  einzigen  Bereiche  Ty  welcher  übrigens  bei  eyentueUer 
weiterer  Beschränkung  von  h  auch  in  7~  liegen  wird.  Daraus  sieht 
man,  daß  beide  Punkte  A  und  B  mit  T  verbunden  werden  können, 
ohne  T"  zu  verlassen,  und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 


§  6.    Der  Fundamentalsatz. 

Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  den  bereits  in  §  4  angekündigten 
Hauptsatz  zu  beweisen,  welchen  wir  in  folgendem  Umfange  aus- 
sprechen. 

Hauptsatz.  Eine  einfache  geschlossene  reguläre  Kurve  teiU  die 
Ebene  in  zwei  Kontinuen,  wovon  das  eine  im  Endlichen  liegt,  während 
sich  das  andere  ins  Unendliche  erstreckt.  Die  Kurve  bildet  die  volle 
Begrenzung  eines  jeden  der  beiden  Bereiche, 

Nach  dem  ersten  Hilfssatze  von  §  5  zerfallen  die  Punkte  der 
Ebene  in  Bereiche  mindestens  zweier  verschiedener  Ordnungen  in 
Bezug  auf  die  vorgelegte  Kurve  C.  Demgemäß  wird  die  Ebene  durch 
C  mindestens  in  zwei  verschiedene  Bereiche  zerlegt. 

Andererseits  schließt  man  vermöge  des  zweiten  Hilfssatzes,  daß 

die  Ebene  durch  C  höchstens  in  zwei  Bereiche  zerfäUt  wird.     Man 

zerlege  nämlich  C  nach  dem  Satze  von  §  1   in  aufeinander  folgende 

Bogen  GjL,  •  •  •,  C^,   wovon   sich  jeder  durch  eine  Gleichung  von  der 

Gestalt 

y  =  F(x)    resp.    a;  «=  0(y) 

darstellen  läßt.  Aus  der  vollen  Ebene,  welche  doch  einen  Bereich  T 
bildet,  hebe  man  dann  zuerst  die  Punkte  von  C^  heraus.  Dadurch 
wird  die  Ebene  zufolge  des  2.  Hilfssatzes  nicht  zerstückelt.  Hierauf 
hebe  man  noch  die  Punkte  von  (7,  heraus,  wodurch  wieder  keine  Zer- 
legung eintritt;  usw.  Erst  der  Bogen  C^  stößt  mit  beiden  Endpunkten 
an  den  Rand  des  vorhergehenden  Bereiches  und  ruft  somit  eine  Zer- 
legung höchstens  in  zwei  Bereiche  hervor.  Darum  wird  die  Ebene 
durch  C  in  genau  zwei  Kontinuen  zerlegt. 

Nach  dem  Zusätze  des  2.  Satzes,  §  5,  liegen  die  Randpunkte 
dieser  beiden  Bereiche  alle  auf  C. 

Die  entfernten  Punkte  der  Ebene  —  d.  h.  alle  Punkte,  welche 
außerhalb  eines  bestimmten  Kreises  x^+y*=2?'  liegen,  —  haben 
offenbar  die  Ordnung  0.  Demgemäß  können  wir  das  Äußere  der 
Kurve  C  als  diejenige  Punktmenge  definieren,  deren  Punkte  die  Ord- 
nung 0  haben.     Das  Innere  besteht  dann   aus   den  Punkten  von  der 
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Ordnung  1   resp.  aus  denjenigen  von  der  Ordnung  —  1.     Dieser  Be- 
reich liegt  innerhalb  jenes  Kreises,  also  im  Endlichen. 
Hiermit  ist  der  Satz  völlig  bewiesen. 

Satz.  Sei  T  ein  endlicJier  Bereich,  dessen  Begrenzung  von  den 
Punkten  einer  einfacJien  geschlossenen  regulären  Kurve  C  gebildet  wird. 
Dann  fäUt  T  mit  dem  Innern  von  C  zusammen. 

Denn  die  Punkte  von  T  liegen  innerhalb  C,  sonst  würde  es  ja 
möglich  sein,  einen  Punkt  von  T  mit  einem  entfernten  Punkte  der 
Ebene  zu  verbinden,  ohne  C  zu  überschreiten.  Demnach  sind  also 
alle  Bedingungen  des  Zusatzes  vom  5.  Satze  von  §  2  erfüllt,  womit 
denn  der  Beweis  geliefert  ist. 

Aufgabe  1.  Sei  C^  eine  einfache  nicht-geschlossene  reguläre 
Kurve.  Man  zeige,  daß  C^  durch  eine  zweite  derartige  Kurve  C^  zu 
einer  einfachen  geschlossenen  regulären  Kurve  G  ergänzt  werden  kann. 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  daß  der  Kurve  C^  der  1.  Aufgabe  zwei 
Bereiche  T'^,  T"  zugeordnet  werden  können,  welche  keinen  gemein- 
samen Punkt  haben  und  beide  an  C^  stoßen,  derart,  daß  die  Um- 
gebung eines  jeden  Punktes  von  C^,  die  Endpunkte  ausgenommen, 
ausschließlich  aus  Punkten  von  C^,  T+,  T~  besteht,  und  zwar  be- 
teiligen sich  Punkte  sowohl  von  T+  als  von  T"  an  jeder  solchen 
Umgebung. 

Nach  §  2,  Aufgabe  4,  wird  die  Umgebung  eines  jeden  Punktes 
von  Ol,  der  nur  kein  Endpunkt  ist,  durch  C^  in  zwei  Kontinuen  zer- 
legt, wovon  dann  das  eine  in  T~,  das  andere  in  T"*"  liegt. 

Insbesondere  können  T+  und  T~  so  gewählt  werden,  daß  jeder 
Punkt  dieser  Bereiche  von  einem  ihm  entsprechenden  Punkte  von  6\ 
um  weniger  als  die, willkürlich  vorgegebene  positive  Größe  h  absteht. 


§  7.    Weitere  Sätze  aus  der  Analysis  sitns. 

An  den  Hauptsatz  des  vorhergehenden  Paragraphen,  sowie  an 
das  zur  Begründung  desselben  verwendete  Verfahren  knüpft  sich  noch 
eine  Reihe  von  Sätzen  aus  der  Analysis  situs,  wovon  wir  einige  der 
wichtigsten  in  diesem  Paragraphen  betrachten  wollen.  Wir  schicken 
zunächst  den  folgenden  Satz  voraus. 

1.  Satz.  Bestellt  der  Rand  eines  Bereiches  T  mim  Teil  oder 
ganz  aus  einer  einfachen  geschlossenen  regulären  Kurve  C  und  liegt  ein 
Punkt  von  T  in  (außerhalh)  C,  so  liegt  T  ganz  in  (außerhalb)  C. 
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Der  Satz  folgt  unmittelbar  aus  dem  5.  Satze  von  §  2. 

Unter  einem  Rüchkehrsclinitt  versteht  man  eine  einfache  reguläre 
geschlossene  Kurve,  welche  in  einem  gegebenen  Bereiche  I'  gezogen 
ist.  Als  Querschnitt  bezeichnet  man  jede  einfache  Eurve^  deren  End- 
punkte sich  am  Rande  von  T  befinden^  sonst  aber  in  T  liegt,  und 
wovon  außerdem  jeder  an  keinen  Endpunkt  stoßende  Bogen  regulär  ist. 

2.  Satz.  Ein  Rückkehrschnitt  F  zulegt  einen  Bereidi  in  zwei 
Bereiche^  wovon  der  eine  in  F,  der  andere  außerhalb  F  liegt.  Jeder 
Punkt  von  F  ist  ein  Randpunkt  beider  Bereiche, 

Der  erste  und  der  letzte  Teil  des  Satzes  ist  eine  Verallgemeine- 
rung des  Hauptsatzes  von  §  6  und  wird  durch  denselben  Beweis  be- 
gründet.    Der  zweite  Teil  ergibt  sich  aus  dem  1.  Satze. 

Aus  den  vorhergehenden  Entwicklungen  folgert  man  noch  den 

Zusatz.  Besteht  T  aus  dem  Innern  einer  einfachen  regulären 
geschlossenen  Kurve,  so  liegt  da>s  Innere  eines  Rückkehrschnittes  F  in  T, 
dcLS  Äußere  von  T  liegt  außerhalb  F,  und  die  übrigen  Punkte  der 
Ebene  bilden  eineti  endlichen,  in  T  enthaltenen  Bereich,  dessen  Begren- 
zung aus  F  und  dem  Rande  von  T  besteht. 

Eine  Menge  91  der  Randpunkte  eines  Bereiches  T  bildet  ein 
einziges  Randstück,  wenn  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 

a)  es  gibt  einen  Rückkehrschnitt  derart,  daß  alle  auf  der  einen 
Seite  desselben  befindlichen  Randpunkte  von  T  zur  Menge  SR  gehören; 

b)  es  gibt  keinen  Rückkehrschnitt  derart,  daß  ein  Teil  von  SR 
innerhalb  und  ein  anderer  Teil  außerhalb  desselben  liegt. 

Erstrecken  sich  insbesondere  mehrere  Randkurven  ins  Unend- 
liche, so  werden  diese  hiemach  stets  nur  als  ein  einziges  Randstück 
gezählt.  Ein  Randstück,  welches  aus  mehr  als  einem  Punkte  besteht, 
ist  übrigens  eine  perfekte  Menge. 

o.  Satz.  Ein  Querschnitt,  dessen  Endpunkte  in  ein  und  demselben 
Randstücke  liegen,  zerlegt  den  Bereich  in  zwei  Bereiche.  Liegen  da- 
gegen seine  Eyidpunkte  in  zwei  verschiedenen  Randstücken,  so  zerfällt 
der  Bereich  nicht. 

Mau  teile  den  Querschnitt  zunächst  in  drei  Bogen  AB,  BC, 
CD,  wo  A  und  D  am  Rande  liegen,  während  sich  JSC  in  der  Ge- 
stalt y  =  F{x)  resp.  x  =  0{y)  darstellen  läßt;  vgl.  den  Satz  von  §  1. 
Im  übrigen  sollen  B  und  C  gewöhnliche  Punkte  des  Querschnitts, 
also  keine  Ecken  seiu.  Sind  AB  und  CD  regulär,  so  zerlegen  sie 
den  Bereich  T  nicht:  vgl.  den  2.  Hilfssatz,  §  5.    Im  anderen  Falle  ist 
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eine  weitere  Überlegung  nötig,  welche  auch  sogleich  erfolgen  soll. 
Hebt  man  nun  noch  den  Bogen  BC  fort,  so  zerfallt  der  Bereich  nach 
jenem  Hilfssatze  höchstens  in  zwei  Teile.  Sei  M:  (x^,  ^q)  ein  Punkt 
des  Bogens  BC,  welch  letzterer  in  der  Gestalt  y  ^  F{x)  darstellbar 
sei,  und  seien  M<^^:  (xq,  j^q  +  h)  und  Jfg:  (x^,  y^  —  h)  zwei  benachbarte 
Punkte  von  M.  Ist  soeben  bei  der  Forthebung  von  BC  keioe  Zer- 
stückelung von  T  eingetreten,  so  kann  man  jetzt  M^  mit  M^  durch 
eine  einfache  reguläre  Kurve  verbinden,  welche  in  T  verläuft  und  den 
Querschnitt  gar  nicht,  die  Strecke  M^M^  nur  in  deren  Endpunkten 
JMü  trifft.  Aus  dieser  Kurve  nebst  der  Strecke  M^M^  läßt  sich 
sodann  ein  Rückkehrschnitt  von  T  zusammensetzen,  welcher  die 
Punkte  Ä  und  B  voneinander  trennt.  Das  verstößt  aber  gegen  die 
Voraussetzung,  daß  Ä  und  B  zu  einem  einzigen  Randstücke  gehören. 

Die  vorhin  erwähnte  Ergänzung  soll  nun  erbracht  werden.  Wir 
woUen  zunächst  bloß  die  Punkte  von  AB  aus  T  fortheben.  Die  re- 
sultierende Menge  3R  hat  nur  innere  Punkte,  denn  alle  in  T  gelegenen 
HäufungssteUen  von  AB  gehören  zu  dieser  Menge.  Demnach  besteht 
SR  aus  einem  oder  mehreren  Kontinuen.  Seien  P,  Q  zwei  beliebige 
Punkte  von  9K.  Ich  behaupte:  P  und  Q  lassen  sich  durch  eine  ein- 
fache reguläre  Kurve  miteinander  verbinden,  ohne  aus  3St  hinauszu- 
treten. Durch  eine  solche  Kurve  L  des  Bereiches  T  können  sie 
schon  nach  Voraussetzung  verbunden  werden.  Trifft  L  die  Kurve 
ABy  so  häufen  sich  die  Schnittpunkte  jedenfalls  nicht  in  der  Nähe 
von  Aj  und  darum  kann  man  einen  Bogen  AB  von  AB  bestimmen, 
welcher  inkl.  des  Endpunktes  P'  frei  von  Schnittpunkten  ist.  Fangen 
wir  jetzt  wieder  von  vorne  an  und  heben  wir  bloß  die  Punkte  von 
AB  aus  T  fort,  so  liegen  P  und  Q  in  einem  einzigen  der  sich  also 
ergebenden  Kontinuen,  welches  auch  B  als  Randpunkt  besitzt.  Letzteres 
wird  aber  nie  zerstückelt,  wenn  der  Bogen  BB  nach  Art  des  Vor- 
ganges beim  Beweise  des  Hauptsatzes  von  §  6  in  Teilbogen  zerlegt 
wird  imd  diese  der  Reihe  nach  fortgehoben  werden. 

Daraus  folgt,  daß  9R  aus  einem  einzigen  Kontinuum  besteht. 
Hierauf  wendet  man  dieselbe  Überlegung  wieder  an,  indem  man  nun 
aus  SDi  die  Punkte  von  CD  forthebt.  So  erhält  man  schließlich  das 
Resultat,  daß  T  durch  Forthebung  der  Punkte  von  AB  und  CD 
nicht  zerfällt,  w.  z.  b.  w. 

Um  jetzt  den  zweiten  Teil  des  Satzes  zu  beweisen,  beginnen  wir 
wieder  mit  der  Forthebung  der  Bogen  AB  und  CD,  wodurch  ein 
Bereich  T"  entstehe.  Die  Randstücke  von  T~,  wozu  AB  und  CD 
gehören,  mögen  mit  SR^  und  SRj  bezeichnet  werden,  wobei  9fli  im  End- 
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liehen  liege.  Sodann  laß  sich  ein  Rückkehrschnitt  F  ziehen,  der  St^ 
im  Innern  enthält,  während  ^  außerhalb  JT  liegt.  Man  konstruiere 
jetzt  zwei  Streifen  Tj,  Tg,  welche  beide  an  den  Bogen  BC  stoßen, 
wie  dies  beim  Beweise  des  2.  Hilfssatzes,  §  5,  geschah,  ohne  einen 
Bandpunkt  von  T~  zu  umfassen.  Diese  Streifen  liegen  beide  in  T" 
und  werden  durch  einen  auch  in  T"  gelegenen  Bogen  von  F  mitein-^ 
ander  verbunden.  Andererseits  schließt  man  unter  Wiederaufnahme 
des  beim  genannten  Beweise  verfolgten  Gedankenganges,  daß  ein  be* 
liebiger  Punkt  P  von  T"  entweder  mit  T^  oder  mit  T,  durch  eine 
einfache  reguläre  in  T"  verlaufende  Kurve  verbunden  werden  kann. 
Damit  ist  der  Satz  völlig  bewiesen. 

Unter  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  versteht  man 
ein  Eontinuum,  welches  nach  Ausführung  eines  beliebigen  Querschnitts 
zerfäUt  oder  aber  aus  der  ganzen  Ebene  besteht.^)  Man  zeigt  leicht,  daß 
jedes  der  beiden  Stücke,  in  welche  ein  solcher  Bereich  zerlegt  wird, 
wieder  einfach  zusammenhängt.  Aus  den  vorhergehenden  Entwick- 
lungen folgert  man  ohne  Schwierigkeit  nachstehende  Sätze. 

4.  Satz.  Damit  ein  lerandeier  Bereich  T  einfach  zusammenhänge, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Band  nur  aus  einem  einzigen 
Stücke  bestelle,  oder  auch,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  daß  einer  der 
beiden  Teile,  in  welche  ein  beliebiger  Bückkehrschnitt  den  Bereich  zer- 
legt, nur  aus  Punkten  von  T  bestehe. 

5.  Satz.  Ist  T  ein  Bereich^  dessen  Band  aus  n  Stücken  besteht, 
80  läßt  sich  T  durch  Ausführung  von  n  —  1  Querschnitten  in  einen 
einfach  zusammenhängenden  Bereidi  verwandeln,  und  zwar  kann  man 
einerseits  niemals  mehr  als  n  —  1  Querschnitte  ziehen,  ohne  T  zu  zer- 
stückeln, während  T  andererseits  niemals  durch  weniger  als  n  —  1  Quer- 
schnitte zu  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereich  wird. 

1)  Diese  Definition  ist  so  verfaßt,  daß  die  Eigenschaft  eines  Bereiches, 
einfach  zusammenhängend  zu  sein,  invariant  gegenüber  den  linearen  Transforma- 
tionen der  Ebene,  Kap.  6,  §§  11,  16 — 19,  bleibt.  In  der  Physik  kann  es  wohl 
vorkommen,  daß  die  ganze  Ebene  exkl.  eines  einzigen  Punktes  nicht  als  einfach 
zusammenhängend  gelten  soll;  man  denke  etwa  an  das  Kräftefeld 


(a,  6) 


i'xdx-\-  r(/y=.tan-^  ^'  +C, 

•J  X 


Dasselbe  ist  nicht  konservativ.  Demgemäß  empfiehlt  es  sich  hier,  ein  berandetes 
Kontinuum,  welches  alle  außerhalb  eines  bestimmten  Kreises  gelegenen  Punkte 
umfaßt,  als  mehrfach  zusammenhängend  anzusehen,  selbst  wenn  nur  ein  Rand- 
stück vorhanden  ist. 
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Definition.  Ein  Bereich  T  heißt  n-fach  eusammenhängendy 
wenn  er  durch  Ausführung  von  w  —  1  Querschnitten  in  einen  einfach 
zusammenhängenden  verwandelt  werden  kann.  Dafür  ist  notwendig 
und  hinreichend^  daß  dessen  Rand  aus  n  Stücken  bestehe. 

6.  Satz.  Sind  n  einfache  reguläre  geschlossene  Kurven  gegeben, 
derart  daß  jede  derselben  außerhalb  edler  anderen  liegt,  so  bilden  die 
Punkte  der  Ebenen,  welche  gleichzeitig  außerhalb  aller  der  Kurven  liegen, 
einen  n-fach  eusammenhängenden  Bereidi, 

Sind  n  —  l  solche  Kurven  gegd)en  und  liegen  sie  d>enfaUs  außer- 
halb einander,  jedoch  innerhalb  einer  n*^,  so  begrenzen  alle  n  Kurven 
zusammengenommen  einen  endlichen  n-fach  zusammenhängenden  Bereich, 


§  8.    Innere   Normale   und   Integration   in    positivem    Sinne   über 

den  lEtand  eines  Bereiches. 

Unter  der  Tangente  und  der  Normale  einer  regulären  Kurve 

C:         x^f{t),         y^q>(t) 

in  einem  gewöhnlichen  Punkte  x^^^fif^y  Vo^^^i^o)  versteht  man 
die  Gerade 

fVo)  (y  -  Vo)  =  'p'iQ  (a:  -  a:o) 

resp. 

«pU)  (y  -  yo)  +  r(0  (^  -  a^o)  =  0. 

Sei  T  ein  Bereich^  dessen  Begrenzung  zum  Teil  oder  ganz  aus 
einer  einfachen  regulären  geschlossenen  Kurve  C  besteht,  wobei  sich 
übrigens  in  der  Nähe  keines  Punktes  derselben  zu  C  nicht  gehörige 
Randpunkte  von  T  befinden  dürfen.  Als  innere  Normale  in  einem 
gewöhnlichen  Punkte  P  von  C  bezeichnen  wir  dann  denjenigen  von  P 
ausgehenden  Halbstrahl  n,  welcher  mit  der  Normale  zusammenfällt 
und  zunächst  in  den  Bereich  T  eintritt.  Sei  v  der  Winkel,  welchen  n 
mit  der  positiven  rr-Achse  bildet,  und  sei  r  =»  v  —  ;r/2.  Denjenigen 
Halbstrahl,  der  von  P  ausgeht  und  den  Winkel  r  mit  der  positiven 
ÄJ-Achse  bildet,  nennen  wir  die  positive  Tangente  im  Punkte  P.  Er 
liegt  in  der  Tangente  in  diesem  Punkte.     Ferner  ist 

cos  r  =  -__-    -1^  —  ,        sm  r  =  -      -  -  ~-  -     , 

wo  £,  je  nach  der  Wahl  des  Parameters  t,  den  Wert  1  oder  —  1  hat 
und  sich  später  als  die  Ordnung  eines  innern  Punktes  von  C  er- 
weisen wird. 
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Ist  dagegen  eine  einfache  reguläre  geschlossene  Kurve  vorgelegt, 
welche  nicht  als  Randkurve  eines  Bereiches  angesehen  wird,  so  soll 
die  positive  Tangente  von  C,  wie  folgt,  erklärt  werden.  Man  be- 
trachte das  Innere  T  von  0;  dann  wird  der  Kurve  C,  als  Randkurve 
des  Bereichs  T  aufgefaßt,  nach  der  vorstehenden  Definition  eine  po* 
sitive  Tangente  zugeordnet,  und  letztere  ist  es  eben,  welche  als  die 
positive  Tangente  der  vorgelegten  Kurve  C  definiert  werden  soll. 

Satz.  Hat  e  in  einem  Punkte  von  C  den  Wert  1,  so  Imt  s  in 
jedem  Punkte  von  C  diesen  Wert 

Der  Satz  ist  gleichbedeutend  mit  folgendem:  Die  Ebene  der  Ana- 
lysis  ist  Iceine  Doppelfläche. 

Wir  setzen  voraus,  daß  T  im  Innern  von  C  liegt.  Der  Beweis 
für  den  anderen  Fall  verläuft  diesem  parallel. 

Sei  P:  {Xq,  y^)  ein  gewöhnlicher  Punkt  von  C,  Man  nehme  die 
innere  Normale  und  die  positive  Tangente  zur  positiven  y-  resp. 
a;'-Achse  eines  neuen  Koordinatensystems.  Arithmetisch  heißt  das, 
daß  man  die  Transformation  von  §  4  ausübt: 

X  =^  x'  cos  Tq  —  y  sin  Zq  +  Xq, 
y  ^  X  s'mtQ  +  y' C08rQ+  y^y 

und  dann  die  transformiei-te  Kurve 


(1) 


ins  Auge  faßt.  Die  Ordnung  des  Innern  von  C  ist  bekanntlich  gleich 
der  Ordnung  des  Innern  von  C  und  werde  e'  genannt.  Der  Beweis 
wird  nun  geliefert,  indem  wir  feststellen,  daß 


cos  To  =  , ..  _  -  _  __^  __  -- ,       sm  To 


ist.     In  der  Tat  ergibt  sich  aus  (1): 


(2) 


I  reo  =  /i'(0  cos  Tj  -  <pi'(t)  sin  t^, 


(3)  f'ity  +  q>'(ty = /i'(0*  +  <Pi(iy  >  0. 

Im  übrigen  ist 

(4)  <)P,'(<o)  =  0,         also        f,'it,y>0. 

Anderseits  seien  B:  (:r'=0,  y' "=  h)  und  B^:  (a;'==0,  y'^  —  h) 
(A  >  0)  zwei  Punkte  der  Umgebung  von  P.  Dann  hat  B^,  als  äußerer 
Punkt  von   T,   die  Ordnung  0.     Dagegen  wird  der  innere  Punkt  JB, 
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wie  man  aus  dem  Beweisverfahren  des  1.  Hilfssatzes  von  §  5  erkennt^ 
die  Ordnung  1  haben,  falls  oi  in  der  Nahe  von  P  zugleich  mit  t 
wächst;  im  anderen  Falle  hat  B  die  Ordnung  —  1.  Demgemäß  wird 
gleichzeitig  entweder 

oder 


dt 


i  =  i„ 


sein,  also  hat  man  in  allen  Fallen 


«7.'(«.)         _  «Vi' (f.)  _  j 


V'/i'(«'  +  9.'(«.)'      !/■•'(*•) 

Setzt  man  endlich  in  (2)  ^  «-^  t^  und  multipliziert  man  diese  Glei- 
chungen mit 


so  kommt 

cos  Tq  =  — — -Az>rPJ=T  -  - ,       sinrfl=-  -  — ^-:    -^  ,  w.  z.  b.  w. 

In  der  Integralrechnung  bedient  man  sich  des  geometrischen  Be- 
griffs des  Sinnes^  in  welchem  eine  Kurve  durchlaufen  wird,  um  das 
Vorzeichen  festzulegen,  welches  einem  über  den  Rand  eines  Bereichs 
erstreckten  Integrale  beigelegt  werden  soll.  Arithmetisch  entsprechen 
wir  diesem  Bedürfnisse  durch  folgende  Definition,  welche  an  den  so- 
eben erklärten  Begriff  der  positiven  Tangente  anknüpft.  Sei  S  ein 
Bereich,  dessen  Rand  C  aus  einer  oder  mehreren  einfachen  regulären 
geschlossenen  Kurven  besteht,  und  seien  F,  Q  zwei  längs  C  eindeu- 
tige stetige  Funktionen  von  x,  y.  Unter  dem  in  positivem  Sinne 
über  C  erstreckten  Integrale 


(5) 


/  Fdx  +  Qdy 

verstehen  wir  die  Summe  der  über  jede  Kurve  des  Randes  erstreckten 
Integrale 


J  (P  cosr  -{-  Q  sin r) ds, 


wobei  r  den  von  der  positiven  Tangente  mit  der  positiven  a:-Achse 
gebildeten  Winkel  und  l  die  Länge  der  jeweiligen  Randkurve  be- 
deutet.     Unter    ersichtlicher    Modifikation    des   Wortlauts    paßt    die 


§  9.  Zerlegung  eines  regulären  Bereiches  in  Teilbereiche  von  normalem  Typus.    1 79 

Definition  auch  für  den  Fall  einer  einfachen  regulären  geschlossenen 
Kurve  C,  welche  nicht  als  Bandkurve  eines  Bereiches  aufgefaßt  wird. 

Satz.  Sei  S  ein  von  einer  oder  mehreren  einfachen  regulären  ge- 
schlossenen Kurven  begrenzter  Bereich  und  seien  S^^,  S^  die  beiden  Be- 
reiche, in  welche  S  durch  einen  bestimmten  regulären  Querschnitt  F 
zerlegt  wird.    Dann  ist 

fPdx  +  Qdy  ^fPdx  +  Qdy  -^fPdx  +  Qdy, 

c  c\  c, 

wobei  die  Integrale  je  in  positivem  Sinne  resp.  über  C,  Q ,  C^  erstreckt 
werden. 

Seien  C,  C"  die  zu  Cj  resp.  C^  gehörigen  Teile  von  C,  so  daß 
sich  also  C^  aus  C  und  F,  C^  aus  C"  und  F  zusammensetzt.  In 
jedem  gewöhnlichen  Punkte  von  C  fällt  die  innere  Normale  des 
Bereiches  S^  mit  der  innem  Normale  von  8  zusammen  und  darum 
liefert  C  denselben  Beitrag  zum  ersten  wie  zum  zweiten  Integrale. 
Ebenso  liefert  C"  denselben  Beitrag  zum  ersten  wie  zum  dritten 
Integrale.  Dagegen  bildet  die  innere  Normale  von  S^  in  jedem  ge- 
wöhnlichen Punkte  von  F  den  Winkel  7t  mit  der  innem  Normale  von  S^ 
in  demselben  Punkte,  was  zur  Folge  hat,  daß  der  von  F  herrührende 
Beitrag  zum  zweiten  Integral  entgegengesetzt  gleich  dem  entsprechenden 
Beitrag  zum  dritten  Integral  ist. 
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normalem  Typus. 

Unter  einem  regulären  Bereiche  verstehen  wir  einen  Bereich  Sy 
wie  er  in  Kap.  2,  §  2  des  näheren  definiert  ist.  Der  allgemeinste 
derartige  Bereich  entsteht,  indem  man  mit  dem  Innem  einer  ein- 
fachen regulären  geschlossenen  Kurve  (nebst  Rande)  beginnt  und  in 
diesem  Bereiche  einen  Rückkehrschnitt  zieht.  Das  Innere  der  letzten 
Kurve  wird  aus  dem  genannten  Bereiche  entfernt,  und  der  Prozeß 
wird  endlich  oft  wiederholt.  Alsdann  bringt  man  neue  Randpunkte 
an,  indem  man  Querschnitte  konstruiert,  deren  Punkte  dann  doppelt 
zählen.  Endlich  verwandelt  man  der  Reihe  nach  in  Randstücke  eine 
endliche  Anzahl  regulärer  Kurvenstücke,  deren  jedes  entweder  ganz 
im  Innem  des  jeweiligen  Bereichs  liegt  oder  höchstens  einen  Endpunkt 
am  Rande  desselben  hat;  auch  diese  Punkte  werden  doppelt  gezählt. 
Selbstverständlich    können    einige    oder   auch    alle  die  Kurven  dieser 

verschiedenen   Gattungen  bis  auf  die  äußere  Begrenzung  fehlen. 
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Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  einen  arithmetischen  Beweis 
für  eine  gewisse  Zerlegung  eines  regulären  Bereiches  geben,  deren 
man  sich  bei  der  Ableitung  einer  Reihe  von  grundlegenden  Sätzen 
der  Analysis  bedient.  Es  handelt  sich  namentlich  um  die  Arithmeti- 
sierung  des  Bereiches  der  unabhängigen  Veränderlichen  in  der  Inte- 
gralrechnung und  der  Funktionentheorie. 

Definition  eines  Bereiches  6.  Unter  einem  Bereich  6  ver- 
stehen wir  zunächst  einen  zweidimensionalen  abgeschlossenen  Bereich^ 
welcher  aus  den  Punkten  (x,  y)  besteht,  woför 

ist.  Hierbei  sollen  f{x)f  (p{x)  im  abgeschlossenen  Intervalle  0  <C  x  <  a 
eindeutige,  stetige,  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  ver- 
sehene Funktionen  von  x  sein,  welche  innerhalb  des  Intervalls  der 
Ungleichung  genügen: 

(p(x)  <  f{x),        a  <  X  <b. 

Für  unsere  Zwecke  sind  es  insbesondere  Bereiche  6  von  zweier- 
lei Typen,  die  in  Betracht  kommen. 


Typus  I.    (p(x)^0. 


Typus  II.     /•(0)  =  <p(0)  =  0,     q>{x)^0 


0 


a 


y 

t 

1 

/<s 

X 

ö 

Fig.'il. 


Ein  besonderer  Fall  des  zweiten  Typus  ist  die  Schnabelspitze, 
doch  kann  die  Gerade  y  =  X(p{0)  sowohl  von  einer,  als  auch  von 
beiden  Kurven  unendlich  oft  getroffen  werden.     Beispiel: 

^(a;)  =  ar^  sinl/a;,        a;>0;         y(0)  =  0. 

Hierauf  erweitem  wir  die  Definition  des  Bereiches  0,  so  daß  sie 
jeden  Bereich  umfaßt,  welches  durch  eine  oder  mehrere  der  folgenden 
Transformationen  aus  einem  der  soeben  definierten  Bereiche  6  her- 
vorgeht: 

a)  eine  Parallel  Verschiebung; 

b)  eine  Drehung  um  den  Winkel  3t/2; 

c)  eine  Spiegelung  in  der  a;- Achse. 
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Arithmetiscli  wird  der  nene  Bereich  tf  mittels  einer  der  Trausfor- 
matioaen  definiert: 

{X  —  x^=  tx',  ix  —  x^=  ty, 

\y  —  ya  =  vtf',        ly  — yo  =  '?^'. 

wobei  (x,  y)  ein  beliebiger  Punkt  des  neuen  Bereiches  a,  {x,  y")  den 
enteprecbendes  Punkt  einee  der  Torbiu  definierten  Bereiche  ff'  be- 
deutet, während  die  Koeffizienten  s,  7}  anabbängig  voneinander  die 
Werte  1  nnd  —  1  annehmen. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  in  Aussicht  genommenen  Zer- 
iegang,  welche  durch  nachstehenden  Satz  genau  präzisiert  wird. 

Theorem.  Ein  regulärer  Bereich  laß  sich  in  eine  endliche  An- 
zahl von  Bereichen  e  zerlegen. 

Um  das  Wesentliche  an  dem  Beweise  hervortreten  zu  lassen, 
woUen  wir  zuvörderst  voraussetzen,  daß  der  Rand  C  des  vorgelegten 
Bereiches  S  lediglich  aus  einfachen  regulären  geschlossenen  sich 
gegenseitig  nicht  treffenden  Kurven  ohne  Ecken  bestehe.  Hierbei 
wird  man  bereits  mit  Bereichen  e  von  Typus  I  auekommen.  Man 
teile  die  Ebene  mittels  der  Qeraden 

x  =  —,  «  =  — ,         m,«  =  0,     ±1,     +2,--, 

in  ein  Quadratnetz  ein.  Hier  soll  die  natürliche  Zahl  ^  zunächst 
so    groß    genommen  [----i 

werden,  daß  einige 
der  Quadrate  inklu- 
sive ihrer  Ränder 
innerhalb  S  liegen. 
Solche  werden  zu  den 
betreffenden  Berei- 
chen a  gerechnet. 
Und  nun  wollen  wir 
zeigen,  daß  fi  ferner- 
hin so  gewählt  wer- 
den kann,  daß  auch 
die  übrigen  Quadrate, 

welche  einen  inneren  Punkt  mit  S  gemein  haben,  entweder  einzeln 
oder  in  Paaren  durch  C  in  zwei  Bereiche  zerlegt  werden,  wovon  der 
eine  in  S  liegt  und  ein  Bereich  ff  von  Typus  I  ist  oder  aus  zwei  solchen 
besteht. 
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Um  einen  beliebigen  Punkt  P  einer  Randkurre 

C:        x  =  fit),        y  =  9(0 

kann  man  einen  Kreis  beschreiben,  welcher  einen  P  enthaltenden  Bogen 
derart  abgrenzt,  daß  die  Schwankung  von  x,  wo 

f{t)  .  q>\t) 

cos  r  =  -rz=^  —-.-.  -  ,        sm  T  = 


ist;  in  den  Punkten  desselben  die  Größe  ^/6  nicht  überschreitet: 

Femer  soU  der  Ereis  außer  diesem  Bogen  keinen  weiteren  Randpunkt 
Yon  S  in  seinem  Innern  oder  auf  seinem  Rande  enthalten.  Es  ist 
klar,  daß  jeder  kleinere  Kreis  um  P  derselben  Eigenschaften  teilhaftig 
wird.  Sei  q  die  obere  Grenze  der  Radien  solcher  Kreise,  welche  den 
vorstehenden  Bedingungen  genügen.  Ferner  sei  h  die  untere  Grenze 
dieser  Werte  q  für  die  sämtlichen  Punkte  P  des  ganzen  Randes  yon  S, 
Daß  Ä  >  0  ist,  beweist  man  in  wohl  bekannter  Weise. 

Jetzt  wollen  wir  /t  so  annehmen,  daß  die  Diagonale  eines  Qua- 
drats des  Netzes  von  der  Seitenlänge  x  kleiner  als  A/2  ausfällt: 

damit  ein  Quadrat,  welches  einen  Randpunkt  P  im  Innern  oder  auf 
seiner  Grenze  enthält,  nebst  den  acht  anstoßenden  Quadraten  inner- 
halb eines  um  P  beschriebenen  Kreises  vom  Radius  K  liegen  wird, 
wobei  2xy2  <Ch'  K.h  ist.  Wie  man  sieht,  gelten  die  also  bestimmten 
Größen  x,  ä'  gleichmäßig  für  den  ganzen  Rand  von  S, 

Hiermit  ist  fi  endgültig  bestimmt.  Die  Quadrate  des  Netzes, 
welche  einen  innem  Punkt  mit  S  gemein  haben,  liegen  zum  Teil 
nebst  ihren  Rändern  ganz  innerhalb  S  und  sind  bereits  als  Bereiche  ö 
aufgenommen  worden.  Um  für  die  übrigen  noch  die  vorhin  auf- 
gestellte Behauptung  zu  erweisen,  zeichnen  wir  zuerst  alle  Punkte 
von  C  auf,  in  welchen  C  parallel  zur  a:- Achse  verläuft.  Sei  P  ein 
solcher  Punkt  und  sei 

ein  Quadrat,  welches  sowohl  P  (im  Innern  oder  am  Rande)  als  auch 
innere  Punkte  von  S  enthält.     Dann  lassen  sich  diejenigen   Punkte 
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Yon  C,  welche  in  Q  und  den  acht  benachbarten  Quadraten: 

liegen^  durch  die  Gleichung  darstellen: 

wo  f(x),  ßowie  ^(x)  im  Intervalle  Xq—  x  '^  x  ^^  Xq+  2x  stetig  sind 
und  im  übrigen 

r(^)i^  1/1/3 


ist.  Trifft  diese  Kurve  keine  zur  o;- Achse  parallele  Seite  von  Qy  so 
zerlegt  sie  Q  schon  in  zwei  Bereiche^  wovon  der  eine  in  S  liegt  und 
ein  Bereich  6  von  Typus  I  ist.  Im  anderen  Falle  sei  es  die  Seite 
y^y^+x,  welche  von  C  getroffen  wird,  und  man  betrachte  das 
Rechteck: 

-ß-      ^o^^<^o+«?      yo:^y<yo+2x. 

Da  die  Schwankung  der  Funktion  f(x)  im  Intervalle  x^^x ^Xq+  x 
die  Größe  x/^S  nicht  übertrifft,  vgl.  Kap.  1,  §  6,  Aufgabe  4,  so  gilt 
für  jR  derselbe  Schluß  vrie  vorhin  für  Q.  Der  also  gewonnene  Be- 
reich 6  wird  nicht  immer  in  Q  liegen.  Man  kann  ihn  aber  stets 
durch  die  Gerade  y  =»  yo+ x(l  —  l/}/3)  in  zwei  neue  Bereiche  6 
spalten ;  deren  jeder  in  einem  Quadrate  mit  der  Seitenlange  x  liegt. 

Jetzt  ziehe  man  einen  zweiten,  dem  Innern  des  soeben  benutzten 
Quadrats  Q  bzw.  Rechtecks  R  (beide  mögen  der  Kürze  halber  mit  91 
bezeichnet  werden)  nicht  angehörigen  Punkt  in  Betracht,  in  welchem  C 
parallel  zur  a:-Achse  verläuft,  und  stelle  man  dieselbe  Überlegung 
wieder  an.  Das  dabei  benutzte  neue  Rechteck  SU'  wird  keinen  innem 
Punkt  mit  dem  früheren  91  gemein  haben.  Denn  sonst  hätten  91 
und  91'  ein  Quadrat  gemein,  welches  dann  im  Innem  oder  auf  seinem 
Rande  Punkte  von  zwei  getrennten  Bogen  des  Randes  C  enthielte, 
und  das  geht  eben  nicht  an. 

Man  wiederhole  das  Verfahren,  so  lange  noch  unerledigte  Punkte 
vorhanden  sind,  in  welchen  C  parallel  zur  a:- Achse  verläuft.  Der  Pro- 
zeß muß  eventuell  schließen,  da  es  ja  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Quadraten  gibt,  die  überhaupt  in  Betracht  kommen  können.  Nach- 
dem nun  diese  Punkte  alle  erledigt  sind,  ziehe  man  die  Punkte  heran, 
in  welchen  C  parallel  zur  y- Achse  verläuft,  und  verfahre  mit  diesen 
in  ähnlicher  Weise.  Hierdurch  entsteht  eine  zweite  Reihe  von  Be- 
reichen (f,  die  jedenfalls  nicht  übereinander  greifen.  Daß  sie  aber 
auch  nicht  mit  den  früheren  Bereichen  6  in  Kollision  geraten,  geht 
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daraus  hervor,  daß  z  hier  einen  Wert  hat,  wofür  jcotT,  <  l/"|/3  ist, 
während  ja  bei  den  anderen  Bereichen  |tanT|<C  l/|/3  war. 

Jetzt  bleibt  eine  endliche  Anzahl  von  Randbogen  übrig,  welche 
nirgends  parallel  mit  einer  Koordinatenachse  sind.  Folglich  wird  jedes 
Qnadrat,  in  welches  einer  dieser  Bogen  eintritt,  dadurch  in  zwei  Be- 
reiche zerlegt,  wovon  der  eine  in  S  liegt  und  entweder  schon  ein 
Bereich  ö  ist  oder  durch  eine  Parallele  zu  einer  seiner  Seiten  in 
zwei  Bereiche  ö  zerfällt.  Endlich  kann  es  noch  Quadrate  geben, 
welche  nur  eine  Ecke  mit  C  gemeinsam  haben,  sonst  aber  in  S  liegen. 
Ein  solches  Quadrat  kann  direkt  als  ein  Bereich  6  aufgenommen 
werden.  Will  man  aber  vermeiden,  daß  ein  Bereich  6  bloß  mit  einem 
Punkte  an  C  heranreicht,  so  kann  man  das  in  Rede  stehende  Qua- 
drat zunächst  mit  einem  anstoßenden  Bereich  ö  vereinigen,  um  dann 
den  neuen  Bereich,  wie  ersichtlich  möglich,  in  Bereiche  6  der  bisher 
betrachteten  Arten  wieder  zu  zerlegen. 

Es  könnte  noch  der  Einwand  erhoben  werden,  daß  die  Ränder 
der  in  Betracht  gezogenen  Bereiche  6  stellenweise  zusammenfallen, 
daß  also  der  vorgelegte  Bereich  S  nun  doch  nicht  so  zerlegt  sei,  wie 
in  Aussicht  genommen.  Für  die  Anwendungen  ist  dies  nicht  störend. 
Um  jedoch  eine  einwandfreie  Formulierung  des  Satzes  zu  haben, 
können  wir  uns,  wie  folgt,  ausdrücken. 

Ein  regulärer  Bereich  S  läßt  sich  durch  eine  endliclie  Anzahl  von 
Bereichen  6  überdecken ,  welche  höchstens  in  ihren  BandpunJcten  über- 
einander greifen  und  jeden  Punkt  von  S  mindestens  einmal  enthaUetu 

Hiermit  ist  der  Beweis  des  Satzes  in  dem  in  Aussicht  genom- 
menen Umfange  erbracht.  Will  man  /i  durch  einen  größeren  ganz- 
zahligen Wert  ersetzen,  so  läßt  sich  die  neue  Einteilung  dadurch  be- 
werkstelligen, daß  jeder  der  obigen  Bereiche  für  sich  in  leicht  ersicht- 
licher Weise  in  kleinere  Bereiche  6  zerlegt  wird. 

Ecken  und  Spitzen.  Indem  wir  jetzt  an  den  Fall  herantreten, 
daß  Ecken  und  Spitzen  vorhanden  sind,  setzen  wir  immer  noch 
voraus,  daß  der  Rand  von  S  aus  einfachen  regulären  geschlossenen 
sich  gegenseitig  nicht  treflFenden  Kurven  bestehe.  Durch  passende 
Wahl  des  Index  /t  des  Netzes  können  wir  zunächst  erreichen,  daß 
die  Umgebung  einer  Ecke  oder  Spitze  in  Bereiche  6  zerlegt  wird. 
Hebt  man  diese  Bereiche  fort,  so  hat  der  neue  Bereich  Ä'  nur  Ecken, 
—  das  Auftreten  von  Spitzen  kann  man  hier  oflFenbar  durch  ge- 
schickte Wahl  jener  Bereiche  ö  vermeiden,  —  und  zwar  wird  stets 
mindestens  eine  Seite  einer  Ecke  von  einer  geradlinigen  Strecke  ge- 
bildet,  welche  in  einer  Geraden  des  Netzes  liegt.     Jetzt  wird    man 
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Fig.  4;ü. 


die  frühere  Überlegung  mit  der  folgenden  Modifikation  wiederholen. 
Der  Rand  C  von  S'  besteht  aus  einer  endlichen  Anzahl  regulärer 
Kurvenstücke.  Sei  P  ein  beliebiger  Punkt 
von  C\  und  man  beschreibe  einen  Kreis 
um  P,  dessen  Inneres  durch  C  in  zwei 
Kontinuen  zerlegt  wird.  Der  Radius  dieses 
Kreises  soll  nun  so  beschränkt  werden,  daß 
der  Kreis  höchstens  eine  Ecke  von  C  ent- 
hälty  und  daß  außerdem  die  Schwankung  von  r  in  den  im  Kreise  be- 
findlichen Punkten  ein  und  desselben  Kurvenstückes  die  Größe  ;r/6  nicht 
überschreitet.  Von  hier  ab  verlauft  der  Beweis  wie  im  früheren  Falle. 
Der  allgemeinste  Fall  wird  nunmehr  auf  die  bereits  erledigten 
zurückgeführt;  indem  man  S  durch  eine  endliche  Anzahl  regulärer 
Querschnitte  in  Bereiche  der  vorstehenden  Art  verwandelt.  Jeder 
dieser  Querschnitte  kann  als  eine  geradlinige,  einer  Koordinatenachse 
parallele  Strecke  genommen  werden. 

Aufgabe.  Man  zeige,  daß  der  Gesamtflächeninhalt  der  an  den 
Rand  C  stoßenden  Bereiche  6  durch  passende  Wahl  von  fi  beliebig 
klein  gemacht  werden  kann. 
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Nach  dem  Hauptsatze  von  §  3  kann  ein  Bereich  T  in  eine  un- 
endliche Reihe  von  Teilbereichen  entwickelt  werden,  wovon  ein  jeder 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Quadraten  besteht.  Im  Falle  T  im 
Endlichen  liegt  und  einfach  zusammenhängt,  wurde  auch  gezeigt,  daß 
die  Teilbereiche  T^  ebenfalls  einfachen  Zusammenhang  aufweisen.  An 
das  Resultat  des  vorhergehenden  Paragraphen  anknüpfend  wollen  wir 
jetzt  beweisen,  daß  ein  einfach  zusammenhängender  regulärer  Bereich  S 
durch  eine  endliche  Reihe  dargestellt  werden  kann,  deren  einzelne 
Glieder  je  aus  einem  Bereich  ö  bestehen,  während  die  Summe  der 
ersten  n  Glieder  derselben  stets  einen  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  bildet.     Wir  sprechen  den  Satz,  wie  folgt,  aus: 

Hauptsatz.  Ist  S  ein  einfach  zusammenhängender  regulärer  Be- 
reich, und  sind  6^, .  .  .,a^,  die  Bereiche  6 ,  in  welche  sich  S  nach  dem 
Satze  von  §  9  zerlegen  läßt  so  existiert  eine  Reihe  einfach  zusammen- 
hängender Bereiche  5^,  .  .  .  S^,,  wovon  der  erste  S^  mit  ö^  und  der  letzte 
Sy  mit  S  zusammenfällt  und  welche  im  übrigen  so  beschaffen  sind, 
daß  S^  aus  S^_^  durch  Hinzufilgung  von  öj.  entsteht 
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Wir  wollen  zuerst  voraussetzen;  daß  der  Bereicli  6^  an  den 
Rand  C  von  S  stößt.  Seien  (f^,  ^  *  *  6^  die  weiteren  Bereiche  6,  welche 
ebenfalls  an  C  stoßen.  Dann  zerfüllt  der  Rand  von  ö^  (i  -»  1,  2^ .  . .  j>) 
in  zwei  Teile,  wovon  der  eine,  —  entweder  ein  Punkt  oder  ein  Bogen,  — 
zum  Rande  von  S  gehört,  während  der  andere  einen  Querschnitt  F^ 
von  S  bildet.  Außerdem  stößt  6^  an  <y<_i,  sowie  an  <y^^j  längs  eines 
Bogens  von  I^.,  aber  an  keinen  weiteren  dieser  Bereiche,  sofern  wir  die 
Bereiche  ö  von  vornherein  so  bestimmen,  daß  keiner  davon  bloß  mit 
einem  Punkte  an  den  Rand  von  S  reicht.  Um  nun  von  S^^  auf  iS^_  ^ 
herabzusteigen^  heben  wir  62  aus  S  heraus.  Da  nämlich  F,  ^^^^^ 
Querschnitt  von  S  bildet,  so  wird  S  nach  dem  3.  Satze  von  §  7  et  seq. 
durch  denselben  in  zwei  einfach  zuMmmenhängende  Bereiche  zerlegt, 
wovon  der  eine  aus  <y,,  der  andere,  8y_^,  aus  den  N—  1  übrigen 
Bereichen  6  besteht.  Wiederholt  man  das  Verfahren,  indem  man  der 
Reihe  nach  (Tg, . . .  <Tp  forthebt,  so  erhält  man  sukzessive  die  weiteren 
Bereiche  S^_  ^^y  welche,  ebenso  wie  /Sj^_i,  alle  einfach  zusammen- 
hängen. 

Bei  der  Ausführung  des  nächsten  Schrittes,  nämlich  bei  der 
Forthebung  eines  Bereiches  6^^^,  kann  es  indessen  vorkommen,  daß 
der  Bereich  S^_  zerfällt.  Wir  wollen  aber  zeigen,  daß  diesem  Übel- 
stande durch  passende  Wahl  von  (7^^^  stets  vorgebeugt  werden  kann. 
In  der  Tat  wird  S^_  ^^  einen  Punkt  (x,y)  umfassen,  wofür  min- 
destens einer  der  folgenden  vier  Fälle  eintritt: 

a)  X  ist  größer  als  das  x  irgend  eines  Punktes  von  6^, 

D)  X   „    kiemer   „  „    x  „          „            „  „     (Jj, 

c)  y   „   größer    „  „     y  „  „            „  „     0^, 

d)  y   „   kleiner   „  „     y  „  „            „  „     6^. 

Nehmen  wir  an,  Fall  a)  liege  vor.  Sei  dann  X  der  größte  Wert 
von  Xy  welcher  einem  Randpunkte  von  Sy_  ^^  entspricht.  Sodann 
sei  T  der  größte  Wert  von  y,  welcher  einem  der  Randpunkte  (X,  y) 
entspricht.  Hiermit  erhält  man  einen  Punkt  (X,  Y)  des  Randes  von 
^v-i)-i-i>  ^^  welchem  zwei  Seiten  eines  rechteckigen,  S^^.^  ^^  angehö- 
rigen  Bereiches  6  zusammenstoßen,  und  überdies  gehören  diese  Seiten 
zum  Rande  von  Sy_  ^^.  Eine  weitere  Seite  resp.  die  beiden  übrigen 
Seiten  dieses  Bereiches  bilden  dann  einen  Querschnitt  von  Sy_       , 

Infolgedessen  wird  S^,_  ^^  durch  Forthebung  dieses  Bereiches 
nicht  zerstückelt,  und  hiermit  hat  man  einen  solchen  Bereich  (fp+i 
erlangt,  wie  man  ihn  sucht. 
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Durch  Wiederholung  dieser  Überlegung  vermeidet  man  jedesmal 
eine  etwaige  Zerstückelung  des  jeweiligen  Bereiches  S^^  und  gelangt 
somit  schließlich  zum  Bereiche  S^^  ö^. 

Wir  haben  vorausgesetzt^  daß  6^  an  den  Rand  von  S  stößt.  Ist 
das  nicht  der  Fall,  so  seien  ^ij^s^y- '  -^^  die  Bereiche,  welche  an 
den  Rand  von  S  stoßen,  und  man  hebe  zunächst  diese  Bereiche  der 
Reihe  nach  fort.  Alsdann  zeigt  man  genau  so  wie  vorhin,  daß  man 
stets  einen  weiteren  von  6^  verschiedenen  Bereich  6  fortheben  kann,  ohne 
den  jeweiligen  Bereich  S,^  zu  zerstückeln.  Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Für  andere  einfach  zusammenhängende  Bereiche  läßt  das  Theorem 
auf  eine  Entwicklung  schließen,  welche  mit  dem  letzten  Satze  von 
§  3  im  wesentlichen  identisch  ist. 

Zusatz.^)  Sei  T  ein  einfach  zusammenhängender  Bereich,  und 
sei  A  ein  Punkt  von  T,  Dabei  soll  aber  der  Fall  ausgeschlossen  werden, 
daß  T  sich  ins  Unendliche  erstreckt  und  einen  im  EndlicJien  gelegenen 
Band  liat.  Dann  läßt  sich  eine  unendliche  Folge  einfach  jmsammen- 
hä}tgend€r,  den  Punkt  A  im  Innern  enthaltender  regulärer  Bereiche  T^ 
angeien,  welche  folgendermaßen  beschaffen  sind: 

a)  T„  liegt  inkl.  seines  Randes  in  jT; 

b)  T^^i  geht  aus  T„  hervor,  indem  ein  Quadrat  zu  T^  hinzugefügt 
wird;  dabei  braudit  die  Diagonale  dieses  Quadrats,  sowie  der  größte 
Dwrchnesser  von  T^  fdne  vorgegebene  positive  Größe  h  nicht  zu  über- 
schreiten; im  übrigen  darf  T^  als  Qtuxdrat  gewählt  werden; 

c)  jeder  vorgegebene  Punkt  von  T,  sowie  jeder  vorgegebene  inklusive 
seifies  Randes  in  T  gelegene  Bereich  wird  eventuell  innerJuUb  eines  be- 
stimmten T^,  und  daher  auch  innerhalb  jedes  späteren  T^,  n>  m,  zu 
li^en  kommen. 

Der  Beweis  von  Satz  B'),  Kap.  4,  §  3  ergibt  sich  direkt  aus 
diesem  Satze,  indem  man  bloß  Satz  B)  des  genannten  Paragraphen 
auf  den  Bereich  T„  anwendet  und  bemerkt,  daß  die  in  T^  einmal 
definierte  Funktion  F{x,y)  beim  Übergange  von  T„  zu  J,^^  keine 
Änderung  mehr  erleidet. 

Anwendung    auf   mehrdeutige    Funktionen. 

Die  Sätze  von  Kap.  1,  §  10  lassen  sich  auf  Funktionen  zweier 
Variabelen,  wie  folgt,  übertragen. 

1)  Der  Zusatz  ist  nur  für  den  Fall  ausgesprochen,  daß  T  ein  Kontinuum 
ist.  Soll  der  Rand  von  T  mit  zum  Bereiche  gerechnet  werden,  so  sind  leichte 
Modifikationen  in  der  Formulierung  nötig;  vgl.  Anm.  1),  S.  löG. 
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1.  Satz.  Jeder  Stelle  {x^jy^  des  endlichen^)  einfach  eusammen- 
hängenden  Definitionsbereichs  T  einer  mehrdeiUigeti  Funktion  sollen  sidi 

a)  eine  bestimmte  Umgebung 

k'  —  ^0 1  <  '*?         I  y  —  1^0 "  <  *^  «<wrf 

b)  eine  Beihe  je  in  derselben  ausnahmslos  definierter  eindeutiger 
Funktionen 

so  zuordnen  lassen,  daß  zwischen  diesen  Funktionswerten  und  den  Wertete 
der  vorgelegten  mehrdeutigen  Funktion  in  der  genannten  Umgebung  eine 
ein-eindeutige  Beziehung  statt  hat. 

Dann  ivird  eine  ähnliche  Zusammenfassung  der  Werte  der  mehr- 
deutigen  Funktion  auch  im  großen  möglich  sein;  d,  h.  es  wird  eine 
Beihe  je  im  ganzen  Definitionsbereiche  T  eindeutig  definierter  Funktionen 
geben,  deren  Werte  geradezu  den  Wertvorrat  der  mehrdeutigen  Funktion 
einmaly  aher  auch  nur  einmal  liefern. 

* 

Wir  beschränken  den  Beweis  auf  die  beiden  für  die  Praxis  wich- 
tigen Fälle: 

i)  der  Bereich  T  ist  regulär,  §  9,  und  möge  demgemäß  mit  S  be- 
zeichnet werden; 

ii)  der  Bereich  T  ist  ein  Eontinnum,  wozu  also  die  Randpunkte 
nicht  gerechnet  werden. 

Im  Falle  i)  bedarf  vor  allem  der  Begriff:  Umgebung  eines  Band- 
punktes,  einer  näheren  Erklärung.  Ist  P  ein  Punkt  des  Randes  C  von  S 
und  beschreibt  man  einen  Kreis  um  P  als  Mittelpunkt,  so  wird  das 
Innere  des  Kreises  durch  C  im  allgemeinen  in  eine  endliche  Anzahl  von 
Bereichen  zerlegt,  wovon  n  in  S  liegen.  Bei  Verkleinerung  des  Radius 
kann  sich  die  Zahl  n  ändern,  doch  sieht  man,  daß  n  für  alle  unter- 
halb einer  bestimmten  Größe  gelegenen  Radien  einen  festen  Wert 
hat.  Ist  nun  dieser  Wert  von  n  größer  als  1,  so  müssen  die 
n  Bereiche  als  getrennte  Umgebungen  des  Randpunktes  P  gerechnet 
werden,  welch  letzterer  auch  als  ein  72-facher  Randpunkt  gezählt  wird. 

Nach  dieser  Erklärung  verläuft  der  Beweis  im  Fall  i)  ähnlich 
wie  in  Kap.  1,  §  10,  indem  man  S  zunächst  in  Bereiche  o  zerlegt 
und   dann   zeigt,  daß,  wenn    der  Satz    nicht    richtig   wäre,    er    dann 


1'  Der  immer  noch  als  einfach  zusammenhängend  vorausgeaetzte  Be- 
reich T  darf  sich  auch  ins  Unendliche  erstrecken,  sofern  der  Rand,  falls  einer 
vorhanden  i?t,  nicht  ganz  im  Endlichen  liegt. 


%  10.  Zusammenstellung  eines  einfach  zusammenhängenden  Bereiches  usw.     189 

mindestens  fiir  einen  Bereich  ö'  falsch  sein   müßte.     Hierauf   zerlegt 
man  ö'  weiter  in  ersichtlicher  Weise. 

Zur  Behandlung  von  Fall  ii)  zieht  man  bloß  den  Zusatz^  S.  187 
heran  und  wendet  das  Ergebnis  von  Fall  i)  auf  die  Bereiche  T^  an. 
Von  hier  ab  verläuft  der  Beweis  wie  früher,  Kap.  1,  §  10. 

2.  Satz.  Zu  den  Voraussetzungeti  des  1.  Satzes  füge  man  noch 
die  beiden  weiteren  hinzu; 

c)  in  jedem  Punkte  von  T  sollen  sich  je  zwei  Werte  der  melirdeu- 
tigen  Funktion  um  melir  als  eine  bestimmte  positive  Konstante  G  vonein- 
ander unterscheiden: 

d)  die  Funktiofwn  f^{x,  y)  sollen  so  gewählt  werden  könfien,  daß 
sie  stetig  sind. 

Dann  lassen  sicJi  die  eindeutigen  Funktionen,  auf  die  sich  nad^ 
dem  1.  Saize  die  Werte  der  mehrdeutigen  Funkiiofi  verteilen,  so  besHm- 
men,  und  zwar,  von  der  lieihen folge  abgesehen,  nur  auf  eine  einzige 
Weise,  daß  au^ch  sie  im  ganzen  Bereich  T  stetig  sind. 

Die  Bedingung  c)  kann  durch  jede  der  folgenden  Bedingungen 
ersetzt  werden: 

c')  in  einem  beliebigen  Punkte  von  T  sollen  die  Werte  der 
mehrdeutigen  Funktion  sämtlich  voneinander  verschieden  sein  und 
außerdem  soll  die  Anzahl  der  Werte^  welche  die  Funktion  in  den 
verschiedenen  Punkten  von  T  annimmt,  eine  bestimmte  feste  Zahl  N 
niemals  übertreffen; 

c")  an  Stelle  von  T,  G  in  der  obigen  Bedingung  c)  sollen  bzw. 
S\  G'  treten,  wobei  Ä'  einen  beliebigen  regulären  nebst  Rande  inner- 
halb T  gelegenen  Bereich  und  G'  eine  nur  von  S'  abhängige  posi- 
tive Größe  bedeuten. 

Zum  Beweise  beginnen  wir  mit  dem  Fall  i)  und  erkennen  sofort, 
daß  es  eine  feste  positive  Zahl  h  gibt,  derart  daß  der  Definitions- 
bereich der  Funktion  fn{x,  y)  jedenfalls  so  genommen  werden  kann, 
daß  er  den  Bereich 

\x-x^\<h,       |2/-yo!<Ä 

umfaßt.  Jetzt  braucht  man  die  Bereiche  6  nur  so  zu  wählen,  daß 
zwei  benachbarte  6  stets  innerhalb  eines  solchen  Bereiches  liegen, 
und  von  hier  ab  verläuft  der  Beweis  ähnlich,  wie  derjenige  von  Satz  B), 
Kap.  4,  §  3. 

Die  übrigen  Fälle  ergeben  sich  nun  sofort. 
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Aufgabe.  Man  zeige,  daß  eine  unendliche  Reihe,  welche  in  der 
Umgebung  eines  jeden  Punktes  eines  abgeschlossenen  Bereichs  gleich- 
mäßig konvergiert,  auch  im  ganzen  Bereiche  gleichmaßig  konvergiert. 


§  11.    Über  abzahlbare  und  nieht-abzählbare  Mengen. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  eine  Eigenschaft  der  Mengen 
besprechen,  kraft  deren  die  unendlichen  Mengen  in  zwei  Klassen  zer- 
fallen, derart  daß  die  einen,  nämlich  die  abzählbaren  Mengen,  in 
mancher  Hinsicht  eine  ähnliche  Rolle  in  der  Analysis  spielen,  wie 
die  eodlichen  Mengen,  während  die  anderen,  die  nicht-abzählbaren 
Mengen,  von  diesen  durch  eine  Kluft  geschieden  sind,  deren  genaue 
Umrisse  zwar  nicht  zu  erkennen  sind,  deren  Tiefe  man  sich  aber 
wohl  bewußt  ist. 

Die  Begriffe  und  Sätze  dieses  Paragiaphen  rühren  zum  großen 
Teil  von  6.  Cantor  her. 

Unter  einer  abziädbaren  Menge  { s )  von  Gegenständen  s  versteht 
man  eine  Menge,  deren  Elemente  den  natürlichen  Zahlen  1,  2, . .  .  in 
ein-eindeutiger  Weise  zugeordnet  werden  können.  Ein  einfaches  Bei- 
spiel hiervon  bieten  die  Doppel-,  sowie  allgemein  die  mehrfachen 
Reihen.     Eine  solche  werde  durch  das  Schema  gegeben: 

«*16;  •  •  • 


Diese  läßt  sich  bekanntlich  in  eine  einfache  Reihe  verwandeln,  indem 
man  etwa  in  der  Weise  summiert,  wie  durch  die  Pfeile  angedeutet 
ist.  Dementsprechend  wird  man  auf  die  einfach  unendliche  Folge 
geführt: 

deren  Elemente  schon  durch  ihren  Platz  in  der  Folge  den  natürlichen 
Zahlen  zugeordnet  werden  können. 

1.  Satz.  Die  aus  zwei  (und  smnit  aus  m)  abzählbaren  Mengest 
zusaynmengesetzte  Menge  ist  wieder  abzahlbar. 

Die  aus  einer  abzaldbaren  Menge  abzahlbarer  Mengen  zusammen- 
gesetzte Menge  Jcann  ebenfalls  abgezählt  werden. 

Die  Richtigkeit  des  ersten  Teils  des  Satzes  erkennt  man   sofort. 
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Zum  Beweise  des  zweiten  Teils  genügt  es,  an  das  soeben  besprochene 
Beispiel  anzuknüpfen  und  die  vorgelegten  Mengen  in  der  Oestalt 
eines  zweidimensionalen  Schemas  anzuschreiben.  Insbesondere  dürfen 
offenbar  beliebig  viele  der  Mengen  endlich  sein. 

2.  Satz.      Greift  man  aus  einer  abzahlbaren  Menge  eine  unend- 
liche Teilmenge  heraus,  so  ist  letztere  stets  abzahlbar. 

3.  Satz.   .Die  rationalen  Zahlen  bilden  eine  abzählbare  Menge}} 

Die  positiven  darunter  lassen  sich  in  der  Gestalt  nachstehenden 
zweidimensionalen  Schemas  anschreiben: 

L      1      1      L 

1?       2y      Zf      49  ' '  ' 

t      t      t      t 

If       3^       bf       17  '  '  ' 


8  8  8         S 

1  >     %f     4  7    5 ; 


—  ■      • 


Diese  sind  also  nach  dem  1.  Satze  abzahlbar.  Ebenso  bilden  die 
negativen  rationalen  Zahlen  inkL  0  eine  abzählbare  Menge,  und  aus 
diesen  beiden  Mengen  setzt  sich  wieder  eine  abzählbare  Menge  zu- 
sammen. Man  kann  aber  auch  leicht  die  negativen  rationalen  Zahlen 
inkl.  0  in  das  obige  Schema  direkt  einschalten. 

Nach  dem  2.  Satze  bilden  nun  die  echten  Brüche  ebenfalls  eine 
abzählbare  Menge. 

Aufgabe.  Unter  einem  rationalen  Punkte  der  Ebene  (oder  all- 
gemeiner eines  n-dimensionalen  Raumes)  versteht  man  einen  solchen, 
dessen  Koordinaten  sämtlich  rationale  Zahlen  sind.  Man  zeige,  daß 
diese  Punkte  eine  abzählbare  Menge  bilden. 

Begriff  der  Mächtigkeit     Zwei   endliche  Mengen    {s]    und    [ö] 
stehen  stets  in  einer,   aber  auch  nur  in  einer  der  drei  Beziehungen 

zueinander: 

a)  [s]  <  {6), 

b)  {M>{<^}, 
c).       [s)  =  {ö], 

je  nachdem  im  Falle  a)  jedem  Element  von  { s )   ein  Element  von  { ö  ] 
zugeordnet  werden  kann,  ohne  [ö]  zu  erschöpfen,  mit  einer  ähnlichen 
Erklärung  für  b)  und  c).     Hierbei   ist  der  Umstand  wesentlich,  daß, 
wenn   bei    einer   besonderen  Zuordnung   der  Elemente  etwa  Fall  a) 

1)  Wir  wollen  später  zeigen,  daß  auch  die  algebraischen  Irrationalitäten 
abzählbar  sind;  vgl.  weiter  unten  im  Texte,  nach  dem  Beweise  des  4.  Satzes. 
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eintritt,  dann  jede  andere  Zuordnung  Fall  a)  gleichfalls  herbeiführt. 
Bei  unendlicfien  Mengen  bleibt  dieser  Satz  nicht  erhalten.  In  der  Tat 
bilden  beispielsweise  die  positiven  geraden  Zahlen 

{A]:  2,  4,  6,  8,... 

eine  Teilmenge  der  Menge  aller  natürlichen  Zahlen 

(B\:  1,2,3,4,... 

und  stehen  somit  zu  diesen  in  der  Beziehung 

{A)<[B]. 

Andererseits  kann  man  eine  Teilmenge  von   [Ä], 

[C]:  4,  8,  12,  16,... 

der  Menge   [B]   ein-eindeutig  zuordnen,  wodurch  nun  die  Beziehung 

M}>{B} 

erzielt  wird.     Und  ebenso  leicht  kann  man  auch  die  Beziehung 

[A]  =  [B] 
herstellen. 

Es  drängt  sich  jetzt  die  Frage  auf,  ob  die  am  yorstehenden  Bei- 
spiele erläuterte  Eigenschaft  zweier  abzählbarer  Mengen,  bei  zweck- 
mäßiger Zuordnung  ihrer  Elemente  der  Reihe  nach  in  alle  drei  Be- 
ziehungen a),  b),  c)  zueinander  gebracht  werden  zu  können,  sich  all- 
gemein auf  zwei  beliebige  unendliche  Mengen  überträgt.  Daß  dem 
nicht  so  ist,  besagt  der  Satz,  daß  es  in  der  Tat  Mengen  [ö]  gibt, 
welche  zur  Menge  { s  ]  der  natürlichen  Zahlen  nur  in  der  Beziehung  a) 
stehen  können.  Eine  solche  Menge  heißt  nicM-ahzäldbar.  Zum 
Existenzbeweis   für  derartige  Mengen  möge  der  folgende  Satz  dienen. 

4.  Satz.     Die  Menge   [x]   der  reellen  Zahlen  ist  nicht-abzahlbar. 

Gesetzt,  dem  wäre  nicht  so.  Dann  müßte  auch  insbesondere 
die  Teilmenge  0  <  a;  <  1  abzählbar  sein.  Man  stelle  die  n**  Zahl  x^ 
dieser  Menge  durch  einen  Dezimalbruch  dar^): 


Q  (n)  f>  (n)  t*  in) 


Jetzt  vermag  man  eine  Zahl  x  der  Menge  anzugeben,  die  mit  keiner 

1)  Diese  Darstellung  kann  in  besonderen  Fällen  aufhören,  eindeutig  zn 
sein,  da  beispielsweise  0,691)9  •••  =  0,7  ist.  Um  dem  vorzubeugen,  wollen  wir 
uns  nur  unendlicher  Dezimalbrüche  bedienen. 
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Zahl  x^  zusammenfällt.  Dazu  braucht  mas  nur  den  Dezimalbrach 
hinzuschreiben: 

wobei  die  Ziffern  7/^  so  gewählt  sind^  daß 

ist,  und  daß  die  yj^  überdies  nicht  schließlich  in  lauter  Nullen  oder 
Neunen  ausarten.*)  Dann  unterscheidet  sich  diese  Zahl  0,  yi^^ya-'- 
von  jeder  Zahl  x^.    Aus  diesem  Widerspruch  folgt  der  Satz. 

Der  vorstehende  Beweis  ist  dem  Cantorschen  Beweise  für  die 
Existenz  nicht-algebraischer  Zahlen  nachgebildet.')  Man  zeigt  nämUch, 
daß  auch  die  reellen  (und  somit  sämtliche)  algebraischen  Zahlen  ab- 
zählbar sind.     Dazu  schreibt  man  die  algebraische  Gleichung  in  der 

Form  hin: 

a^sf*  +  a^af'^+  . . .  +  a^=  0,         a^>0, 

wo  die  Koeffizienten  ganzzahlige  Werte  haben,  und  setzt 

Alsdann  entspricht  jeder  natürlichen  Zahl  ^  >  1  nur  eine  endliche 
Anzahl  algebraischer  Gleichungen,  während  andererseits  jede  beliebige 
algebraische  Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  einmal  in  dieser 
Reihe  auftritt.  Demgemäß  ordnen  sich,  den  sukzessiven  Werten  von  N 
entsprechend,  die  algebraischen  Irrationalitäten  in  ein  zweidimensionales 
Schema  ein,  dessen  Zeilen  je  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Ele- 
menten bestehen,  und  hiermit  ist  die  Abzählbarkeit  dieser  Zahlen 
erwiesen.  Daß  es  nun  nicht- algebraische  Zahlen  gibt,  hat  Cantor 
nach  der  soeben  beim  Beweise  des  4.  Satzes  benutzten  Methode  dar- 
getan. 

Cantor  hat  femer  gezeigt,  daß  zwei  Kontinuen  verschiedener 
Ordnungen,  etwa  eine  gerade  Strecke  und  ein  Quadrat,  ein-eindeutig 
aufeinander  bezogen  werden  können  (vgl.  unten,  6.  Satz).  Die  Ab- 
bildung kann  aber  keine  stetige  sein.  Damach  dürfte  Peano  wohl 
bis  an  die  Grenze  der  Möglichkeit  vorgedrungen  sein,  als  er  zeigte, 
daß  die  Punkte  {x,  y)  eines  Quadrats  mittels  zweier  eindeutiger  ste- 
tiger Funktionen 

1)  Man  aetze  etwa  7^=6,  falls  cir^^b  ist:  Ronst  sei  y^^4. 

2)  Cantor,  Journ.  f.  Math.  77  (1874),  S.  258. 

Oigood,  Funktionentheorie.  I.  S.  Aufl.  13 
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dargestellt  werden  können.  Dabei  worden  jedoch  gewisse  Punkte 
des  Quadrats  mehrmals  erhalten,  sodaß  also  die  Abbildung  nicht  ein- 
deutig umkehrbar  ist. 

Zwei  unendliche  Mengen  [s],  [ö]  besitzen  nach  Gantor  die- 
selbe Mächtigkeit,  wenn  sie  in  die  Beziehung  c)  zueinander  gesetzt 
werden  können,  d.  h.  wenn  sich  ihre  Elemente  einander  ein-eindeutig 
zuordnen  lassen.  Die  Menge  { ö }  hat  eine  höhere  Mächtigkeit  als  { 5 } , 
wenn  die  Beziehung  a),  nicht  aber  die  Beziehungen  b),  c)  zwischen 
ihnen  hergestellt  werden  können.  Alsdann  hat  [s]  eine  niedere 
Mächtigkeit  als  [ö].  Hiernach  haben  alle  abzählbaren  Mengen  unter 
sich,  sowie  alle  Räume  unter  sich  gleiche  Mächtigkeit,  aber  die  erste 
dieser  beiden  Mächtigkeiten  ist  eine  niedere,  als  die  zweite. 

Ein  Hauptsatz.  Um  in  einem  gegebenen  Falle  den  Nachweis 
zu  führen,  daß  zwei  vorgelegte  Mengen  gleiche  Mächtigkeit  besitzen, 
ist  es  meist  umständlich,  die  Elemente  derselben  tatsächlich  in  die 
Beziehung  c)  zueinander  zu  bringen.*)  Hier  führt  der  folgende  Satz 
rascher  zum  Ziele 

5.  Satz.  Sind  [s]  und  [ö]  irgend  zwei  Mengen,  welche  sich 
sowohl  in  die  Beziehung  a)  als  auch  in  die  Beziehung  b)  zueinander" 
bringen  lassen,  so  Imben  sie  gleiche  Mächtigkeit. 

Ein  Beweis  des  Satzes  ist  von  F.  Bernstein  in  Gantors 
Seminar  gegeben  und  von  Borel  in  äußerst  einfacher  Form  ver- 
öffentlicht worden.*)  Wir  wollen  jetzt  einige  Anwendungen  dieses 
Satzes  kennen  lernen. 

6.  Satz.*)  Da^  Innere  eines  Quadrais  läßt  sich  ein-eindeutig  auf 
eine  Strecke  (exTdusive  der  Endpunkte)  alibilden. 

Sei 

{{x,y)]:         0<x<l,       0<y<l 
die  erste  und 

{%]•       0<|<1 

die  zweite  Punktmenge.     Dann  erhält  man  erstens  die  Beziehung 

indem  man  etwa  dem  Punkte  §  den  Punkt  (|,  \)  zuordnet.  Zweitens  sei 

1)  Auf  diese  Weise  ist  zum  Beispiel  der  Beweis  zuerst  von  Cantor  ge- 
führt worden,  daß  sich  ein  Quadrat  auf  eine  gerade  Strecke  ein-eindeutig  ab- 
bilden läßt. 

2)  Borel,  Ltf^ons  sur  la  theorie  des  fonctiofis,  1898,  p.  104. 

3)  Cantor,  Journal  für  Mathematik,  84  (1877)  §  8. 
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wo   beide  Dezimalbrüche   unendlich    sind^   ein   beliebiger  Punkt  von 
{ {x,  y)  ] .     Dann  ordne  man  diesem  Punkte  den  Punkt  von    { | } : 

zu.     Daß  man  auf  diese  Weise  nur  einen  Teil  von  {g)   erhält^  sieht 
man  schon  an  dem  einen  Beispiel^  daß  dem  Punkte 

I  =  0,707070  . . . 

kein  Punkt  von   [{Xy  y))   entspricht.     Hiernach  ist 

und  damit  sind  die  Voraussetzungen  des  5.  Satzes  alle  erfüllt. 

Der  vorstehende  Beweis  kann  ohne  weiteres  auf  den  n-dimen- 
sionalen  Würfel  übertragen  werden.  Hiermit  ist  auch  dargetan,  daß 
alle  Räume  gleiche  Mächtigkeit  haben.  ^) 

7.  Satz.  I}ie  Menge  aller  Funktionen  besitzt  eine  höliere  Mächtig- 
hext  als  das  Kontinum, 

Es  genügt  offenbar  schon,  den  Satz  bloß  für  solche  Funktionen 
zu  beweisen,  welche  im  Intervalle  0  <  a:  <  1  ausnahmslos  definiert 
sind.  Diese  Funktionen  haben  ja  mindestens  die  Mächtigkeit  des 
Kontinuums,  da  sie  die  Konstanten,  f(x)  ^  const.,  umfassen.  Nehmen 
wir  also  an,  sie  haben  dieselbe  Mächtigkeit  wie  das  Kontinuum 
0  <  I  <  1.  Dann  entspricht  jeder  Funktion  ein  einziger  )Vert  von  § 
und  umgekehrt.     Diese  Zuordnung  werde  durch  die  Bezeichnung 

zum  Ausdruck  gebracht.    Jetzt  fasse  man  die  Funktion 

ins   Auge.     Sie   gehört   zur   betreffenden   Menge   und    muß  also   mit 
t\,{x)j  0  <  S'<  1,  identisch  sein.     Im  Punkte  a;  =  |'  ist  aber 

Aus  diesem  Widerspruch  folgt  die  Richtigkeit  des  Satzes. 

1)  Auch  das  Kontinuum  von  abzählbar  unendlich  vielen  Dimensionen  hat 
nur  die  Mächtigkeit  des  linearen  Kontinuums.  Vgl.  Schoen flies,  Bericht 
über  die  Mengenlehre,  Jahresbericht  der  Deutsdien  Mathematiker -Vereinigung^ 
Bd.  8  (1900)  S.  24. 

IS* 
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Cantor  bat  allgemein  bewiesen^  daß  eine  beliebige  Menge  stets 
zu  einer  zweiten  Menge  höherer  Mächtigkeit  Anlaß  gibt. 

Im  Gegensatze  zu  dem  soeben  erhaltenen  Resultate  beweisen  wir 
jetzt  den 

8.  Satz.  Die  Menge  aller  stetigen  Funktionen  hat  dieselbe  Mäcüi- 
tigkeit  als  das  Kontinuum. 

Indem  wir  wieder  an  den  5.  Satz  anknüpfen,  konstatieren  wir 
zuerst,  daß  eine  Teilmenge  von   {f{x)],   nämlich  die  Konstanten, 

dieselbe  Mächtigkeit  als  das  Kontinuum  hat.  Es  handelt  sich  also 
jetzt  nur  noch  um  den  Beweis,  daß  eine  Teilmenge  des  Kontinuums 
dieselbe  Mächtigkeit  als  {f  (x)]  hat.  Dabei  legen  wir  die  Eigen- 
schaft einer  stetigen  Funktion  zu  Grunde,  in  jedem  Punkte  ihres  De- 
finitionsbereichs bekannt  zu  sein,  sobald  ihre  Werte  in  den  rationalen 
Punkten  desselben  (also  in  den  Punkten  einer  im  Definitionsbereiche 
überall  dichten  Menge)  gegeben  sind. 

Um  das  Wesentliche  an  dem  Beweise  deutlicher  hervortreten  zu 
lassen,  wollen  wir  uns  zunächst  auf  solche  stetige  Funktionen  be- 
schränken, welche  für  alle  Werte  des  Arguments  definiert  sind.  Ferner 
dürfen  wir  noch  voraussetzen,  daß  der  Wert  der  Funktion  zwischen 
0  und  1  liegt,  da  dies  ja  durch  die  ein-eindeutige  Transformation 

F(x)^^  +  ^RTC^fix) 

stets  zu  erzielen  ist.  Dem  3.  Satze  entsprechend  numerieren  wir  nun 
die  rationalen  W^erte  von  x  und  schreiben  dann  den  Wert  y^  der  Funk- 
tion in  jedem  dieser  Punkte  x^  als  unendlichen  Dezimalbruch  hin: 

X,:  y,  =  0,a,(»)<)a3W  . . . 


Alsdann  fasse  man  diese  Brüche  als  zweidimensionales  Schema  auf 
und  ordne  man  demselben  etwa  die  durch  schräge  Zusammenfassung 
der  Ziffern  definierte  Zahl  zu: 

Hiermit  ist  jeder  der  in  Betracht  gezogenen  stetigen  Funktionen  eine 
Zahl  zugeordnet  und  zwar  so,  daß  zwei  verschiedenen  Funktionen  ge- 
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trennte  Zahlen  entsprechen.    Daß  man  andererseits  dadurch  nur  einen 
Teil  der  Zahlen  erhält^  ist  ja  evident. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  den  zweiten  Teil  des  Beweises  auf 
den  gesamten  Vorrat  der  stetigen  Funktionen  auszudehnen.  Sei  also 
f{x)  im  beschränkten  Intervalle  (a,  h)  stetig.  Dann  kann  man  dieser 
Funktion  eine  für  alle  Werte  von  x  definierte  Funktion  tp{x)  auf 
folgende  Weise  zuordnen.  Da,  wo  f{x)  definiert  ist,  sei  fp(pc)  ^  f{x). 
Ist  f{x)  im  Endpunkte  x  ^  a  des  Intervalls  (a,  h)  definiert  und  daher 
dort  auch  stetig,  so  sei 

<]P  W  ==/"(«)  +  1  ^         —  oo  <  a:  <  a . 
Ist  f{x)  dagegen  im  Punkte  x  ==  a  nicht  definiert,  während  sich  f(x) 
beim  Grenzübergange  lim  a:  =  a+  einem  Grenzwert  Ä  nähert,  so  sei 

9  (x)  =  -4  +  2,         —  oo  <  a:  ^  a. 

In  jedem  anderen  Falle  sei 

9  (x)  =  0,        —  oo  <  a;  ^  a. 

In  ähnlicher  Weise  erkläre  man  g)(x)  für  Werte  von  x,  die 
größer  als  die  zum  Intervalle  gehörigen  sind.  Wie  man  sieht,  gibt 
eine  Funktion  f{x\  die  im  Intervalle  a  <^  x  <b  stetig  ist  und 
auch  in  beiden  Endpunkten  Grenzwerten  zustrebt,  Anlaß  zu  vier  ver- 
schiedenen P^unktionen  <jp(a:),  je  nachdem  die  Funktion  in  den  End- 
punkten des  Intervalls  erklärt  wird  oder  nicht.  Jetzt  ersetze  man 
jede  stetige  Funktion,  die  nicht  für  alle  Werte  des  Arguments  erklärt 
ist,  durch  die  zugehörige  Funktion  q>(x),  die  ausnahmslos  definiert 
ist,  und  verfahre  dann  mit  der  neuen  Funktionenmenge  genau  so 
wie  früher  mit  der  besonderen  Teilmenge,  welche  wir  herausgrifi'en. 
Hiermit  ist  die  nötige  Ergänzung  erbracht. 

§  12.    Über  den  Inhalt  von  Punktmengen. 

Im  Anschluß  an  den  elementaren  geometrischen  Begriff  des 
Flächen-  bezw.  Rauminhalts  wird  der  Inhalt  einer  im  Endlichen  ge- 
legenen Punktmenge  folgendermaßen  definiert.  Wir  fangen  mit  einer 
in  einem  Räume  von  einer  Dimension  R^,  also  auf  einer  Geraden  be- 
legenen Menge  an  und  teilen  diese  Gerade  in  Intervalle  von  gleicher 
Länge  2"*  ein.  Seien  s^,  und  S^  die  Summen  derjenigen  Intervalle, 
welche  lediglich  aus  Punkten  der  Menge  bestehen  bezw.  mindestens 
einen  Punkt  der  Menge  umfassen.  Dabei  ist  es  gleichgültig,  ob  man 
diese  Intervalle  als  abgeschlossen  ansehen  will  oder  nicht.  Hier- 
nach ist  «  ^  c 
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Läßt  man  Tc  jetzt  wachsen^  so  nimmt  Sj,  niemals  ab,  und  5^  nimmt 
niemals  zu,  während  andererseits  für  alle  Werte  von  h 

ist.     Dem  1.  Theorem  von  Kap.  1,  §  7  gemäß  streben  also  s^  und  S^ 

Grenzwerten  zu: 

lim  5^  =  7i ,         lim  5^  =  J, , 

kssao  k  —  oo 

und  zwar  ist 

Diese  Größen  wollen  wir  nun  bezw.  als  den  inneren  und  den  äußeren 
Inhalt  der  Menge  bezeichnen.  Ist  insbesondere  1^^=  1^^  J,  so 
spricht  man  schlechtweg  vom  Inhalt  I  der  Menge.  Man  weist  leicht 
nach,  daß  sich  dieselben  Größen  J^,  I^  einstellen,  wenn  man  an  Stelle 
der  obigen  irgend  welche  andere  gleichmäßig  gegen  0  abnehmende 
Intervalle  treten  läßt. 

Bei  der  Definition  des  Inhalts  einer  im  zweidimensionalen  Räume  12, 
belegenen  Menge  entspricht  der  Einteilung  der  Geraden  in  Intervalle 
eine  Einteilung  der  Ebene  in  ein  Quadratnetz,  und  ähnlich  im  Falle 
einer  Menge  des  R^. 

Eine  besondere  Punktmenge.  Bei  einer  Reihe  analytischer  Unter- 
suchungen erweist  sich  eine  gewisse  Punktmenge  als  nützlich^),  welche 
wir  hiermit  konstruieren  wollen.  Sei  0  <  X  <  1  eine  beliebige  Kon- 
stante. 

Erster  Schritt.  In  der  Mitte  des  Intervalls  0  <  a:  <  1  trage  man 
ein  erstes  Unterintervall  (1)  von  der  Länge 

auf. 

(Z>       tzj        (3J  (IJ  f3)        (2j       (5j 


Fig.  H. 

Zweiter  Schritt.  In  der  Mitte  eines  jeden  der  dabei  leer  ge- 
bliebenen Endintervalle  trage  man  ein  Unterintervall  (2)  von  der 
Länge  l^  auf,   derart  daß   die  Gesamtlänge  der  Intervalle  (1)  und  (2) 

wird. 


1)  Es  ist  dies  ein  besonderer  Fall  einer  von  Harnack,  Math.  Ann.  Bd.  19 
(1881),  S.  239,  aufgestellten  Punktmenge.  Die  beigefügte  Figur  ist  nur  schema- 
tisch gezeichnet.  Die  wirklichen  Längen  der  Intervalle  wiederzugeben,  ist  nicht 
tunlich. 
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n-ter  Schritt.  In  der  Mitte  eines  jeden  der  bisher  leer  gebliebenen 
Intervalle  zeichne  man  ein  ünterinteryall  (n)  von  der  Länge  l^  auf, 
derart,  daß  die  Gesamtlänge  der  Intervalle  (1),  .  . .,  (w) 

beträgt. 

Läßt  man  n  jetzt  unbegrenzt  wachsen  und  faßt  man  die  End- 
punkte der  Intervalle  (1),  (2),  ...  ins  Auge,  so  gewinnt  man  dadurch 
eine  Punktmenge  M,  welche  offenbar  abzahlbar  und  in  keinem  Inter- 
valle dicht  ist.    Aus  letzterem  Grunde  ist  ihr  innerer  Inhalt  gleich  0. 

Aus  M  wollen  wir  noch  eine  zweite  Menge  311  erzeugen,  indem 
wir  zu  M  alle  nicht  in  M  enthaltenen  Häufungsstellen  von  M  hinzu- 
fügen. Die  Meuge  3JI  ist  ebenfalls  in  keinem  Intervalle  dicht  und 
hat  also  auch  den  inneren  Inhalt  0,  sie  ist  augenscheinlich  perfekt.^) 

Was  den  äußeren  Inhalt  sowohl  von  M  als  von  9Ä  anbetrifft, 
so  ergänzt  dieser  offenbar  den  inneren  Inhalt  der  aus  den  Punkten 
der  Intervalle  (1),  (2),  . . .  bestehenden  Menge  zum  Inhalt  des  Inter- 
valls 0  <  X  <  1,  also  zu  1.  Andererseits  erkennt  man,  daß  der  innere 
Inhalt  dieser  letzten  Menge  den  Wert  A  hat.  Mithin  heut  der  äußere 
InJialt  sowohl  von  M  als  von  STO  den  Wert  1  —  X. 

In  3JI  haben  wir  also  ein  Beispiel  einer  perfekten,  in  keinem 
Intervalle  dichten  Menge,  deren  äußerer  Inhalt  mit  dem  inneren  In- 
halt nicht  übereinstimmt,  sobald  man  A  <  1  nimmt.  Femer  bilden  die 
inneren  Punkte  der  Intervalle  (1),  (2),  .  .  .  eine  aus  einer  Reihe  von 
Eontinuen  bestehende  Punktmenge,  deren  äußerer  Inhalt  mit  dem 
inneren  nicht  übereinstimmt,  sobald  man  A  <  1  nimmt. 

Eine  zu  äJi  analoge  Menge  der  Ebene  erhält  man,  indem  man 
in  jedem  Punkte  von  3JI  ein  Lot  von  der  Länge  1  auf  der  Geraden 
errichtet.  Liegen  die  Lote  alle  an  derselben  Seite  der  die  Menge  3R 
tragenden  Geraden,  so  bilden  sie  eine  in  keinem  zweidimensionalen  Be- 
reiche dichte  perfekte  Menge  vom  äußeren  Inhalt  1  —  A  und  vom  inneren 
Inhalt  0.  Im  übrigen  sei  noch  an  die  Jordanschen  Kurven  erinnert, 
deren  äußerer  Inhalt  positiv  ist. ')  Eine  derartige  einfache  geschlossene 
Kurve  grenzt  einen  Teil  der  Ebene  ein,  dessen  äußerer  mit  seinem 
inneren  Inhalt  nicht  übereinstimmt. 


1)  Es  ist  ein  Satz  der  Mengenlehre,  daß  eine  perfekte  Menge  niemals  ab- 
zahlbar sein  kann. 

2)  Vgl.   einen  Aufsatz  des  Verfassers:  „A  Jordan  Curve  of  Positive  Area**, 
Transactiom  Amer.  Math,  Soc.  Bd.  4  (1903),  S.  107. 
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Zum  Schluß  wollen  wir  noch  einen  Satz  erwähnen,  dessen  Be- 
weis dem  Leser  nicht  schwer  fallen  wird. 

Satz.  Eine  unendliche  Menge  in  einer  Ebene  gelegener  zweidimen- 
siofialer  (oder  allgemein  in  einem  R^  gelegener  n-dimensionaler)  nicfit 
übereinander  greifender  Kontinuen  ist  stets  abzahlbar. 


§  13.    Eine  an  die  Menge  M  sich  anschließende  Funktion. 

An  die  Menge  M,  §  12,  anknüpfend  wollen   wir  eine  Funktion 
f{x)y  wie  folgt,  definieren.     Seien 

«/'>  (=  i), 


a 


(2) 


«1^    «2 


(n) 


bezw.  die  Mittelpunkte  der  Intervalle  (1),  (2),  . . . ,  (n).  Die  Funktion 
f{x)  wird  nun  zunächst  der  Reihe  nach  für  die  Punkte  dieser  Inter- 
Talle  erklärt.     Sei  fi  eine  beliebige  positive  Konstante.     Sodann 
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1)  sei  X  ein  innerer  oder  Endpunkt  des  Intervalls  (1);  dann  soll 

fix)  =  ^(, 


sein; 


2)  sei  X  ein  innerer  oder  Endpunkt  des  ersten  resp.  zweiten  der 
beiden  Intervalle  (2);  dann  soll 

f(x)  =  ^ft    im    ersten  Falle, 


n^) 


\li     „    zweiten     „ 


sein; 
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n)  sei  X  ein  innerer  oder  Endpunkt  des  Ä:-ten  der  Intervalle  (n); 
dann  soll 

sein. 

Hiermit  ist  f  (x)  bereits  in  allen  Punkten  von  31  und  { (n) }  er- 
klärt. Ist  nun  x'  ein  Punkt,  in  dem  f(x)  noch  nicht  erklärt  ist, 
also  ein  Punkt  von  3Jl,  der  zu  M  nicht  gehört,  so  weist  man  leicht 
nach,  daß  f{x)  sich  einem  Grenzwerte  nähert,  wenn  x,  ohne  die 
Punkte  von  M  und  { (n) }  zu  verlassen,  dem  Werte  x'  zustrebt.  Durch 
diesen  Grenzwert  soll  f(x)  im  Punkte  x'  erklärt  werden! 

Die  nunmehr  im  Intervalle  0  <  o;  <  1  ausnahmslos  erklärte  Funk- 
tion f(x)  verhält  sich,  wie  man  noch  nachträglich  beweist,  ausnahmslos 
stetig  und  monoton,  und  nimmt  femer  um  die  positive  Größe  ft  zu: 

/•(o)=o,    ni)^(i. 

Trotzdem  hat  sie  im  allgemeinen  eine  verschwindende  Ableitung, 
f\x)  =  0.  Dabei  bilden  die  Ausnahmepunkte  eine  Menge  9R  vom 
äußeren  Inhalt  1  —  A,  also  insbesondere,  falls  A  =  1  gewählt  wird, 
vom  Inhalt  0. 


Zweiter  Abschnitt. 

firnndlagen  der  allgemeinen  Theorie  der  Funktionen  einer 

komplexen  GrSfie. 

Einleitung. 

Über  das  komplexe  Zahlensystem. 

Wir  setzen  die  reellen  Zahlen  als  bekannt  voraus  und  führen 
die  komplexen  Zahlen  als  Größenpaare  ein^  indem  wir  je  zwei  reellen 
Zahlen  a,  b  ein  neues  Gedankending,  —  ein  Element  einer  unend- 
lichen Menge,  —  zuordnen  und  dasselbe  zugleich  mit  (a,  b)  be- 
zeichnen. Geometrisch  können  wir  diese  neuen  Zahlen,  wie  wir  jene 
Elemente  nennen  wollen,  durch  die  Punkte  einer  Ebene  oder  auch 
als  in  einer  Ebene  gelegene  Vektoren  deuten.  Im  ersten  Fall  wird 
die  komplexe  Zahl  (a,  b)  durch  den  Punkt  vorgestellt,  dessen  Koordi- 
naten x  =  a  und  y«6  sind;  im  zweiten  entspricht  ihr  eine  Strecke 
oder  ein  Vektor^),  dessen  Anfang  ein  beliebiger  Punkt  {x^,  y^)  der 
Ebene  ist  und  dessen  Endpunkt  in  (Xq  +  a,  Xq  +  b)  liegt. 

Zwei  komplexe  Zahlen  (a,  b)  und  (c,  d)  werden  dann  und  nur 
dann  ^s  gleich  erklärt,  wenn  sie  miteinander  identisch  sind;  in  Zeichen 

(a,  6)  =  (c,  d) , 
wenn 

a  =  c     und     b  =  d. 

Geometrisch    fallen    die    entsprechenden    Punkte    zusammen;    bei    der 

zweiten   Deutung   sind   die   entsprechenden  Vektoren  einander  gleich. 

Unter  einer  Verknüpfung  zweier  komplexer  Zahlen  versteht  man 

ein  Verfahren,   wonach   auf  Grund   eines  willkürlichen  Gesetzes  zwei 

1)  Wegen  der  Definition  eines  Vektors  vgl.  das  6.  Kap.,  §  4.  Für  die  vor- 
liegenden Zwecke  muß  zu  den  daselbst  erklärten  eigentlichen  Vektoren  noch  der 
uneigentliche  Vektor  0  hinzutreten.  —  Literaturangaben  bzgl.  der  ersten  Dar- 
stellung finden  sich  auf  S.  213. 
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vorgelegte  Zahlen  eine  dritte  Zahl  eindeutig  bestimmen.  Dieses  Ge- 
setz liegt  ganz  in  unsern  Händen;  wir  dürfen  es  gestalten,  wie  wir 
wollen,  vorausgesetzt  daß  wir  nur  widersprechendes  vermeiden.  Ins- 
besondere sind  es  zwei  Verknüpfungen,  welche  nebst  ihren  Umkeh- 
rungen den  vier  Spezies  für  die  neuen  Zahlen  zu  Grunde  liegen  und 
welche  dementsprechend  Addition  und  Mtdtiplikation  genannt  werden 
sollen. 

Die  erste  Verhnüpfmig  (Addition),  Für  die  erste  Verknüpfung 
soll  die  geometrische  Addition  der  Vektoren  maß- 
gebend sein,  wonach  als  Summe  zweier  Vektoren 
(a)  und  (/3)  derjenige  Vektor  (y)  erklärt  wird, 
welcher,  wie  folgt,  konstruiert  wird:  der  Vektor  (j8) 
werde  durch  einen  gleichen  Vektor  (/3')  ersetzt, 
dessen  Anfang  im  Endpunkte  von  {a)  liegt.  Dann 
bestimmt  der  Anfang  von  («)  den  Anfang  von  (y)  und  das  Ende 
von  [ß))  den  Endpunkt  von  (y).  —  Dies  ist  ja  nichts  anderes  als  die 
bekannte  Konstruktion  des  Parallelogramms  der  Kräfte,  Geschwindig- 
keiten usw.  in  der  Physik. 

Die  erste  Verknüpfung  zweier  vorgelegter  Zahlen  (a,  V)  und  (c,  d) 
soll  nun  in  der  Bildung  der  neuen  Zahl '  (a  -f-  c,  h  +  d)  bestehen. 
Diese  Verknüpfung  heißt  Addition  und  wird  durch  das  zwischen  den 
beiden  gegebenen  Zahlen  geschriebene  Symbol  -|-  gekennzeichnet: 

(a,  h)  -t-  (c,  d)  =  (a  +  c,  6  H-  d). 

Dabei  heißt  die  dritte  Zahl  die  Summe  der  beiden  anderen. 

Die  Verknüpfung  ist  stets  ausführbar  und  das  Resultat  derselben 

ist  eindeutig  bestimmt.     Für  sie  gelten   das  kommutcUivey  sowie   das 

assoziative  Gesetz:: 

A  +  B^B  +  A, 

A  +  (B  +  C)^iA  +  B)  +  C, 

wobei  die  großen  Buchstaben  beliebige  komplexe  Zahlen  vorstellen 
und  die  Bedeutung  der  Klammem  auf  der  Hand  liegt.  Die  geome- 
trische Bedeutung  der  Verknüpfung  ist  ja  bereits  besprochen  worden. 
Die  Umkehrung  der  Addition  ist  stets  möglich  und  eindeutig. 
Gegeben  seien  nämlich  irgend  zwei  komplexe  Zahlen  A  ==  (a,  b)  und 
B  =»  (c,  rf);   gesucht   wird   eine    dritte   Zahl  X  «  (»r,  y),   welche    der 

Forderung  genügt: 

A  +  X  =  B, 

Zur  Bestimmung  von  X  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
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a  +  x^  c,        b  +  y  ^  d 
sei,  also  ist 

X  =»  (c  —  a,  rf  —  &) . 

Die  Bildung  der  Zahl  X  aus  Ä  und  B  wird  Subtraktion  genannt  und 
durch  das  Zeichen  —  ausgedrückt: 

Geometrisch  kann  man  den  Punkt  B  —  A  dadurch  konstruieren, 
daß  man  zum  Vektor  B  den  zu  A  entgegengesetzten  Vektor  —  A  = 
(—  a,  —  6)  addiert.  Eine  für  die  Praxis  geeignetere  Konstruktion  be- 
steht indessen  darin,  daß  man  die  Vektoren  Ay  B  mit  gemeinsamem 

Anfang  hersetzt  und  dann  ihre  Endpunkte  miteinander 
verbindet.  Der  hierdurch  entstehende  Vektor,  dessen 
Anfang  im  Endpunkte  yon  A  und  dessen  Endpunkt  im 
Endpunkte  von  B  liegt,  stellt  die  Differenz  B  —  A  vor. 

Fig.  47. 

Die  zweite  Verknüpfung  (Multiplikation),  Während 
die  erste  Verknüpfung  durch  ein  geometrisch-physikalisches  Verfahren 
von  fundamentaler  Bedeutung  eingeleitet  wurde,  hat  die  zweite  Ver- 
knüpfung dagegen  ihren  Ursprung  in  der  formalen  Algebra.  Ehe  die 
Mathematiker  noch  klare  Begriffe  betreffend  }/—  1  entwickelt  hatten, 
operierten  sie  munter  mit  diesem  Symbol,  als  wenn  es  eine  den  Pro- 
zessen der  Algebra  unterworfene  Größe  vorstellte,  die  ins  Quadrat 
erhoben  gleich  —1  ist,  indem  sie  schrieben: 


[a  +  61/-1)  {c  +  rfy— 1)  -  ac  —  bd-\-  (ad  +  bc)}/—!  . 

Den  in  diesem  Formalismus  enthaltenen  Kern  wollen  wir  nun  heraus- 
schälen, indem  wir  geradezu  definieren:  die  zweite  Verknüpfung  zweier 
komplexer  Zahlen  A  =  (a,  b)  und  B  =  (c,  d)  soll  die  Zahl 

(ac  —  bdy  ad  +  ic) 

liefern.  Sie  heißt  Multiplikation'^  mau  nennt  die  dritte  Zahl  das  Pro- 
dukt der  beiden  Faktoren  A  und  B  und  drückt  die  Verknüpfung,  wie 

folgt,  aus: 

(a,  b)  (Cj  d)  =  (ac  —  bd,  ad  +  bc). 

Sie  ist  stets  ausführbar  und  das  Resultat  derselben  ist  eindeutig  be- 
stimmt. 

Für  diese  Verknüpfung  gelten,  wie  man  leicht  nachrechnet,  das 
kommutative  und  das  assoziative,  sowie  auch  das  distributive  Gesetz  in 
Bezug  auf  Addition: 
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A(BC)  =  {AB)G, 
Ä(B+C)=-AB  +  ÄC. 

Außerdem  hat  ein  Produkt  den  Wert  (0,  0)  dann  und  nur  dann, 
wenn  mindestens  einer  seiner  Faktoren  gleich  (0^  0)  ist. 

Die  Umkehrung  der  Multiplikation  ist  im  allgemeinen  möglich 
und  eindeutig.  Gegeben  seien  nämlich  irgend  zwei  komplexe  Zahlen 
A  =  (a,  b)  und  B  =  (c,  d)]  gesucht  wird  eine  dritte  Zahl  X  =  (x,  y), 
welche  der  Forderung  genügt: 

AX  =  B. 

Dafür  jst  notwendig  und  hinreichend,  daß 

ax  —  hy  ^  c,        bx  +  ay  ^  d 

sei.  Diese  Gleichungen  lassen  stets  eine  und.  nur  eine  Lösung  zu, 
sofern  nur  a«  +  6*  >  0,  d.  h.  ^  +  (0,  0)  ist.  Ist  dagegen  A  =  (0,  0), 
so  haben  die  Gleichungen  nur  dann  eine  Lösung,  wenn  auch  B  »  (0,  0) 
ist,  und  in  diesem  Falle  wird  ihnen  sogar  durch  jedes  Wertepaar  x,  y 
genügt. 

Die  Bildung  der  Zahl  X,  falls  A'^0  ist,  soll  Division  heißen, 
in  Zeichen 

Division  durch  (0,  0)  wird  nicht  erklärt. 

Beziehung  zum  System  der  reellen  Zahlen,  Jede  komplexe  Zahl 
(a,  b)  läßt  sich  in  die  Summe  zweier  Zahlen  spalten: 

(a,  6)=-(a,  0)  +  (0,  6), 

wobei  die  eine  Zahl  nur  von  a,  die  andere  nur  von  b  abhängt.  Fassen 
wir  zuerst  die  Zahlen  (a,  0)  ins  Auge.  Diese  Zahlen  stehen  in  einer 
ein-eindeutigen  Beziehung  zu  den  reellen  Zahlen.  Außerdem  herrscht 
Isomorphismus  zwischen  den  vier  Spezies,  wie  wir  sie  soeben  für  die 
komplexen  Zahlen  definiert  haben,  und  den  vier  Spezies  für  die 
reellen  Zahlen^  da 

(a,  0)  +  (a',  0)  =  (a  ±  a',  0), 

(a,0)(a',0)  =  (aa',0), 
ist.     Dementsprechend  dürfen  die  komplexen  Zahlen  (a,  0)  innerhalb 
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des  Gebiets  der  allgemeinen  komplexen  Zahlen  (a,  b)  schlechtweg  durch 
die  reellen  Zahlen  a  vertreten   werden.^)     Wir  wollen  fortan  setzen: 

(a,  0)  =  a. 
Des  weiteren  hat  man 

(0,  b)  =  (6,  0)  (0,  1)  -  6(0,  1). 
Die  Zahl  (0,  1)  hat  die  Eigenschaft,  daß 

(0,l)(0,l)  =  (-l,0)  =  -l 
ist;  und  genügt  somit  der  algebraischen  Gleichung: 


Demgemäß   bezeichnen   wir   sie  mit  i  =  j/—  1   und   können  nunmehr 
die  allgemeine  komplexe  Zahl  in  der  Gestalt  schreiben^): 

(a,  6)  =  a  +  6/, 
wo  a  und  h  reell  sind. 

Polarkoordinaten.     Die  komplexe  Zahl  z  ^  x  -\-  yi  läßt  sich  auch 
in  der  Gestalt  darstellen 

z  ^  r  (cos  9)  +  i  sin  9)), 
wo 

X  =  r  cos  q>,        y  =  r  sin  9 

gesetzt  ist.     Dabei  heißt 

r  =  ]/a;*+  y^  =  \z\ 

nach    Cauchy    der  Modui,   nach  Weierstraß,   von   dem    auch    das 
Zeichen  |  z  \  herrührt,  der  absolute  Betrag  von  -?,  während  9)  als  Arcus: 

bezeichnet  werden  soll;  (dafür  sind  u.  a.  auch  die  Benennungen  Ampli- 


1)  Ob  man  die  komplexe  Zahl  (a,  0)  hinfort  als  identisch  mit  der  reellen 
Zahl  a  oder  bloß  als  mit  ihr  liiert  ansehen  will,  ist  ja  Geschmacksache. 

Im  übrigen  wird  diese  Frage  in  befriedigendster  Weise  durch  den  modernen 
Standpunkt  entschieden,  wonach  ein  Größensystem  durch  Foiderungen  festgelegt 
wird.  Nehmen  wir  also  ein  bestimmtes  System  von  Forderungen  für  die  reellen 
(bezw.  komplexen)  Zahlen,  etwa  das  von  Hrn.  Huntington:  „A  set  of  postu- 
lates  for  ordinary  complex  algebra",  Transactions  Amer.Math.Soc.^  Bd.  6  (1906), 
S.  209  aufgestellte,  so  dürfen  wir  jedes  Größensystem,  welches  diesen  Forde- 
rungen genügt,  geradezu  als  das  System  der  reellen  (bezw.  komplexen)  Zahlen 
auffassen. 

2)  Dabei  ist  zu  beachten,  daß  der  Ausdruck  bi  auch  ein  wirkliches  Pro- 
dukt, und  nicht  etwa  bloß  als  ein  Ausdruck  aufzufassen  ist,  worin  b  die  Stelle 
eines  Koeffizienten  vertritt. 
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tude  und  Argument  gebraucht  worden).   Hierbei  ist  zu  beachten^  daß 

nicht  jeder  Wert  von  arc  tan  yjx  einen  Wert  von  arc  z  liefert.     So 

ist  z.  B. 

arca  =  2n%,        n  =  0,  +1,  ±2,  . . ., 

wo  a  eine  positive  reelle  Zahl  ist,  während  doch 

arctan  0  =»  «;r,         n  =  0,  ±1,  ±2,  ... 

ist.     Allgemein  unterscheiden  sich  die  Werte  von  arc  z  um  Vielfache 
von  2n  (nicht  7t)  voneinander. 

Die  Benennungen  redle  und  rein  imaginäre  Achse,  reeller  und 
rein  imaginärer  Bestandteil,  sowie  konjugiert  imaginär  werden  als  aus 
der  elementaren  Algebra  bekannt  vorausgesetzt  Nach  Weierstraß 
bezeichnet  man  den  reellen  Bestandteil  von  w  =  u  +  vi  mit  ^(w), 
so  daß  also 

n  =  3l(w;),        v-9t('f) 


C-AB 


ist.     Der   konjugierte  Wert   von  w   wird   häufig   als  w  geschrieben, 
id  ^  u  —  vi.     unter  dem  Einheitskreise  versteht  man  die  Punkte 

z  =  cos  9  +  i  sin  9), 

wo  die  reelle  Größe  (p  unbeschränkt  veränderlich  ist.    Er  ist  der  Ort 
der  Punkte  z,  wofür  i^j^l  ist. 

Geometrisches  über  Multiplikation  und  Division,  Vermöge  der 
Darstellung  durch  Polarkoordinaten  erhält  das  Produkt  zweier  kom- 
plexer Zahlen  eine  einfache  Gestalt,  der  man  auch  sofort  die  bekannte 
geometrische  Konstruktion  für  dasselbe  entnimmt.     Sei  nämlich 

Ä  =  r(cos  q)  4-  ^sin  9),     B  =  q  (cos ^  +  ^ sin  ^)« 

Dann  ist  arithmetisch 

(1)      C^ÄB^rg  [cos  (9  +  ^)  +  i  sin  (9  + 1)]  - 

Demgemäß  hat  man  geometrisch  ein  Dreieck 
BOG  zu  konstruieren,  welches  dem  Dreiecke 
1 OA  ähnlich  ist,  und  zwar  so,  daß  die  Seite 
OB  der  Seite  Ol  entspricht,  während  die 
Winkel  BOC  und  10-4.  beide  zugleich  positiv 
oder  zugleich  negativ  ausfallen.     Dies  gibt 

^BOC^^IOA, 

ÖÄ  ,  OC  ^ 

9    ~~ 


Fig.  48. 


OG 

ÖS 


Ol 


oder 


r 

T 
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Für  den  Quotienten  AjB  findet  man  femer 

^  =  7  [cos  (9  -  ^)  +  t  sin  (9  -  ^)] . 

Geometrisch  laßt  er  sich  durch  Umkehrung  der  Konstruktion  für  das 

Produkt  herstellen. 

Insbesondere  ist  der  reziproke  Wert  der 

ZahlJB, 

(2)  :b  =  7  (cos^  —  %  sinV'). 

Geometrisch  erhält  man  den  Punkt  1/J?  am 
einfachsten  dadurch,  daß  man  zuerst  den  in 
Bezug  auf  den  Eiuheitskreis  zu  B  konjugier- 
ten Punkt  B'  bestimmt: 

^^'  '^  OB'-  OB  =  1 , 

und  B'  dann  in  der  reellen  Achse  spiegelt.    Das  Spiegelbild  ist  dann 
der  gesuchte  Punkt  1/JB. 

Potenzen  ufid  Wurzel/n.   Aus  der  Multiplikationsformel  findet  man: 

-4"  =  |-4|"(cosM9}  +  i  sinnqp), 


f/Z  =  |^|"  (cos 


qp  +  2Ä:3r 


n 


.     .    .     cp  +  2A;»\ 


<3) 


WO  Aj  =  0,  l,2,...n— 1  und  9?  =  arc^  ist.  Letzterer  Gleichung 
entnimmt  man,  daß  die  n  Wurzebi  der  Zahl  A  die  Ecken  eines  dem 
Kreise  ^[«l-lp"   einbeschriebenen  regulären  n-Ecks  bilden. 

Hieran  schließt  sich  der  Mo  i  vre  sehe  Satz: 

(cos  9?  +  /  sin  9)"*  =  cos  m^)  +  i  sin  fnq>y 

woraus  sich  noch  die  beiden  weiteren  Formeln  durch  Trennung  von 
reellem  und  rein  imaginärem  ergeben: 

r                        «.         w(m — 1)       ,„  ,      .0      ,  mim — l)(fw— 2)(»i— 3)       _.  ^      .    . 
cos;>/^  =  cos"*9?—    \         cos"*""'9?sm*9}+     —    -^, — -cos"*"*  9  sin*  9? 

r        ».  1       *»(wi — 1)  (mi — 2)     „.  ,     .0     ,      "I 

sm  W9?=sm9  m  cos"*"^^) ^^ ■-- —    -  cos"*~^9  sin^^?  •\ . 

Einheit^ivurzelfi.  Ist  insbesondere  -4  =  1,  so  ist  der  Kreis 
|-2f|  =  |-l|'"  eben  der  Einheitskreis,  und  die  eine  Ecke  liegt  außerdem 
im  Punkte  z  =  l.     Indem  man 


z^  =  cos 


2 TT    ,     .    .     27r 

-f  t  sm  — 

n  n 
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setzt,  lassen  sich  die  übrigen  Wurzeln  in  der  Form  schreiben: 
e^  =  zJ  =  cos  -  --  +  >  sin  -^— ,       g  a=  2,  . . .  n. 

Die  Summe  der  Einheitswurzdn  versdiwindet: 

(4)  ^i  +  ^sH Hi^»==0. 

Algebraisch  erhellt  dies  ja  daraus,  daß  der  Koeffizient  des  Termes 
mit  ^""^  in  der  jene  GFrößen  bestimmenden  Gleichung: 

fehlt.  Es  gibt  aber  auch  einen  anschaulichen  mechanischen  Beweis 
dieses  Satzes.  Man  fasse  nämlich  die  komplexen  Zahlen  e^j  •  *  -  e^ 
als  Vektoren  auf,  deren  Anfang  in  jer »  0  und  deren  Endpimkt  in  z^ 
liegt.  Alsdann  denke  man  sich  diese  Vektoren  als  Repräsentanten 
von  n  Kräften,  welche  auf  den  Punkt  z  =  0  einwirken.  Wegen  der 
Symmetrie  derselben  heben  sie  sich  augenscheinlich  gegenseitig  auf, 
was  eben  analytisch  in  der  Gleichung  (4)  seinen  Ausdruck  findet. 

Einige  Ungleichungen.    Der  geometri-  -^^ 

^chen  Deutung  der  Addition  entnimmt  man 
ohne  weiteres  folgende  wichtige  Relation: 

(I)    i(M|-|Bl)|^!^+B|^|^|-l-|B|, 

WO   A  und  B  zwei    beliebige  komplexe    ö]  ^^^  ^ 

Zahlen  sind.      Es    ist    dies    ja    bloß   die 

arithmetische  Einkleidung  des  Satzes,  daß  eine  Seite  eines  Dreiecks 
größer  als  die  Difi^renz  der  beiden  anderen,  aber  kleiner  als  ihre 
Summe  ist.  Ein  Gleichheitszeichen  gilt  nur  dann,  wenn  die  Punkte 
js  ^  0,  A,  B  auf  einer  Geraden  liegen.^)     Aus  (I)  folgt  allgemein 

1)  Der  arithmetische  Beweis  verläuft  so.    Sei 
Danu  soll  zuerst  bewiesen  werden,  daß 


y(«  +  c)*+  (6  +  d)«<l/a>  +  6«  +  |/c*  +  d* 
ist.     Man  nehme  diese  Relation  zunächst  als  richtig  an;  daraus  folgt  dann 


0<(ael  — 6c)*. 

Diese   letzte   Relation  ist   aber  sicher  richtig.    Von  ihr  aus  gelangt  man  nun 
rückwärts  zu  der  in  Aussicht  gestellten  Beziehung. 
Setzt  man  endlich 

Ä'  +  B'^Ä,        B'^  —  B, 

Osgood,  Fanktionentheorio.  I.  2.  Aufl.  14 
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eine  Relation,  welche  auch  für  n  =  oo  bestehen  bleibt,  sofeni  die  un- 
endliche Reihe  a    i    a     i 

absolut  konvergiert. 

Zwei  weitere  Relationen  ergeben  sich  eben- 
falls aus  den  betreflFenden  Figuren,  und  zwar 
erstens 


Fig.  61. 


(11) 

sofern 


arc  (1  +  £)  I  ^  ^^^  ^^^ ''  y 


£|<Ä,        0<Ä<1, 

ist  und  im  übrigen  diejenigen  Bestimmungen  bevorzugt  werden,  welche 
dem  absoluten  Betrage  nach  den  Wert  jc/2  nicht  überschreiten.  ^) 

Endlich  hat  man  die  Beziehung: 


(III) 


-^(,ai+  &:)<,a  +  />i  , 


wo  a  und  h  reelle  Zahlen  sind. 

Ein  algebraischer  Satz.     Sei 

G{z)  =  ao£^"  +  a^z""'^  H +  a„  =  0 

eine  algebraiscJie  Gleichung,  deren  Wurzeln 
mit  z^y..,  z^  bezeichnet  werden  mögen.  Denkt 
man  sich  in  der  Zahlenebene  Stifte  in  den 
Punkten  Zj^  eingescidagen  und  ein  elastisches  Band  in  der  Gestalt  einer 
Schleife  um  dieselben  gelegt,  so  daß  e6\  nachdem  es  sich  straff  zusammen- 


Fig.  58. 


80  folgt  ans 

daß 

also 


\Ä'+B'\<\A'\  +  \B'\, 

\Ä\<\Ä  +  B\  +  \BU 
\A\-\B\<_A-hB\ 

ist.    Dnrch  Yertanschnng  von  A  und  B  Bchliefit  man  noch,  daS 

\B\-\A\<\A  +  B\ 

ist,  und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

1)  Zur  arithmetischen  Begründung  dieser  Relation  setze  man 

t  =  fi  +  ^*  =  »'  (cos  ö  +  t  sin  6) . 
Dann  soll  zunächst  bewiesen  werden,  daß  für  tj  >  0 

arc  (1  +  0  ^  arc  tan  --; -v  <  arc  sin  h  =  arc  tan  -  _^  _^ 

^  +  ^  Vl  —  h' 

ist.    Da  die  Funktion  arc  tan  x  zugleich  mit  x  zunimmt,   so  ist  zum   Bestehet 
dieser  letzten  Beziehung  notwendig  und  hinreichend,  daß 
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gezogen  hat,  aUe  Stifte  umfaßt  und  ein  Tconvexes  Polygon  bildet,  so 
liegen  die  Wurzeln  der  Gleichung 

G\z)  =  0 

sämtlich  innerliaTb  oder  auf  dem  Bande  des  solchergestalt  eingegrenzten 
Gebietes}) 

Der  Satz  läßt  sich  als  eine  Ver- 
allgemeineruDg  des  Roll  eschen  Satzes 
auf  komplexes  Gehiet  ansehen. 

Behufs  des  Beweises  denke  man 
sich  gleiche  nach  dem  reziproken  Werte 
der  Entfernung  (also  nach  dem  Gesetze 
des  loirarithmischen  Potentials)  anzie- 
hende  Massen  in  den  zunächst  als  ge- 
trennt anzunehmenden  Punkten  z^,  , . .  z^  (n  >  1)  angebracht.  Auf 
eine  im  Punkte  z  befindliche  Masse  üben  diese  dann  eine  Kraft  aus^ 
welche,  von  einem  Zahlenfaktor  abgesehen,  durch  den  Vektor 

Z—Z^^  ^     Z  —  Zn  Lz  —  Zi^  Z  —  Z^ 

dargestellt  wird,  wo  K  den  konjugierten  Wert  der  Klammer  bedeutet, 
Die  Gleichgewichtslagen  für  diese  letzte  Masse  befinden  sich  augen- 
scheinlich innerhalb  des  Polygons,  sofern  sich  dasselbe  nicht  eben 
auf  eine  geradlinige  Strecke  reduziert;  im  letzteren  Falle  liegen  sie 
auf  der  Strecke.     Da  nun  aber 

G'(z)  1         ,  _L       1 


G{z)         z  —  z^  ^  —  K 

ist,  so   liefern  jene  Gleichgewichtslagen   die  Wurzeln  der  Gleichung 


sei.    Diese  UngleichuDg  kann  man  wieder,  wie  folgt,  umformen: 

r  sin  6     ^       h 


1  +  rcosd^  |/i  ~Ä«' 

r  [yi  —  h*  sin  0  —  Ä  cos  e]<h. 

Trägt  man  noch  linker  Hand  /i=Bsina,  j/T — ^*  =  cosa  ein,  so  kommt 

r  sin  (ö  —  a)  <  Ä  , 

was  deshalb  zutrifft,  weil  0<r<h  ist.  Von  hier  aus  gelangt  man  nun  rückwärts 
zur  gewünschten  Beziehung.  —  Der  Fall  t^  <  ^  ^^^^  Bi<^^  sofort  auf  diesen  zu- 
rückführen. 

1)  Der  Satz  findet  sich  schon  bei  Gauß,  1816;  Werke,  Bd.  3,  S.  112.  Der 
Beweis  rührt  von  Bö  eher  her,  Proceedings  Amer.  Acad.  Arts  and  Sei.,  Bd.  40 
(1904)  S.  469. 

14* 
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G'{0)  =>  0.     Der  Fall;  daß   mehrfache  Wurzeln  Yorhanden   sind^  ist 
nicht  schwer  zu  behandeln^  und  wird  dem  Leser  überlassen. 

Der    Weier  Straß  sehe  MütdwertscUe   für  Integrale,      Den   Aus- 
gangspunkt bilden  hier  die  Formeln  für  den  Massenmittelpunkt  {£,  y) 

von  n  Massenteilchen: 

£mx  _       £niy 

^  ~    £m   '       y  ^    £m   ' 

Diese  beiden  reellen  Gieichimgen  werden  zu  einer  einzigen  komplexen 

Gleichung  vereinigt: 

Zmz 

*         Zm 

Denkt   man   sich  nun   eine   reguläre  Kurve  der  jer- Ebene  mit  Masse 
belegt,  so  liegt  der  Massenmittelpunkt  derselben  im  Punkte 

J  Q{x  +  yt)d8 

0 

Z  =   ; } 


Cgda 


WO  Q  die  Dichte  der  Massenverteilung  bedeutet.  In  dieser  Formel 
ist  der  Weier straßsche  Mittel wertsatz  enthalten,  welcher  in  einer 
YerallgemeineruDg  des  bekannten  Mittelwertsatzes: 


fF(x)  0{x)  dx  =  F{i)  fo{x)  dx,         0(x)  >  0, 


a 


auf  komplexes  Gebiet  besteht. 
Mittel  wertsatz.     Sei 

w  =^  u  +  vi  =  f{z) 

eine  in  allen  Punkten  einer  Kurve 

C:        x^  (p(t),    y  ==  ^(/),     a<it<h 

stetige  Funktion  von  z  =  x  +  yi  (oder  allgemeiner  bloß  von  t),  welche 
überdies  so  besdiaffen  ist,  daß  sie  C  auf  eine  reguläre  Kurve  der  w- 

Ebene: 

F:         u^p{t),     v  =  q(f),     a<t^b 

ein-^ind^Uig   abbildet.      Ferner  sei   6^0   {rcsp.    ö  <0)    eine   stetige 
Funktion  von  t,  welche  nur  nicht  beständig  verschwindet.     Wenn  nun  xo 
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durdi  die  Gleichung  bestimmt  wird: 

h  h 

f6f{z)dt=-Xof($dt, 

a  a 

SO  läßt  sich  über  die  Lage  von  Xo  folgendes  aussagen.  Man  umgebe  F 
mit  einem  bdidngen  konvexen  Polygon  oder  allgemeiner  mit  einer  be- 
liebigen konvexen  Kurve  K,    Dann  liegt  Xo  in  K. 

Denn  to  stellt  den  Massenmittelpunkt  einer  in  K  enthaltenen 
Massenverteilung  vor,  deren  Dichte  längs  F  den  Wert  q  =«  adt/ds 
hat,  und  kann  deshalb  augenscheinlich  nicht  außerhalb  K  liegen. 

Vermöge  dieses  Satzes  kann  man  zeigen,  imd  zwar  ohne  eine 
Spaltung  in  reelles  und  rein  imaginäres  vorzunehmen,  daß  das  Ver- 
hältnis der  beiden  Periodizitätsmoduln  eines  elliptischen  Integrals 
erster  Ordnung  nicht  reell  ausfallen  kann.^) 

Der  Darbouxsche  Säte.  Seien  6,  q>{t),  tl;{t)  reelle  stetige  Funk- 
tionen von  t  im  Intervalle  a^t^by  und  sei  außerdem  <y  ^  0 .  Setzt 
man  dann  f(t)  =  q>{t)  +  iif{t),  so  erhält  man: 

b  b  b 

\fm<idt\^f\f{t)\<fdt^\f(i)\ßdt, 

a  a  a 

WO  a  <  g  <  6  ist.  In  dieser  Formel  ist  der  Darbouxsche  Mittel- 
wertsatz enthalten,  welcher  auch  in  der  Form: 


ff{t)odt=  kf{l)f6dt 


a 


geschrieben  werden  kann,  wobei  X  eine  unbestimmte  komplexe  Größe 
von  absolutem  Betrage  <  1  bedeutet.  Die  letzte  Formel  gilt  auch, 
falls  durchweg  <y  <  0  ist.  Goursat  bemerkt  noch  (a.  a.  0.,  Nr.  289), 
daß  der  Weierstraßsche  Faktor  XO  im  allgemeinen  auf  ein  be- 
schränkteres Gebiet  als  der  Darbouxsche,  Xf(J^),  angewiesen  ist. 

1)  Goursat,  Coiirs  d'analyse^  Bd.  2,  Nr.  814.  Hermite  hat  auch  schon 
in  seinem  Cours  hierauf  aufmerksam  gemacht. 

Die  geometrische  Deutung  komplexer  Zahlen  durch  die  Punkte  einer  £bene 
ist  durch  die  Schrift  von  Argand,  Essai  sur  une  maniere  de  representer  les 
quantitea  imaginaires  dans  les  constmctions  geomitriques,  Paris,  1806,  bei  den 
Mathematikern  eingeführt  worden.  Gauß  war  schon  im  Jahre  1799  mit  dieser 
Darstellung  vertraut,  während  die  Priorität  der  Veröffentlichung  Caspar  Wessel 
(1797/99)  gebührt;  vgl.  Study,  Enzyklopädie,  IA4,  S.  166. 


Sechstes  Kapitel. 

Analytische  Funktionen  und  die  darauf  bezfiglichen  DifferentialsStse. 
Die  elementaren  Funktionen.    Lineare  Transformationen. 

§  1.    Die  rationalen  Funktionen  als  Vorbild. 

Die  einfachsten  arithmetisch  definierten  reellen  Funktionen  einer 
reellen  Veränderlichen  sind  die  Polynome  und  die  gebrochenen  ratio- 
nalen Funktionen, 

G{x)  -=  «0  +  «1^  H H  <^m^y 


■Rf^\  _  ^i  (^)  _  ''o  +  «i-^H h 


denn  dieselben  werden  bereits  durch  die  vier  Spezies,  also  ohne  Be- 
nutzung eines  unendlichen  Prozesses  erklärt.  Da  die  vier  Spezies 
auch  für  komplexe  Zahlen  ihre  Gültigkeit  beibehalten,  so  übertragt 
sich  diese  Definition  ohne  weiteres  auf  das  komplexe  Zahlensystem. 
Vor  allen  Dingen  wird  man  nach  der  Stetigkeit  und  Differenzier- 
barkeit  dieser  Funktionen  fragen.^)     Es  sei  zunächst  die  Funktion 

vorgelegt ,  wo  n  eine  natürliche  Zahl  bedeute,  und  man  bilde  die 
Differenz: 

Daraus  ersieht  man,  daß,  wie  auch  immer  i^z  gehen  0  konvergieren 
möge,  die  rechte  und  somit  auch  die  linke  Seite  dieser  Oleichung 
dem  Grenzwert  0  zustrebt;  d.  h.  die  Funktion  ^'*  ist  für  alle  Werte 
ihres  Arguments  eine,  stetige  Funktion  von  z. 

Bildet  man  ferner  den  Differenzenquotienten 

1)  Wegen  der  fifonauen  Erklärung  dieser  Hegriffe  vgl.  man  §§  2  und  4. 
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und  lüßt  man  hierin  t^z  wiederum  gegen  0  abnehmen,  so  konvergiert 
dieser  Ausdruck  ebenfalls  gegen  einen  Grenzwert  und  zwar  gegen  die 
Größe  uZq*'^.  Die  Funktion  z"  hat  für  jeden  Wert  von  z  eine  Ab- 
leitung.   Letztere  ist  überdies  eine  stetige  Funktion  von  z. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  zeigen,   daß  auch  das   allgemeine 

Polynom 

G(z)=^aQ+a^z  -^, +  a^z"', 

sowie  jede  gebrochene  rationale  Funktion  R(z)  =^  Gi{z)/G^(z),  ab- 
gesehen von  den  Stellen,  wo  der  Nenner  letzterer  verschwindet,  stetig 
ist  und  eine  stetige  Ableitung  besitzt,  die  durch  dieselbe  Formel  ge- 
geben wird,  welche  die  Differentialrechnung  für  den  Fall  reeller  Koef- 
fizienten und  eines  reellen  Arguments  lehrt. 

Dieses  Verhalten  der  rationalen  Funktionen  in  bezug  auf  Stetig- 
keit und  die  Existenz  einer  Ableitung  ist  maßgebend  für  die  all- 
gemeinste Klasse  von  Funktionen,  womit  sich  die  komplexe  Funktionen- 
theorie beschäftigt.^) 


§  2.    Funktionen,  Grenswert  und  Stetigkeit. 

Eine  Funktion  f{z)  einer  komplexen  Veränderlichen  entsteht  da- 
durch, daß  man  jedem  Punkte  z  eines  Bereiches  T  der  komplexen^ 
Zahlenebene  eine  Zahl 

tv  =  u  -{-  vi  =^f{z) 

nach  einem  bestimmten  Gesetze  zuordnet.*)  Dabei  darf  die  Begren- 
zung von  T  sowohl  aus  Kurven  als  auch  aus  isolierten  Punkten 
bestehen.^)  Die  Funktion  f{z)  gibt  zu  zwei  reellen  Funktionen  u 
und  V  der  reellen  Argumente  Xy  y  Anlaß,  und  umgekehrt  laßt  sich 
aus  zwei  derartigen  Funktionen  eine  komplexe  Funktion  u  +  vi  >=*  f{z) 
zusammensetzen. 

Wie  in  Kap.  1,  §  10,  so  läßt  sich  auch  hier  der  Funktionsbegriff 
auf  mehrdeutige  Funktionen  ausdehnen;  vgL  Kap.  8.  In  der  Folge 
werden  wir  jedoch  schlechtweg  unter  einer  Funktion  stets  eine  solche 

1)  In  einem  Punkte,  wo  eine  rationale  Funktion  aufhört,  stetig  zu  sein, 
wird  sie  unendlich^  wie  sich  das  Argument  z  jenem  Punkte  auch  immer  nähern 
möge.  Auch  dieses  Verhalten  der  rationalen  Funktionen  ist  maßgebend  für  die 
einfachsten  Singularitäten,  welche  eine  analytische  Funktion  aufweisen  kann,  vgl. 
Kap.  7,  §  6. 

2)  Wegen  einer  Besprechung  des  Funktionsbegriffs  sei  auf  Kap.  1,  §  1  ver- 
wiesen. 

3)  Allgemeinere  Fälle  sind  in  Kap.  5,  §  2  besprochen. 


216    n,  6.  Analytische  Funktionen  und  die  darauf  bezüglichen  DiflPerentialsätze. 

yerstehen^  die  wenigstens  für  den  in  Betracht  kommenden  Bereich 
der  unabhängigen  Yariabelen  und  f&r  die  in  Betracht  kommende  Be- 
stimmung der  Funktion  in  den  Punkten  dieses  Bereiches  eindeutig 
ist,  sofern  das  Gegenteil  nicht  ausdrücklich  bemerkt  wird. 

Der  Begriff  des  Grenzwerts,  wie  er  in  Kap.  1,  §  2  und  Kap.  2, 
§  1  für  reelle  Funktionen  entwickelt  wurde,  überträgt  sich  sofort  auf 
Funktionen  eines  komplexen  Arguments.  Sei  f{z)  in  der  Umgebung 
des  Punktes  0  =^  a^  höchstens  mit  Ausnahme  dieses  Punktes  selbst, 
eindeutig  erklärt  und  man  zeichne  die  Punkte  w  ™f{ß),  welche  dieser 
Umgebung  angehörigen  Werten  von  z  entsprechen,  etwa  in  einer 
zweiten  Zahlenebene,  der  M;-Ebene  auf.  Gibt  es  dann  einen  festen 
Punkt  U7  »  &,  in  dessen  Nähe  diese  Punkte  w  alle  bleiben,  sobald 
die  Punkte  z  auf  eine  passende  Umgebung  von  z  ^  a  beschränkt 
werden,  so  sagt  man,  f{z)  konvergiert  beim  Grenzübergange  lim  ^r  =  a 
gegen  den  Grenzwert  b;  in  Zeichen: 

lim  f{z)^b. 


2  =  a 


Dies  ist  nämlich  so  zu  yerstehen:  beschreibt  man  zuerst  einen  beliebig 

kleinen  Kreis  um  w  =^b,  so  soll  es  dann  stets  möglich  sein,  einen 

zweiten  Kreis  um  je:  =  a  zu  legen,   dergestalt  daß  jeder  im  letzteren 

Kreise  gelegene  Punkt  z   zu  einem   im   ersteren  Kreise   befindlichen 

Punkte  iv^f{z)  führt. 

Arithmetisch   wird  dieser  Begriff,    wie   folgt,   festgelegt.     Jeder 

beliebig   kleinen    positiven    Größe    £   soll   sich   eine    zweite    positive 

Größe  d   so    zuordnen   lassen,   daß    für    alle    Werte    von    z,    wofür 

0  <C\z  —  a\  <d  ist, 

\b-f(,e)\<B 
bleibt. 

Eine   notwendige   und   hinreichende  Bedingung   dafür,   daß  f(z) 

beim     Grenzübergange    lim  z  =^  a  =^  a  +  ßi     gegen     den    Grenzwert 

6  =  A  +  Bi  konvergiert,  besteht  darin,  daß 

lim    tt  =  A,  lim     t;  =  B 

sei,  wie  sich  aus  den  Relationen  (1)  und  (III)  der  Einleitung: 

-^{|A-w'  +  |B-t;i!<|A  +  Bi-w-ri|<,A-Ml  +  |B-vi 
y 2  '      -  1  1.-1 

sofort  ergibt;  vgl.  Kap.  1,  §  7,  2.  Theorem,  sowie  Kap.  2,  §  1.  Hieraus 
folgt,  daß  das  2.  Theorem  von' Kap.  1,  §  7  unverändert  für  komplexe 
Größen  gilt. 
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Im  übrigen  braucht  die  Funktion  f{z)  nicht  in  allen  Punkten 
z  ^  a  der  Umgebung  von  a  definiert  zu  sein.  Wenn  sie  nämlich 
bloß  in  einer  imendlichen  Punktmenge  M  mit  der  Häufungsstelle  a 
erklärt  ist,  so  gelten  schon  alle  Definitionen  und  Sätze,  welche  sich 
auf  Grenzwerte  beziehen,  sofern  man  nur  die  Punktmenge  M  an  Stelle 
der  vollen  Umgebung  von  a  exklusive  dieses  Punktes  treten  läßt. 

Die  Funktion  f{z)  wird  unendlich  beim  Grenzübergange  lim  jer  =  a, 
wenn  jeder  beliebig  großen  positiven  Zahl  G  eine  zweite  positive 
Zahl  Ö  so  zugeordnet  werden  kann,  daß  für  alle  Werte  von  e^  wofür 
0  <  I  if  —  a  I  <  d  ist, 

., ..  .    .  irwi>ö 

bleibt;  in  Zeichen: 

lim  f(js)  =  (x>     oder    /"  (a)  =»  oo 


z  =  a 


(lies:  ,ff(ji)  wird  unendlich  im  Punkte  a",  oder  abgekürzt:  „/(a) 
wird  unendlich'^.  Der  reziproke  Wert  von  f(js)  konvergiert  sodann 
gegen  Null: 

lim  jrrr  =  0. 

Umgekehrt  reicht  diese  letzte  Bedingung  hin,  damit  /"(a)  »  oo  werde. 
Die  Funktion  /"(jer)  bleibt  endlich  im  Punkte  a,  wenn  es  zwei  po- 
sitive Konstanten  M  und  d  gibt,   derart  daß  für  alle  Werte  von  z, 
wofür  0<|£r  — a|<*  ist^), 

\n^)\<^ 

bleibt. 

Man  beachte  wohl,  daß  mit  diesen  beiden  Definitionen  bezüglich 
des  Unendlich- Werdens  und  des  Endlich-Bleibens  einer  Funktion  alle 
Möglichkeiten  noch  nicht  erschöpft  sind.  Es  bleibt  noch  ein  dritter  Fall 
übrig,  nämlich  der,  daß  eine  Funktion  beim  Herannahen  von  z  an 
den  Punkt  a  längs  eines  Weges  unendlich  wird,  während  sie  bei  der 
Wahl  eines  anderen  Weges  endlich  bleibt.  Allgemeiner  kann  es  zwei 
Teilmengen,  je  mit  der  Häufungsstelle  a  geben,  derart  daß  für  die 
erste  f{z)^oo  wird,  während  für  die  zweite  f{z)  endlich  bleibt.  Die 
Funktion  verhält  sich  dann  im  Punkte  a  unbestimmt. 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  daß  man  unter  dem  Grenzübergange 
der   unabhängigen   Variabelen   lim  z  ^  oo    eben    den   Grenzübergang 

1)  Wir  schließen  den  Wert  z^^a  nicht  etwa  deshalb  ans,  weil  f{fl)  mög> 
licherweise  „deti  Wert  oc"  haben  könnte,  was  ja  Unsinn  wäre,  da  wir  „r/ie 
Zahl  oc^'  (das  sogenannte  eigentliche  Unendliche)  in  unser  Zahlensystem  nicht 
aufgenommen  haben.  Vielmehr  wollen  wir  dem  Falle  vorbeugen,  daß  f{z)  im 
Punkte  a  überhaupt  nicht  erklärt  wurde. 
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lim  \/z  »  0  yersteht;  d.  h.  an  Stelle  der  zweiten  Relation   bei    den 
vorhergehenden  Definitionen:  0  <  |  ;8f  —  a  |  <  d,  tritt  jetzt   1 1/z  \  <  ö 

oder  I  jer  I  >  (?'. 

Stetigkeit     Die  früheren   Definitionen  der  Stetigkeit  passen  hier 

unverändert.     Demnach  heißt  die  Funktion  f{fs)  im  Punkte  a  stetige 

wenn 

\imf{z)=f{a) 


x  =  a 


ist;  sie  heißt  in  einem  Bereiche  stetige  wenn  sie  in  jedem  Punkte  des 
Bereiches  stetig  ist;  endlich  heißt  sie  in  einem  Bandpunkte  a  stetig 
bzw.  nimmt  in  a  einen  Randwert  an,  wenn  bei  Beschränkung  der 
unabhängigen  Yariabelen  z  auf  die  inneren  Punkte  des  betreffenden 
Bereiches   ein   Grenzwert   lim  f(z)   zustande  kommt.      Der  Satz   von 


z  =  a 


Kap.  2;  §  2,  S.  53  gilt  auch  für  eine  komplexe  Funktion  f{z).  Eine 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Stetigkeit  der  Funk- 
tion u  +  vi  =^  f(x  +  yi)  besteht  in  der  Stetigkeit  der  beiden  reellen 
Funktionen  u  und  v  der  reellen  Argumente  x^y.  Es  bleiben  die 
Sätze  von  Kap.  1,  §  3  über  stetige  Funktionen  auch  hier  bestehen. 
Insbesondere  erweisen  sich  die  Polynome  imd  die  gebrochenen  ratio- 
nalen Funktionen  in  allen  Punkten,  wo  sie  definiert  sind,  als  stetig. 
Des  weiteren  lautet  die  Definition  der  gleichmäßigen  Stetigkeit,  Kap.  1, 
§  4,  ebenfalls  gerade  so,  wie  im  reellen  Gebiete:  f(z)  heißt  in  einem 
Bereiche  T  gleichmäßig  stetig,  wenn  jedem  beliebig  kleinen  positiven  s 
ein  von  z  unabhängiges  positives  d  so  zugeordnet  werden  kann,  daß 
für  je  zwei  Punkte  z,  z  von  T,  wofür  j  ^  —  jsr'  |  <  d  ist,  die  Be- 
ziehung gilt: 

\f{z)-f{zy,<t. 

Es  bleibt  der  4.  Satz  von  Kap.  1,  §  4  noch  in  Kraft:  Ist  f{z)  in 
jedem  Punkte  eines  abgeschlossenen  Bereiches  stetig,  so  ist  f{z) 
daselbst  gleichmäßig  stetig.  f{z)  ist  dann  auch  endlich  im  genannten 
Bereiche. 


§  3.    Über  die  Änderung  des  Arcus  einer  stetigen  Funktion. 

In  jedem   inneren    und  Randpunkte   eines  endlichen   durch    eine 
einzige  einfache  geschlossene  Kurve  begrenzten  Bereichs  S  sei 

f{z)  =  u  -\-  vi 

eine  stetige,  nirgends  verschwindende  Funktion  von  z.     Dann  wird 
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die  reelle  Funktion 

(1) 


(f  —  axc  f(z) 


Fig.  64. 


in  jedem  dieser  Punkte  unendlich  vieldeutig  definiert  und  zwar  sO; 
daß,  wenn  ^  eine  besondere  Bestimmung  von  q>  im  Punkte  z  be- 
deutet, jede  andere  Bestimmung  daselbst  in  der  Formel 

^  +  2k7C,        fc  =  ±l,  ±2,---, 

enthalten  ist.  In  der  Nähe  eines  beliebigen  Punktes  0q  lassen  sich 
demnach  die  verschiedenen  Bestimmimgen  von  (p  zu  eindeutigen  stetigen 
Funktionen  zusammenfassen,  was 
man    sich  geometrisch   durch  Fla-  ' 

chenstücke  veranschaulichen  kann, 
deren  alle  aus  einem  einzigen  der- 
selben durch  Verschiebung  dieses 
parallel  zur  9- Achse  um  ganzzah- 
lige Vielfache  von  2ä  hervorgehen. 
Man  kann  die  Umgebung  von  Zq 
auBerdem  noch  so  beschränken,  daß 
keine  Ordinate  eines  von  diesen  Flä- 

«henstücken  jemals  einer  Ordinate  eines  anderen  derselben  gleich  wird. 
Der  geometrische  Ort  der  durch  die  Gleichung  (1)  definierten 
Funktion  besteht  daher  aus  einer  über  S  ausgebreiteten  Fläche,  deren 
Mäntel  von  jeder  der  9 -Achse  parallelen  Geraden,  welche  S  durch- 
setzt, in  unendlich  vielen  um  27C  voneinander  abstehenden  Punkten 
getroffen  werden.  Im  übrigen  verläuft  jeder  Mantel  in  der  Nähe 
jedes  Schnittpunktes  stetig.  Die  verschiedenen  Mäntel  hängen  also 
im  Kleinen  sicher  nicht  zusammen.  Können  sie  aber  nicht  vielleicht 
im  Großen  doch  ineinander  übergehen.^)  Die  Verneinung  dieser 
Frage  bildet  im  wesentlichen  den  Inhalt  des  folgenden  Satzes. 

Theorem.^)     In  jedem  Punkte  eines  abgesclüossenen  Bereidies  S, 

welcher   von  einer  einzigen  einfaclien  geschlossenen  Kurve  begrenzt  isty 

sei  f(z)  eine  stetigCj  nirgends  versdiwindende  Funktion.  Setzt  man 
dann  eiiw  Bestimmung  der  Funktion 

1)  Hätten  wir  S  nicht  als  einfach  ziisammenhängend  vorausgesetzt,  so  könnte 
dies  in  der  Tat  eintreten.  Man  betrachte  etwa  die  Funktion  f{z)^=tz  im  Kreis- 
ringe l<z,<2.  Hier  gibt  es  nur  einen  einzigen  Mantel,  welcher  sich  denn 
auch  unendlich  oft  um  die  qp- Achse  windet. 

2)  Der  Satz  rührt  von  Cauchy  her,  Turiner  Abhandlung  aus  dem  Jahre 
1831,  vgl.  Kap.  7,  §  13;  Exerciees  d'analyse,  Bd.  2  (1841)  p.  109;  Briot  et  Bou- 
quet,  Fonctions  elUptiques  2.  Au6.,  eh.  2. 
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q)  —  arc/*(jer) 

längs  des  Randes  von  S  stetig  fori,  so  kehrt  dieselbe  nach  vollendetem 
umlaufe  zum  Anfangswerte  wieder  zurück. 

Wir  geben  zwei  Beweise  des  Satzes.  Dabei  beschranken  wir 
uns  auf  reguläre  Randkurven.  Die  YerallgemeineruDg  auf  beliebige 
Jordansche  Kurven  ist  nicht  schwierig.  Der  erste  Beweis  verläuft 
so.  Gesetzt,  der  Satz  sei  falsch.  Dann  teile  man  5  in  zwei  Be- 
reiche I  und  II.  Der  Gesamtzuwachs  von  q>  längs  des  Randes  von  S 
ist  offenbar  gleich  der  Summe  der  den  beiden  Bereichen  I,  II  ent- 
sprechenden Zuwächse.     Darum   muß  mindestens  eine  dieser  Größen, 

etwa  die  dem  Bereich  I  entsprechende, 
von  Null  verschieden  sein.  Jetzt  zerlege 
man  den  Bereich  I  in  zwei  Stücke  und 
stelle  man  dieselbe  Überlegung  wieder  an. 
Durch  fortgesetzte  Wiederholung  dieses 
Verfahrens  erhält  man  eine  Reihe  inein- 
Pig.  66.  "^  ander    eingeschachtelter   Bereiche,    deren 

Maximaldurchmesser  gegen  Null  abnimmt  und  welche  also  einen 
Punkt  i  von  S  bestimmen.  Demnach  gibt  es  in  jeder  Umgebung 
von  z  eine  geschlossene  Kurve,  derart  daß  eine  Bestimmrmg  von  9,  über 
dieselbe  stetig  fortgesetzt,  nicht  zum  Anfangswert  zurückkehrt.  Hierin 
liegt  ein  Widerspruch,  denn  der  Satz  ist  ja  im  Kleinen  richtig. 

Will  man  auf  die  Art  und  Weise  der  sukzessiven  Zerlegungen 
von  S  näher  eingehen,  so  bietet  der  Satz  von  Kap.  5,  §  10  bereits 
die  nötigen  Hilfsmittel  dazu.  Dabei  wird  einer  der  beiden  Bereiche, 
in  welche  der  jeweilige  Bereich  zerfällt,  stets  ein  Bereich  6  sein,  so 
daß  man  eventuell  zu  einem  Bereich  6  gelangt,  wofür  der  Satz  nicht 
gelten  soll.  Die  weitere  Zerlegung  dieses  Bereichs  gestaltet  sich  dann 
in  übersichtlicher  Weise. 

Der  zweite  vorhin  angekündigte  Beweis  besteht  einfach  darin, 
daß  wir  auf  Grund  des  letzten  Satzes  von  Kap.  5,  §  10  konstatieren, 
daß  sich  die  verschiedenen  Bestimmungen  von  9  auch  im  Großen  zu 
eindeutigen  stetigen  Funktionen  zusammenfassen  lassen,  womit  denn 
alles  schon  in  Ordnung  ist. 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  ergibt  sich  ein  Beweis  des  Funda- 
mentalsatzes  der  Algebra.     Sei 

G{z)  =  a^z-  +  a,z^-'+  •••  +  «„,         a«  4=  0, 

ein  beliebiges  Polynom.  Dann  muß  dasselbe  mindestens  für  einen 
Wert  von  z  verschwinden.      Wäre    das   nämlich   nicht   der   FaU,    so 
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würde  G{si)  in  jedem  Bereich  der  Ebene  den  Bedingungen  besagten 
Satzes  genügen.  Als  Bereich  S  nehme  man  also  den  Kreis  \z\'^li 
und  schreibe 

Dann  ist 

arc  G{z)  =  arc£f*  +  arc  («o  +  "  ~  H —  '  +  "^) ' 

Für  große  Werte  von  iJ  wird  der  Wert  der  Klammer  am  Rande 
I  jer  =  jR  von  S  beliebig  wenig  von  a^  abweichen^  d.  h.  der  die  Klammer 
darstellende  Punkt  der  Zahlenebene  wird  innerhalb  eines  Kreises 
liegen,  dessen  Mittelpunkt  der  Punkt  a^  bildet  und  dessen  Radius  so 
klein  genommen  werden  kann,  daß  der  Kreis  den  Punkt  j?  »  0  nicht 
umfaßt.     Infolgedessen  wird  jede  Bestimmung  von 

arc  {aQ+  aJeA +  ajz"^), 

welche  sich  stetig  ändern  soll,  wenn  z  den  Rand  von  S  beschreibt, 
zum  Ausgangswert  wieder  zurückkehren.     Dagegen  ist 

arc^r**«  nö, 

wo  z=^re^'  gesetzt  ist.  Darum  nimmt  arcj?"  und  somit  auch  9xqG{z) 
nach  vollendetem  Umlaufe  um  2nn  zu.  In  diesem  Widerspruch  be- 
steht der  Beweis.^) 

Zum  Schluß  leiten  wir  noch  einen  Zusatz  ab,  dessen  ümkehrung 
im  Falle  einer  analytischen  Funktion  f{z)  uns  später  beschäftigen  wird. 

Zusatz.  Sei  f(z)  eine  Funktiofi,  die  in  aüen  Punkten  von  S 
mit  Ausnahme  eines  einzigen  innem  Punktes  a  denselben  Bedingungen 
genügt,  wie  vorhin.  In  a  soll  f(z)  verschwinden  bzw,  unendlich  werden^ 
und  zwar  so,  daß  sich  f{z)  in  der  Nahe  von  a  in  der  Form  dar- 
stellen läßt: 

f{z)^(z-ay^>{z), 

wo  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zald  ist  und  g>(z)  eine  im 
Punkte  a  stetige  und  von  Null  verschiedene  Funktion  bedetäet.     Läßt 

1)  Es  sei  auch  auf  den  interessanten  Beweis  dieses  Satzes  verwieseD. 
welchen  Gauß  vermöge  eines  Doppelintegrals  gegehen  hat:  Werke,  Bd.  3,  S.  107; 
Ostwald,  Klassiker  der  exakUn  Wissemchaßen ,  Nr.  14,  S.  61.  Hierüber  Tgl. 
man  ferner  Bö  eher,  „A  simplification  of  Gauß 's  Third  Proof ...",  Amer.  Jour. 
of  Math.,  Bd.  17  (1895),  S.  260,  sowie  Bull.  Amer.  Math,  Soc.,  2.  Reihe,  Bd.  1 
(1895),  S.  205.  Eine  einfache  Darstellung  des  Beweises  findet  sich  auch  bei 
Goursat,  Cours  d'analfjse,  Bd.  1,  Nr.  142. 
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man  nun  den  Punkt  z  den  Rand  von  S  durchlaufen,  so  wächst  die 
Funktion  9,Tcf(z)  um  2mn. 

Zum  Beweise  bemerke  man,  daß  die  Relation  f{(s)^{B'-ay'q>{z) 
nicht  bloß  für  eine  beschränkte  Umgebung  des  Punktes  a  gilt,  son- 
dern daß  ihr  Geltungsbereich  das  ganze  Gebiet  S  umfaßt.  Darum 
hat  man  allgemein  für  alle  Punkte  von  Sy  und  also  insbesondere 
auch  für  den  Rand: 

ELTO  f{z)  =  arc(ir  —  a)"*  -f  'arcq>(z). 

Infolgedessen  kehrt  der  letzte  Arcus  nach  vollendetem  Umlaufe  in 
seinen  Anfangswert  wieder  zurück,  während  der  zweitletzte  Arcus  um 
2  m  7t  wächst. 

Sowohl  das  vorstehende  Theorem  als  auch  der  Zusatz  gelten 
noch  für  mehrfach  zusammenhängende  Bereiche,  sofern  man  eine  Be- 
stimmung des  Arcus  über  den  ganzen  Rand  in  positivem  Sinne  hin 
erstreckt,  wie  man  aus  der  Zerlegung  von  Kap.  5,  §  9  leicht  erkennt. 

§  4.   Die  Ableitung. 

Wie  bei  den  reellen  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen, 
so  bildet  man  auch  hier  den  Differenzenquotienten 

wo  e  einen  festen  inneren  Punkt  des  Definitionsbereichs  T  der  Funk- 
tion tv^f{z)  bedeutet  und  z -{- Az  ein  zweiter  Punkt  von  T  sein 
soll.  Konvergiert  dann  dieser  Quotient,  als  Funktion  von  Az  allein 
betrachtet,  beim  Grenzübergange  lim  A^er  —  0  gegen  einen  Grenzwert, 
so  sagt  man,  f  (z)  ist  für  den  betreffenden  Wert  von  z  differentiierbar, 
und  man  nennt  diesen  Grenzwert  die  Ableitung  von  f(z)  im  Punkte  Zi 

Die  allgemeinen  Differentiationsformeln  für  reelle  Funktionen: 

DXcw)  =  cD^W] 

j)  ^h  =  ^*J ^J^^J 7~  "i ^'^F* . 

t  4/'  *n    *  ' 


IC.  w. 


■D/ W  =  DJ{w)D,w, 
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bleiben  noch  im  komplexen  Gebiete  bestehen.  Auch  folgt  aus  der 
Existenz  einer  Ableitung  die  Stetigkeit  der  Funktion.  Was  spezielle 
Formeln  anbetrifft^  so  ist  bereits  in  §  1  dargetan,  daß 

D^z**  =  Wj?*"^,       n  ==  einer  natürlichen  Zahl. 
Außerdem  ist 

Hieraus  beweist  man  sofort  die  Differentiierbarkeit  der  Polynome,  so- 
wie der  rationalen  Funktionen. 

Auch  das  Differential  wird  ebenso  definiert,  wie  im  reellen  Falle. 
Hat  nämlich  w  eine  Ableitung: 

lim  -r-    =  D,w, 
so  setze  man 

wo    also   lim  S  =  0   ist.     Hierdurch   wird   der  Zuwachs  Au;  in  zwei 

Az  =  0 

Teile  zerlegt  und  zwar  a)  in  einen  Teil  D^wAz,  der  dem  Zuwachse 

Az  proportional  ist;   b)  in  einen  Rest  tAz,  der  aus  einer  unendlich 

kleinen  Größe   höherer  Ordnung   als   Az   besteht.      Den    ersten   Teil 

nennt   man   mit   Weierstraß   den   Hauptteil    von   AWj    und   dieser 

Hauptteil  ist   es,   welchen   man   als  das  Differential  dw  =»  df{z)   der 

Funktion  definiert: 

dw  =  D^wAz . 

Dabei  ist  wohl  bemerkt  z  die  unabhängige  Variabele.  unter  Bei- 
behaltung dieser  Voraussetzung  beweist  man  dann,  daß 

dz  =  Az 
ist.     So  kommt 

dw  =  D^wdz,        D^w  =  -,    • 

Setzt  man  nun  aber  z  gleich  einer  Funktion  einer  dritten  Varia- 

belen  t: 

z^^it), 

wo  9>(0  ditferentiierbar  sein  soll,  so  hat  man: 

dz  «  tp\t)At, 
Auf  Grund  der  Relation 

Dfiv  =  D.W  '  DfZ 
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ergibt  sich  dann^  daß 

dw  =»  DfW^t  =  D^wDfZäkt 

isty  so  daB  also  die  Formel 

dw  =  D^w  de 

allgemein  gilt,  auch  weDn  w  und  e  als  Funktionen  eines  Parameters  t 
dargestellt  sind. 

Bisweilen   will   man   der   Variabelen   z  =^  x  +  yi   die  Bedingung 
unterwerfen,  auf  einer  bestimmten  Kurve 

X  -  (d(A),        y  =  x{X) 

zu  bleiben,  wo  o,  ;i;  reelle,  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung 
X  =  cj'(>l),  y  =  x^^)  versehene  Funktionen  der  reellen  Variabelen  k 
bedeuten,     unter  dz  versteht  man  dann  die  Funktion 

dz  =  {x  +  yi)dk,        dX^Ak, 

und  es  gilt  auch  hier  die  Relation 

dw  =  D^wdz  =  D^w{x'  +  y%)dk . 

Den  höheren  Differentialen  d^w^  ^w, . . .  eine  selbständige  Be- 
deutung beizulegen,  ist  zwecklos.     Man  faßt 

•   •   #  —  -    —       •    •   • 

dz* '         dz''  ' 


bloß  als  eine  Bezeichnung  für  die  zweite, .  .  .  nte, . . .  Ableitung  der 
Funktion  w  =  f{z)  in  bezug  auf  z  auf. 

Aufgabe.  In  einem  Punkte  z^  möge  f{z)  mit  einer  Ableitung 
versehen  sein  und  überdies  längs  einer  von  z^  ausgehenden  Kurve 
einen  konstanten  Wert  behalten.    Man  zeige,  daß  dann  /"(^o)  '^  ^  ^s*-- 

§  5.    Analytische  Funktionen. 

Hat  eine  Funktion  von  z  in  jedem  inneren  Punkte  eines  Be- 
reiches T,  in  welchem  sie  definiert  ist,  eine  stetige  Ableitung,  so 
heißt  sie^)  analytisch  im  Bereiche  T.  Sie  verhält  sich  analytisch  in 
einem  Punkte  z  ==  Zq,  wenn  sie  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  ana- 
lytisch  ist.     Der  Vereinbarung   von   §  2   gemäß  werden  ja   hier  nur 

1)  Die  Bezeichnungen  holomorph  und  regulär  werden  auch  im  Sinne  von 
analytisch  gebraucht. 
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solche  Funktionen  in  Betracht  gezogen,  welche  in  ihrem  Definitions- 
bereiche  eindeutig  sind^  so  daß  also  die  vorstehende  Definition  die 
Eindeutigkeit  der  Funktion  im  Bereiche  T  schon  zur  Voraussetzung  hat. 

Über  diese  Definitionen  ist  nun  folgendes  zu  bemerken.  Auf 
Grund  des  später  zu  besprechenden  Goursatschen  Satzes  (vgL  Kap.  7, 
§16)  erweist  sich  die  Forderung  der  Stetigkeit  der  Ableitung  als 
überflüssig,  da  nämlich  die  bloße  Existenz  einer  Ableitung  in  jedem 
Punkte  eines  Bereiches  ihre  Stetigkeit  schon  nach  sich  zieht.  Nach- 
dem also  dieser  Satz  einmal  dargetan  ist,  liegt  es  nahe,  die  obigen 
Definitionen,  wie  folgt,  zu  formulieren:  Eine  Funktion  heißt  analytisch 
in  einem  Punkte,  wenn  sie  in  diesem  Punkte  eine  Ableitung  besitzt. 
Sie  heißt  analytisch  in  einem  Bereichey  wenn  sie  sich  in  jedem  Punkte 
dieses  Bereiches  analytisch  verhält. 

Im  übrigen  bleibt  vor  der  Hand  dahingestellt,  ob  der  Bereich  T, 
in  welchem  wir  die  Funktion  gerade  betrachten,  nicht  eventuell  einer 
Erweiterung  fähig  sei,  oder,  wie  man  sich  wohl  auszudrücken  pflegt, 
ob  die  Funktion  nicht  über  T  hinaus  analytisch  fortgesetzt  werden 
könne.  Dieser  Frage  wird  in  einem  späteren  Kapitel  eine  genaue 
Untersuchung  gewidmet.  Mit  ihrer  Erledigung  kommt  erst  die  voll- 
ständige Definition  einer  analytischen  Funktion  zu  stände.  Immerhin 
werden  wir  einstweilen  jede  Funktion  als  analytisch  bezeichnen,  welche 
sich  in  einem  bestimmten  Bereiche  analytisch  verhält. 

Aus  den  Entwicklungen  des  vorhergehenden  Paragraphen  findet 
man  eine  Reihe  von  Sätzen  über  analytische  Funktionen. 

Sind  die  Funldioneti  f{z)  und  q>{z)  beide  in  einem  Bereidte  hew. 
in  'einem  PiinMe  analytisch ,  so  gut  das  nämliche  van  den  Funktionen 

und,  sofern  (p{z)  daselbst  nicht  verschwindet,  auch  von  der  Funktion 

Ist  f{ir)  eine  im  Punkte  Wq  analytische  Funktion  von  w  und  ist 
ferner  (p{z)  eine  im  Punkte  z^  analytische  Funktion  von  z,  die  dort 
den  Wert  iVq  annimmt,  so  ist  f(w),  als  Funktion  von  z  hetracixtet,  im 
Punkte  Zq  analytisch. 

Wir  fügen  noch  den  Satz  hinzu,  daß  sich  die  Polynome,  sowie 
die  gebrochenen  rationalen  Funktionen  in  jedem  Punkte  der  Zahlen- 
ebene, in  welchem  sie  endlich  bleiben,  analytisch  verhalten. 

Ofgood,  Funktionentheorie.  I.  8.  Aafl.  15 
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§  6.   Die  Canohy-BiemannBOhen  Differentialgleiohtuigen. 

Eine   notwendige   Bedingung   für   das  Vorhandensein   einer  Ab- 
leitung erhält  man^  wie  folgt.     Sei 

«c;  =  w  +  V«  =  fißi) 

eine  Funktion  yon  z,  die  im  Punkte  z  ^  z^  eine  Ableitung  zuläßt. 
Dann  konvergiert  der  Differenzenquotient  liw/Az  gegen  ein  und 
denselben  Grenzwert^  ^«^;  ^i^  auch  immer  der  Grenzübergang 
lim  Air  =  0  stattfinden  möge.  Insbesondere  wollen  wir  nun  Ajer 
zuerst  reelle  und  darauf  rein  imaginäre  Werte  durchlaufen  lassen. 
So  kommt 

lim   ^^«  Hm  4£_^±*^-^^  lim  ^^-^^^ , 


und  man  erhält  also: 

dw 1  dto 

dx       i  dy 


(1)  B.W 


Trennt  man  hier  reelles  und  rein  imaginäres,  so  gelangt  man  zu  den 
Cauchy-Riem annschen  Differentialgleichungen:^) 


(^) 


cu dv 

dx  "~"  dy 

du  ir  V 

dy  dx 


als  eine  notwendige  Bedingung  dafür,  daß  die  Funktion  f(x)  eine  Ab- 
leitung zulasse. 

umgekehrt  seien  u,  v  zwei  reelle  Funktionen  der  beiden  reellen 
Variabelen  x,  y,  welche  in  der  Umgebung  eines  Punktes  {Xq^  y^  mit 
allen  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  ausgestattet  sind.  Letztere 
sollen  außerdem  den  Gleichungen  (2)  genügen.  Ferner  besitze  sowohl 
u  als  V  im  Punkte  {x^,  y^)  ein  vollständiges  Differential,  d.  h.  wenn  man 


1)  Diese  Differentialgleichungen  treten  bereits  bei  d'Alembert  auf,  Essai 
ctune  nouvelle  theorie  de  la  risistance  des  fluides,  Paris,  1752.  Sie  waren  auch 
Euler  (1765)  und  Lagrange  (1762/65)  bekannt.  Hierüber  vergleiche  man  zwei 
Abhandlungen  von  Stäckel,  Bibliotfieca  Maifiemaiica^  3.  Reihe,  Bd.  1  (1900)^ 
S.  lOU,  sowie  ibid.  Bd.  2  (1901),  S.  111;  ferner  Enzyklopädie  2B  1,  §  2.  Die  Be- 
deutung dieser  Differentialgleichungen  für  die  moderne  Funktionentheorie  wurde 
zuerst  von  Cauchy  und  Riemann  erkannt.  Letzterer  macht  sie  in  seiner  Inau- 
guraldissertation, Göttingen,  1851,  geradezu  zum  Ausgangspunkt  für  die  ganze 
Theorie 
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Au  =  u(a;o  +  Aa:,  y^  +  Ay)  -  u(a;o,  y«) 

setzt,  so  soll  q{Ax,  Ay)  unendlich  klein  von  einer  höheren  Ordnung 
als  Ax,  Ay  werden^  und  zwar  in  dem  Sinne,  daß 

lim    -^i^-^^yl  =  0 

Ax  =  0,Ay  =  Ol^«H-|^yl 

ist.     Diese  Bedingung  wird  stets  erfüllt,  falls  die  Ableitungen  du/dx 
und  ru/cy  in  der  Umgebung  des  Punktes  (Xq,  y^)  stetig  sind. 

In  ähnlicher  Weise  sei 

At;  =  ll;  Aa;  +  |j Ay  +  6{^x,  Ay), 

WO 

lim     -^(^5.' Ay)_.  _  0 


ist.    Dann  läßt  u  +  vi,  als  Funktion  von  z  =^  x  -\-  yi  betrachtet,  eine 
Ableitung  zu.    In  der  Tat  ist 

Atü  ^  ^a?o  dyp    __     ^gp  g^yp  _    ,   g(Aa;,  Ay)  +  tg(Aa;,  Ay) 

Ai?  Aic  +  tAy  '  Aa;  +  iAy 

Der  erste  Term  rechts  kann  noch  vermöge  der  Relationen  (2)  auf  die 
Form  gebracht  werden: 


Aaj  +  tAy  ^«o  ^^o' 


dvn   .    -dv. 


und  hängt  somit  von  Ax  und  Ay  nicht  mehr  ab.  Was  den  zweiten 
Term  angeht,  so  ist  nach  den  Ungleichungen  (I)  und  (III)  der  Ein- 
leitung 

1  q(Ax,  Ay)  +  ia{Ax^  ^^^  I  <r  t/9  /   '  g(^^i  ^V)  i      ,      '  g(Aa:,  Ay)  |    | 
Aa;+»Ay  |  ^  ^  ^  l  ;  Aa;' +  |  Ay ,   "^     Ax   +    Ayi  J 

Infolgedessen  konvergiert  der  Differenzenquotient  AwjAz  gegen  einen 
Grenzwert,  und  zwar  ist 

Aus  den  vorausgehenden  Entwicklungen  entnimmt  man  den  fol- 
genden wichtigen  Satz. 

15* 
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Theorem.  In  einem  gegebenen  Bereiche  T  seien  u  und  v  zwei 
reelle  eindeutige  Funktionen  der  beiden  reeUen  Variabden  x,  y,  wdche 
überdies  mit  stetigen  partiellen  Anleitungen  erster  Ordnung  ausgestaUet 
sind,  und  man  bilde  die  komplexe  Funktion 

IV  =^  u  +  vi  ^  f{js). 

Damit  sich  dann  f{e)  im  Bereiche  T  analytisch  verhaU,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  u  und  v  den  Cauchy-Riemannschen  Differential- 
gleichungen Genüge  leisten: 

du      dv  du dv 

dx      dy '        dy  dx 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  hat  man: 

j^    , dw 1  dw       du       ,dv 

*  dx       i  dy  ^^  dx         dx 

Beispiel.     Sei 

w  ■=  M  +  vi  =  e* cos y  +  ie'Quiy . 
Dann  ist 

du         -.^  ^  dv  du  _   .  dv 

dx  ^       dy^        dy  ^  dx 

Mithin  läßt  diese  Funktion  w  für  alle  Werte  von  z  =>  x  +  yi  eine  Ab- 
leitung zu  und  zwar  ist 

dw 

dz 

Aufgabe  1.  Hat  eine  Funktion  f{z)  in  jedem  Punkte  eines  Be- 
reiches T  eine  verschwindende  Ableitung: 

so  ist  f(z)  in  T  konstant.    (Vergleiche  S.  57,  Satz.) 

Aufgabe  2.  Sind  f(e)  und  (p{z)  zwei  Funktionen,  deren  Ablei- 
tungen in  jedem  Punkte  eines  Bereiches  T  miteinander  tibereinstimmen: 

f\z)  -  (pUz), 

so  unterscheiden  sich  diese  Funktionen  in  T  voneinander  überhaupt 
nur  um  eine  additive  Konstante: 

f(z)  =  (p(z)  +  k. 

Aufgabe  3.  Man  beweise  durch  direkte  Ausführung  des  Grenz- 
übergangs,   daß  bei  Einführung    von  Polarkoordinaten   die  Cauchy- 
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R iem an n sehen  Di£FerentialgIeichungen  die  Fonn  annehmen: 


(3) 

Im  übrigen  ist 


du 1  dv 

dr        r  dq>^ 

dv 1  du 

dr  r  d(p ' 


dw  -  dw        l    1    dw 


dz  dr        %    r   d(p ' 

wo  A  =  cos  q>  —  i  sin  9  ist. 

Aufgabe  4.     Man  zeige/ daß  sich  die  Funktion 

w  =  logr  +  q)iy  —%<q><,%^ 

wo  -sr  =  r  (cos  9  +  1  sin  (p)  gesetzt  ist,   in  jedem  Punkte  -er  +  0  ana- 
lytisch verhält. 

Aufgabe  5.  Im  Punkte  P  eines  Bereiches  T  mögen  sich  zwei 
Kurven  P-4,  PB  unter  einem  rechten  Winkel  schneiden.  Ihre  Bogen- 
länge, von  P  aus  gemessen,  werde  mit  6  bzw.  x  bezeichnet.  Den 
Tangenten  FA'  und  PB'  in  P  möge  als  positiver  Sinn  derjenige  bei- 
gelegt werden,  welcher  dem  wachsenden  Parameter  6  bzw.  x  der  zu- 
gehörigen Kurve  entspricht;  im  übrigen  sollen  diese  Tangenten  mit 
Rücksicht  auf  ihren  Sinn  so  gegeneinander  orientiert  sein,  wie  die 
reelle  gegen  die  imaginäre  Achse.     Man  zeige,  daß  dann 

du dv  du dv 

de       dx  ^         dt  de 

ist. 

Aufgabe  6.  Man  leite  die  Formeln  der  3.  Aufgabe  mittels  der- 
jenigen der  5.  Aufgabe  ab. 

Aufgabe  7.     Verhält  sich  eine  Funktion 

f{x  +  iy)  =-  jB(cos  ö  +  i  sin  &) 
in  einem  bestimmten  Bereiche  analytisch,  so  ist  dort 

dx  dy  '  dy  ex ' 

sowie 

f{z)  ^       dx      "^      dx' 

Man  leite  die  entsprechenden  Relationen  für  den  Fall  her,  daß 
auch  z  durch  Polarkoordinaten  ausgedrückt  wird:  ;?  ==  rcosö  +  isinÖ. 
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§  7.     Die  Umkehrfunktion. 
Besitzt  eine  reelle  Funktion  einer  reellen  Veränderlichen; 

y  =  /*(«); 

in  der  Umgebung  des  Punktes  x  =  Xq  eine  stetige  Ableitung  und  ist 
femer  /"(^o)  +  ^?  so  läßt  f(x)  in  der  Nähe  dieses  Punktes  eine  ein- 
deutige Umkehrung  zu: 

wo  g)  eine  stetige  Funktion  von  y  in  der  Nähe  des  Punktes  y^  =  f{^o) 
ist  und  eine  stetige  Ableitung 

hat;  YgL  Kap.  1,  §  G,  Aufgabe  5. 

Ein  analoger  Satz   gilt  auch  im  Kleinen  für  Funktionen   einer 
komplexen  Größe. 

Satz.     Sei  f{z)  eine  im  Funkte  e  =-  z^  analytische  Funktion  von 

z  und  sei  femer  f  {z^)  +  0.  Man 
betrachte  eine  Umgebung  T  von  z^i 
I  ^  —  ^Q I  <  Ä,  worin  sich  f{z)  analy- 
tisch verhcUt  Bei  geeigneter  Wahl 
von  h  kann  man  dann  in  der  w-Ebene 
eine  Umgebung  Z  von  WqI  \w  —  WQ<Ck 
so  bestimmen,  daß  die  Gleicliung 

Fig.  Bß.  ^/   V 

wobei  IV  einen  beliebigen  Punkt  von  2  bedeutet,  eine  und  nur  eine  in 
T  enthaltene  Lösung  z  zuläßt.  Die  solchergestalt  bestimmte  Umkehr- 
funktion 

z  =  q)  (;w) 

ist  in  2J  analytisch,  und  es  besteht  im  übrigen  die  Relation: 

Der  Beweis  ergibt  sich  sofort  aus  dem  Satz  über  die  Umkeh- 
rung zweier  reellen  Funktionen,  Kap.  2,  §  6.     Im  vorliegenden  Falle 

wird  man 

u:  =  u  +  vi  =  f(x  +  yi), 
also 

u  =  if(x,  y) ,         f  =  o  {x,  y) 
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zu  setzen  haben.  Dabei  besitzen  die  Funktionen  tj;,  (o  stetige  erste 
Ableitungen,  welche  den  Cauchy-Biemannschen  Differentialgleichungen 
genügen.  Infolgedessen  läßt  sich  die  Jacobische  Determinante  auf 
die  Form  bringen: 

u     du 

'du\^   ,    /dv\^ 


ou 

du 

ex 

dy 

dv 

dv 

dx 

dy 

-Q'*0-\m\'. 


woraus  man  ersieht,  daß  dieselbe  im  Punkte  {x^y  t/J  nicht  ver- 
schwindet. Hiermit  sind  alle  Voraussetzungen  des  genannten  Existenz- 
theorems  erfüllt,  und  darum  steht  die  eindeutige  IJmkehrbarkeit  des 
genannten  Gleichungspaares  fest.^) 

Es  bleibt  nur  noch  zu  beweisen  übrig,  daß  die  solchergestalt  ge- 
wonnene Funktion  z  ^  (p  (w)  sich  in  jedem  Punkte  von  2J  analytisch 
verhält.  Daß  x^  y,  als  Funktionen  von  w,  v  betrachtet,  stetige  erste 
Ableitungen  haben,  besagt  schon  der  soeben  in  Anwendung  gebrachte 
Satz.  Diese  genügen  femer  den  Cauchy-Riemannschen  Differential- 
gleichungen 

dx      dy  dx  dy 

du       dv '         dv  du' 

wie  man  nachrechnen  kann. 

Noch  einfacher  ist  indessen  der  folgende  direkte  Beweis.  Man 
will  doch  feststellen,  daß  ^js/Aw  gegen  einen  Grenzwert  konvergiert, 
wenn  Aw  dem  Wert  0  zustrebt.     Nun  ist  einerseits 

iim^';=r(^)+o, 

WO  A^  die  unabhängige  Yariabele  ist,  während  man  andererseits 

Ajg  _    1 
Aw       Aw 

hat,  wobei  Aw  jetzt  als  unabhängige  Variable  aufgefaßt  werde.  Läßt 
man  hier  Aiv  gegen  0  abnehmen,  so  nähert  sich  wegen  der  Stetigkeit 
von  9  (w)  auch  Az  der  0,  ohne  jedoch  wiegen  der  umkehrbaren  Ein- 
deutigkeit der  Beziehung  diesen  Wert  jemals  zu  erreichen.  Daraus 
erkennt  man,   daß  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  einem  Grenzwert 

1;  Man  erhält  hiermit  allerdiDgs  zunächst  eine  quadratförmige  Umgebung 
des  Punktes  w^  =  u^  -|-  iv^.  Daraus  kann  man  aber  offenbar  die  gewünschte 
kreisförmige  Umgebung  ausschneiden. 
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zustrebt,  und  zwar  der  Größe  l/f\g).    Außerdem  ist  evident;  daß  diese 

Funktion  eine  stetige  Funktion  von  w  ist,  und  hiermit  ist  der  Beweis 

fertig: 

dz         ,/   X         1 
dw        ^  V    /       f  (^z) 

Dem  Bereich  2:  entspricht  hiemach  ein  innerhalb   T  gelegenes 
den  Punkt  Zq  enthaltendes  Eontinuum  S  der  £r-£bene. 


§  8.     Konforme  Abbildung.^) 

Durch  eine  analytische  Funktion  w  ^f{z)  wird  nach  dem  vor- 
hergehenden Paragraphen  eine  ein-eindeutige  stetige  Abbildung  der 
Umgebung  eines  Punktes  z  =^  z^,  in  welchem  f{z)  sich  analytisch 
verhält  und  f\z)  +  0  ist,  auf  eine  Umgebung  des  entsprechenden 
Punktes  w^  =  f(^o)  der  w-lEbene  definiert.  Wir  wollen  jetzt  auf  die 
Beschaffenheit  dieser  Abbildung  näher  eingehen,  indem  wir  zeigen, 
daß  kleine  Figuren  des  einen  Bereichs  in  annähernd  ähnliche  Figuren 
des  anderen  Bereiches  übei^ehen. 

Die  Funktion  w  ^  az  +  h.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  zunächst 
die  durch  die  spezielle  Funktion 

(1)  w  =/•(«)  =  ae  +  b,        f'{z,)  =  a  +  0, 
definierte  Abbildung  untersuchen.     Hier  ist 

(2)  w  —  WQ  =  a(z  —  Zq). 

Setzen  wir 

z  —  Zq  =  r  (cos  (p  +  i  sin  (p) , 

IV  —  Wq  =  R  (cos  0  -}-  i  sin  d^) , 

a  =  Pi  (cos  a  +  i  sin  a) , 
so  ergibt  sich,  daß 

R  =  PiTy         0  =  (p  +  a 

ist.    Um  diese  Transformation  geometrisch  bequem  zu  deuten,  spalten 
wir  dieselbe  in  zwei  Transformationen: 


(!) 


:^''        (II)  \^'^^'' 


1)  Die  Resultate  dieses  Paragraphen  sind  bereits  alle  in  Kap.  2,  §  7  ent> 
halten.  Immerhin  dürfte  die  einfache  selbständige  Herstellung  der  analytischen 
Grundlage  für  dieselben  vermöge  komplexer  Variabelen  schon  an  und  für  sich 
Ton  Interesse  sein. 
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Denken  wir  uns  die  e-  und  die  M7-Ebene  wie  zwei  Blätter  Papier 
aufeinander  gelegt,  und  zwar  so^  daß  die  Punkte  z^y  w^  übereinander 
zu  liegen  kommen,  während  die  reelle  und  die  rein  imaginäre  Achse 
der  einen  Ebene  der  reellen  bzw.  der  rein  imaginären  Achse  der 
anderen  Ebene  parallel  laufen  und  gleichen  Sinn  haben^  so  wird^  der 
Transformation  (I)  entsprechend,  die  ^-Ebene  um  den  festen  Punkt  z^ 
durch  den  Winkel  a  gedreht  und  darauf,  der  Transformation  (II) 
gemäß,  einer  Ahnlichkeitstransformation  mit  dem  Ähnlichkeits Ver- 
hältnisse A  unterworfen,  wobei  e^  wiederum  festbleibt.  Auf  diese 
Weise  werden  die  Punkte  der  ursprünglichen  jer-Ebene  in  solche  über- 
geführt, welche  auf  die  festgebliebene  ««?-Ebene  projiziert  die  Ab- 
bildung (1)  gerade  bewirken.  Hiermit  sind  wir  zum  folgenden  Satze 
geführt. 

Durch  die  Funktion 

tv  =  f{g)  ^az  +  h,        r{z^)  =  a  +  0, 

wird  eine  beliebige  Figur  der  z-Ebene  auf  eine  ähnliclie  Figur  der 
w-Ebene  abgebüdeL  Das  ÄhnlichJceitsverhäUnis  hat  den  Wert  \f(zQ)\j 
und  die  Abbildung  erscheint  um  den  Punkt  Wq  durch  den  Winkel 
srcf{zQ)  verdreht. 

Die  allgemeine  analytische  Funktion  w  =  f(z).  Die  soeben  be- 
sprochene Abbildung  ist  für  die  durch  eine  beliebige  analytische 
Funktion  w  =  f{z)  definierte  Abbildung  vorbildlich,  wofern  man  sich 
auf  eine  kleine  Umgebung  eines  Punktes  z^  beschränkt,  in  welchem 
r(^o)  Deicht  verschwindet.     Aus  der  Beziehung 

folgt  nämlich: 

(3)  i7  =  r(^,)  +  e,  A«;  =  rWA^  +  gA^, 

wobei  g  zugleich  mit  Az  gegen  0  konvergiert  und  also  für  eine 
kleine  Umgebung  T  des  Punktes  Zq  dem  absoluten  Betrage  nach  klein 
bleibt.  Genauer  gesagt:  Nimmt  man  eine  positive  Größe  e  beliebig 
klein  an,  etwa  gleich  einem  Hundertstel  oder  einem  Tausendstel  von 
|/*'(^o)l,  so  kann  man  eine  Umgebung  T  des  Punktes  z^i  \z  —  ZQ\<ih 
so  bestimmen,  daß,  für  alle  Punkte  z  ^  Zq  +  Az  von  T,  g  |  <  £  bleibt. 
Nun  definiert  aber  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung 

(4)  dw^ng;)Lz 
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eine  Abbildung  von  T  auf  die  Umgebung  von  w^,  wobei  jede  Figur 
von  T  in  eine  ähnliche  Figur  der  w-Ebene  verwandelt  wird.  Aus  (3) 
geht  dann  hervor,  daß  die  wirkliche  Abbildung  w  =  f(z)  nur  ver- 
hältnismäßig wenig  von  dieser  abweicht  und  insbesondere  auch  eine 
solche  ist,  wofür  der  Habitus  der  ursprünglichen  Figur  erhalten  bleibt. 
In  der  Tat  ergibt  sich  aus  (3)  und  (4),  daß 

ist.     Hieraus  findet  man  (vgl.  die  Einleitung,  Formeln  (I)  und  (H)): 

arc  dw  —  arc  sin  .  w.   v  ■  <  arc  Aw  <  arc  dw  +  arc  sin 


reo I  -  ^  ^         I rc^o) I ' 

80  daß  also  der  Bildpunkt  Wq  +  Atv  des  Punktes  jer^  +  ^^  ^on  dem 
Bildpunkte  Wq  +  dw  desselben  Punktes  um  eine  Entfernung  absteht, 
welche  im  Vergleich  zwr  Entfernung  \dw\  klein  ist,  und  zwar  ist  die 
relative  Abweichung  um  so  kleiner,  je  näher  der  Punkt  z  d<em  Punkte 
Zq  gelegen  ist. 

Bisher  ist  der  Punkt  z^  als  fest  angesehen  worden.  Indessen 
gilt  eine  ähnliche  Abschätzung  für  \Aw\  und  arc  Aw  auch  gleich- 
mäßig für  eine  bestimmte  Umgebung  des  Punktes  z^.  Die  Größe  ^ 
hängt  aber  jetzt  sowohl  von  Axr  als  auch  von  z  ab,  und  die  ge- 
wünschte Relation:  |^  <£  für  jedes  Punktepaar  jer,  z  +  Az  einer 
bestimmten  Umgebung  von  z^y  erfolgt  erst  unter  Heranziehung  der 
Mittel wertsätze,  ähnlich  wie  in  §  6.  An  Stelle  von  \f\z^\  wird 
endlich  die  imtere  Grenze  von  \f\z)\  in  der  genannten  Umgebung 
treten. 

Hiermit  ist  die  Grundlage  geschaffen  sowohl  für  den  Schluß,  daß 
die  durch  (3)  definierte  Abbildung  konform  ist: 

dS  =  Mds, 
wo 

dS=   dtv\,        ds=   Az  ,        M^\f\z)\ 

ist,  als  auch  dafür,  daß  diese  Abbildung  tvinkeltreu  ist: 

s  =  e  +  a, 

wo 

@  =  arc  die ,         ö  ==  arc  Ajß: ,         a  =  arc  f  (z). 

Wegen  des  Beweises,  daß   eine  jede  dieser  beiden  Eigenschaften  die 
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andere  stets  nach  sich  zieht,  sowie  behufs  einer  eingehenden  Er- 
läuterung des  geometrischen  Sachverhalts  in  Bezug  auf  die  Abbildung 
kleiner  Figuren,  vergleiche  man  die  bereits  zitierte  Stelle,  Kap.  2, 
§  7,  Ende. 

Beispiel.     Durch  die  Funktion 

also 

w  «  a:*  —  y*,        i?  =  2xy 

wird  der  erste  Quadrant  der  jsr-Ebene  auf  die  obere  Hälfte  der  w- 
Ebene  konform  abgebildet;  vgl.  Kap.  2,  §  7,  Fig.  23. 
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Die  Kartographie  hat  zur  Aufgabe,  die  Oberfläche  einer  Kugel 
auf  eine  Ebene  abzubilden.  Da  dies  ohne  Verzerrung  nicht  angeht, 
so  verlangt  man  wohl  entweder  a)  die  approximative  Erhaltung  der 
Gestalt  oder  b)  die  genaue  Erhaltung  des  Flächeninhalts  der  Figuren. 
Im  Falle  a)  wird  die  Abbildung  eine  konforme.  Es  gibt  zwei  in  der 
Praxis  vielfach  verwendete  derartige  Abbildungen,  und  zwar  a)  die 
stereographische  Projektion  des  Ptolemäus,  b)  die  Mercatorsche 
Karte.  ^ 

a)    Die  stereographische  Projektion. 

Im  Südpol  A  der  Erdkugel  konstruiere  man  die  Tangentialebene 
und  durch  den  Nordpol  0  lege  man  einen  veränderlichen  Strahl, 
welcher  die  Kugel  zum  zweiten  Mal  im  Punkte  P  und  die  Ebene 
dann  im  Punkte  Q  trifit.  Damit  wird  die  Kugeloberfläche  mit  Aus- 
nahme des  Nordpols  ein-eindeutig  und  stetig  auf  die  Ebene  bezogen. 

Die  Verwandtschaft  ist  eine  isogonale.  Zunächst  sieht  man  nämlich, 
daß  die  Breitenkreise  in  eine  Schar  konzentrischer  Kreise,  die  Längen- 
kreise in  den  senkrecht  darauf  stehenden  Strahlbüschel  der  Ebene 
übergebeu.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  Q  der  Ebene,  dem  der 
Punkt  P  der  Kugel  entspreche,  ziehe  man  nun  eine  Kurve  C  und 
bezeichne  das  Abbild  derselben  auf  der  Kugel  mit  F.  Zur  Be- 
gründung der  isogonalen  Eigenschaft  muß  man  dann  folgende  Rela- 
tion nachweisen: 
(1)  ^kPii^^LQM, 


1)  Wegen   der  Literatur   vergleiche  man  Enzyklopädie ^  III  D  6  a,  Voss, 
insbesondere  Nr.  4. 
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wo  PX  die  Tangente  des  Längenkreises  durch  P  und  P/i,  QM  bzw. 
die  Tangenten  yon  F,  C  in  P,  Q  bedeaten;  dem  LängenkreiBe  APO 
entspricht  ja  die  Gerade  AQL.  Durch  die  Geraden  PQ,  Pfi  lege 
man  die  £bene  97;  diese 
Ebene  schneidet  die  Pro- 
jektioneebene in  der  Tan- 
gente QU  der  Kurre  C, 
da  sie  den  durch  0  als 
Spitze  und  F  als  Direk- 
trix bestimmten  Kegel  in 
P  berührt,  wahrend  an- 
dererseits C  die  Darch- 
dringungsknrve  dieses 
Kegels  mit  der  Projek- 
tionsebene bildet.  Die 
beiden  Ebenen  iiPit, 
LQM  (also  die  Tangen- 
Tig.  S7.  tialebene  der  Kugel  in  P 

and  die  Projektionsebene) 
stehen  senkrecht  auf  der  Längenebene  3)1.  Um  die  in  Auesicht  genom- 
mene Relation  (1)  zu  erhalten,  genQgt  es  also  zu  zeigen,  daß  die 
Schnitte  TP  und  TQ  dieser  Ebenen  mit  3)1  gleiche  Winkel  mit  PQ 
bilden:  a^ß,  denn  daraus  folgt,  daß  die  beiden  in  (1)  auftretenden 
Winkel  Spiegelbilder  voneinander  in  Bezug  auf  die  durch  3'  gelegte, 
die  Gerade  PQ  rechtwinklig  schneidende  Ebene  sind.  Dies  ergibt  sich 
aber  sofort  aus  den  Sätzen  der  Elementargeometrie,  da  sowohl 
■^  TPQ  =  «  als  -^  TQP=  ß  die  Hälfte  des  Kreisbogens  PO  zum 
Maße  habea,  womit  denn  der  Beweis  erbracht  ist. 

Betrachten  wir  die  Kugel  von  außen,  die  Ebene  von  derjenigen 
Seite  aus,  an  welcher  die  Kugel  liegt,  so  haben  wir  es  mit  einer 
isogonalen  Verwandtschaft  mit  Uml^ung  der-  Winkel  zu  tun.  Be- 
trachten wir  dagegen  die  Kugelfiäche  und  die  Ebene  von  einem 
innerhalb  der  Kugel  gelegenen  Punkte,  oder  auch  von  detjenigen  Seite 
der  Ebene,  an  welcher  die  Kugel  nicht  liegt,  so  werden  die  Winkel 
nicht  umgelegt. 

Die  Abbildung  int  eine  konforme.  Es  handelt  sich  darum  zu 
zeigen,  daß  die  Relation 

de  -  Mds 

erfüllt  ist,  wo  sich  de  auf  die  Kugel,  ds  auf  die  Ebene  bezieht.    Der 
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Pankt  A  sei  der  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen'  Koordinaten- 
systems {x,  y)  der  Ebene,  sowie  (|,  iy,  g)  des  Ranmes,  wobei  die  5-, 
17- Achsen  bzw.  mit  den  x-^  y- Achsen  zusammenfallen  und  auch  die 
positive  g- Achse  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  geht.  Diese  habe  den  Durch- 
messer 1;  ihre  Gleichung  lautet  dann, 
wie  folgt: 

(2)  g2^^»  +  g(e-l)  =  0. 

Setzt  man  noch  SP  =  r,  AQ  ^^r,  und 
bezeichnet  man  die  Koordinaten  von  P,  Q 
bzw.  mit  (I,  iy,  5),  (x,  y),  so  kommt: 


r 
T 

X 

T 


1-^ 
IL 


1* 


Fig.  58. 


woraus  sich  dann  die   analytische  Darstellung  der  stereographischen 
Projektion  ergibt: 


(3) 
(4) 


6        1  4-  r" 


,«- 


i-f 


ij  = 


J    > 


^    14-r 


+  !•»• 


Zwischen  ds^  =  dx'  +  dy^   und  dö^  =  d|*  +  dij*  +  df^  besteht   dem- 
nach die  Relation: 


(5) 
(6) 


Hiermit  erweist  sich  die  stereographische  Projektion  als  eine 
konforme  Abbildung.  Die  südliche  Halbkugel  geht  in  das  Innere 
des  Einheitskreises  über.  Dagegen  wird  die  Umgebung  des  Nordpols 
stark  vergrößert  und  in  entlegene  Teile  der  Ebene  geworfen.  Um 
dem  abzuhelfen,  projiziert  man  die  nördliche  Halbkugel  vom  Südpole 
aus  auf  eine  zweite  die  Kugel  im  Nordpol  berührende  Ebene.  Die 
beiden  Karten  zusammengenommen  liefern  so  ein  vollständiges  Bild 
der  Erdoberfläche.  Es  ist  klar,  daß  man  bei  beiden  Projektionen 
die  Aqua  torebene,  sowie  allgemein  jede  andere  dieser  parallele,  das 
Projektionszentrum  nur  nicht  enthaltende  Ebene  als  Projektionsebene 
verwenden  kann. 
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b)  Die  Mercatorsche  Karte. 

Auf  einen  die  Engel  längs  des  Äquators  berührenden  Rotations- 
zylinder  wird  die  Kugel,  mit  Ausnahme  der  Pole,  in  ein-eindeutiger 

Weise  abgebildet,  dann  wird 
der  Zylinder  längs  einer  Er- 
zeugenden aufgeschnitten  und 
auf  eine  Ebene  abgewickelt. 
Die  Tranformation  auf  den  Zy- 
linder geschieht,  wie  folgt. 
Einem  veränderlichen  Punkte 
P  der  Kugel  wird  ein  Punkt  Q 
des  Zylinders  zugeordnet,  wel- 
cher dieselbe  Länge  hat  wie  P 
und  auch  auf  derselben  Seite 
des  Äquators  liegt,  dessen  Ab- 
stand  u  vom  Äquator  aber  so 
besimmt  wird,  a)  daß  u  nur 
von  der  Breite  q)  von  P,*  nicht 
von  dessen  Länge  6,  abhängt; 
b)  daß  der  Relation 

dö  =  Mds 


Flg.  59. 


genügt  wird.    Zu  dem  Zwecke  setze  man  U'=f(q))'^  im  übrigen  habe 
der  Radius  der  Kugel  den  Wert  1.     Nun  ist 

dö^  =  d(p^  +  cos^  (pdO*  =  cos-  (p  (sec^  <pd(p'  +  dO^) , 

ds'  =  rfu-  +  de\ 

wo  sich  d<y,  ds  resp.  auf  die  Kugel  und  den  Zylinder  beziehen.  Daraus 
erhellt,  daß  besagte  Relation  befriedigt  wird,  wenn  man 

du  =  seatpdq)^ 
u  =  log  tan  (|-  +  ^  ) 

setzt,  und  das  ist  eben  die  Mercatorsche  Beziehung,  wodurch  u  und 
q)  miteinander  verknüpft  werden.     Dabei  ist  M  =  cos  q>. 

Die  Mercatorsche  Karte  eignet  sich  besonders  zu  SchiflFahrt- 
zwecken.  Soll  ein  Schiff  nämlich  von  einem  Punkte  A  nach  einem 
zweiten  Punkte  B  fahren,  ohne  den  Kurs  zu  ändern,  so  heißt  das 
eben,  daß   der  beschriebene  Weg   alle  Längenkreise   unter   gleichem 
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Winkel  schneiden  soll.  Das  Abbild  dieses  Weges  auf  der  Mer- 
catorschen  Karte  besteht  ersichÜich  aus  der  die  Punkte  Ä  und  B 
verbindenden  Geraden  ^  wodurch  denn  auch  umgekehrt  der  Kurs  be- 
stimmt wird. 


§  10.     Die  Transformation  duroh  resiproke  Badien. 

In   einer   Ebene    werde   ein    Kreis   K  vom  Radius   a   mit   dem 
Mittelpunkt  0  angenommen.     Sei  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene. 
Man  führe  P  in  denjenigen  auf  dem  Halbstrahl  OP  gelegenen  Punkt  Q 
über,  wofür 
(1)  OP'OQ  =  a^ 

ist.  Dadurch  entsteht  eine  Transformation  durch  reziproke  Badien 
oder  eine  Spiegelung  am  Kreise  K,  Dieselbe  ist  im  allgemeinen  ein- 
eindeutig, nur  dem  Mittelpunkte  0  des  Kreises  entspricht  kein  eigent- 
licher Punkt  der  Ebene.  ^)  Dabei  bleiben  die  Punkte  des  Kreises  K 
selbst  ungeändert,  während  das  Innere  und  das  Äußere  von  K  mit- 
einander vertauscht  werden.  Wendet  man  die  Transformation  zwei- 
mal hintereinander  an,  so  führt  sie  jeden  Punkt  in  seine  ursprüngliche 
Lage  wieder  zurück,  sie  ist  also  involutorisch. 

Geometrisch  konstruiert  man  den  Punkt  Q  in  bekannter  Weise, 
vgl.  die  Einleitung,  Fig.  49. 

1.  Satz.  Die  Transformation  durch  rejsiproke  Badien  ist  eine  kon- 
forme mit  Umlegung  der  Winkel, 

Zum  Beweise  genügt  es  offenbar  zu  zeigen,  daß  der  Winkel  a, 
welchen  die  Tangente  einer  belie- 
bigen durch  P  gehenden  Kurve  C 
mit  OP  bildet,  gleich  demjenigen 
Winkel  ß  ist,  welchen  die  Tan- 
gente der  Bildkurve  C  in  Q  mit 
0  Q  einschließt.   Durch  P  und  einen 

benachbarten  Punkt  P'  von  C  lege  ^^  ^        pj    ^ 

man    eine    Sekante    und    ebenfalls 
durch  Q  und  Q'  eine  zweite  Sekante.     Dann  erweisen  sich  auf  Grund 

der  Beziehungen 

OP-  0Q=  OP'-  OQ'^^a^ 

1)  Den  unendlich  fernen  Bereich  der  Ebene  faßt  man  in  der  Geometrie 
der  reziproken  Radien  als  einen  Punkt  auf  und  ordnet  denselben  dem  Punkte  O 
zu;  vgl.  Kap.  7,  §  9. 
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die  Dreiecke  OPP',  OQ'Q  als  ähnlich^  und  man  hat  also 

^OPP'^^OQ'Q. 

Läßt  man  jetzt  P'  an  P  heranrücken  ^  so  nähert  sich  auch  Q'  dem 
Punkte  Q,  und  der  Beweis  ergibt  sich  ohne  weiteres. 

Genau  genommen  muß  man  noch  nachweisen,  daß  der  Trans- 
formation auch  die  Eontinuitätseigenschaften  zukommen,  wie  sie  in 
Kap.  2y  %  1  vorausgesetzt  sind.  Daß  dem  nun  wirklich  so  ist,  erhellt 
sofort  aus  der  analytischen  Form  der  Transformation,  welche  wir 
jetzt  heranziehen  wollen.  Führt  man  ein  Cartesisches  Koordinaten- 
system so  ein,  daß  der  Kreis  K  zum  Einheitskreise 

wird,  so  kommt: 

und  umgekehrt: 


(3)  ^  =  -vT-r.7T^      y-       ^ 


2.  Satz.  Durch  die  Transformation  mittds  reziproker  Radien 
wird  das  System  von  Kreisen  und  Geraden  der  Ebene  in  sich  über- 
geführt. 

Die   Kurven   dieses   Systems    werden   durch    die  Gleichung   dar- 

cestellt: 

(4)  a{x'+y')  +  bx  +  cy  +  d^O, 

wobei  die  Koeffizienten,  damit  sich  nur  reelle  Kreise  einstellen,  an 
die  Bedingung  geknüpft  sind: 

(5)  hij^c^-4ad>0. 
Durch  die  Transformation  (3)  geht  (4)  in 

a  +  hx'  +  cy  +  d{x^-\-  y  >)  =  0 

über,  wofür  nun  die  Beziehung  (5)  auch  gilt,  w.  z.  b.  w.  —  Eine 
Transformation  der  Ebene,  welcher  diese  Eigenschaft  zukommt,  heißt 
eine  Kreisierwandtschaft}) 

Insbesondere  werden  die  durch  den  Mittelpunkt  0  des  Kreises  K 
gehenden  Geraden  einzeln  in  sich  transformiert,  während  jeder  anderen 
Geraden    ein    durch  0    gehender    Kreis    entspricht,    dessen    Tangente 

1)  Diese  Transformationen  sind  zuerst  von  Möbius  (18ö3)  eingehend  unter- 
sucht worden;   Werke,  Bd.  2,  S.  205  u.  243. 
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in  0  mit  der  betreffenden  Geraden  parallel  verläuft.  Umgekehrt 
wird  ein  durch  den  Punkt  0  gehender  Kreis  stets  in  eine  Gerade 
verwandelt.  Da  die  Punkte  vom  Kreise  K  je  in  sich  selbst  über- 
gehen, so  wird  ein  Kreis,  welcher  K  unter  einem  Winkel  a  schneidet, 
in  einen  zweiten  Kreis  transformiert,  welcher  K  in  denselben  beiden 
Punkten,  aber  unter  dem  Winkel  —  a  schneidet.  Schneidet  ein  Kreis 
den  Kreis  K  insbesondere  imter  einem  rechten  Winkel,  so  geht  der- 
selbe in  sich  über.  Eine  Gerade,  welche  K  trifft,  wird  in  einen  Kreis 
mit  denselben  Schnittpunkten  verwandelt,  der  außerdem  durch  0  geht, 
und  umgekehrt. 

Definition.  Zwei  Punkte,  die  bei  der  Spiegelung  an  einem 
gegebenen  Kreise  einander  entsprechen,  heißen  konjugiert.  Man  sagt 
wohl  auch,  der  eine  ist  der  Spiegelpunkt  des  anderen  in  Bezug  auf 
den  Kreis.  Diese  Definition  läßt  sich  als  eine  Verallgemeinerung  der 
gewöhnlichen  Definition  der  (optischen)  Spiegelung  in  einer  Geraden 
ansehen  und  deckt  sich  mit  dieser,  wenn  der  Radius  des  Kreises 
unendlich  wird. 

3.  Satz.  Das  System  von  einem  Kreise  (hzw,  von  einer  Geraden) 
tmd  zwei  in  Bezug  darauf  konjugierten  Punkten  bleibt  invariant  bei 
einer  beliebigen  Transformation  durch  reziproke  Radien, 

Zum  Beweise  zeigen  wir,  daß  alle  durch  einen  der  beiden  Punkte 
gehenden,  den  gegebenen  Kreis  senkrecht  schneidenden  Kreise  auch 
durch  den  zweiten  Punkt  gehen.  Man  fas&e  irgend  zwei  dieser  Kreise 
ins  Auge  und  spiegele  die  Ebene  am  gegebenen  Kreise.  Dann  gehen 
die  beiden  Kreise  in  sich  über,  während  ihre  beiden  Schnittpunkte 
miteinander  vertauscht  werden.  Daher  fällt  der  zweite  Schnittpunkt 
mit  dem  zweiten  der  beiden  gegebenen  Punkte  zusammen.  Umgekehrt 
sind  zwei  Punkte  in  Bezug  auf  einen  Kreis  konjugiert,  wenn  sie  die 
gemeinsamen  Schnittpunkte  einer  Schar  auf  dem  Kreise  senkrecht 
stehender  Kreise  sind. 

Führt  man  jetzt  eine  beliebige  Transformation  durch  reziproke 
Radien  aus,  so  geht  der  gegebene  Kreis,  nebst  der  Schar  durch  die 
beiden  gegebenen  Punkte  gehender  Kreise,  in  ein  gleiches  System 
über,  und  da  bei  der  Transformation  die  Winkel  erhalten  bleiben,  so 
steht  die  neue  Schar  wieder  senkrecht  auf  dem  neuen  Kreise. 

Die  entsprechende  Transformation  der  Kugel.  Projiziert  man  die 
Ebene  stereographisch  auf  die  Kugel,  derart  daß  der  Kreis  K  in  den 
Äquator  übergeht  (vgl.  §  9),  so  definiert  die  Transformation  (1)  eine 

Osgood,  Fnnktionentheorie.  I.  S.  Aufl.  1 6 
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Transformation  der  Kugel  in  sich,  bezüglich  deren  der  folgende  ein- 
fache Satz  besteht. 

4.  Satz.  Der  Transformation  durch  reziproke  Badien  entspricht 
eine  Spiegelung  der  Kugel  in  der  Ebene  des  Äqu<jUors, 

Die  Koordinaten  der  den  Punkten  P:  {x,  y)  und  Q:  (x\  y')  ent- 
sprechenden Punkte  der  Kugel  bezeichne  man  mit  (|,  iy,  J;)  bzw. 
{l\  ri\  l'\     Dann  wird  nach  §  9,  (3), 

^~i-r       ^"^'i-V       ^~i-r 

sein,  woran  sich  noch  drei  ähnliche  Gleichungen  für  die  gestrichenen 
Buchstaben  reihen.  Durch  Kombination  dieser  mit  den  vorstehenden 
Gleichungen  (2)  kommt: 

1  — s'     ^'     1  — r"*?'     1  — ^'       £  * 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  dann: 

g  =  1  -  r. 

Demnach  ist 

l'-l,     rt'=ri,     i_g'=-(l_g), 

was  eben  zu  beweisen  war. 


§  11.    Die  allgemeine  lineare  Transformation. 

In  §  8  ist  die   geometrische  Beschaffenheit  der   ganzen   linearen 

Transformation: 

tv  =  az  +  hy         ö  +  0, 

bereits  eingehend  besprochen  worden,  und  es  ist  insbesondere  gezeigt^ 
wie  sich  diese  aus  bestimmten  erzeugenden,  Transforwaiionen  zu- 
sammensetzen läßt.     Um  die  allgemeine  lineare  Transformation^) 

in  ähnlicher  Weise  zu  behandeln,    brauchen  wir  nur  noch  die   eine 

1)  Der  Ausdruck  j  ^  =  ad  —  bc   heißt    die   Determinante   der  linearen 

\c     (l 

Transformation.     Verschwindet  sie,   so  läßt  sich  der  Zähler  durch  den  Nenner 

teilen,  so  daß  also  alle  Punkte  der  Ebene  (mit  Ausnahme  eines   einzigen)   in 

ein  und  denselben  Punkt  übergeführt  werden.  Diesen  Fall  lassen  wir  hinfort 
bei  Seite. 
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Transformation 

(2)  ^o  -  I 

heranzuziehen.  Diese  erhält  man  nach  Formel  (2)  der  Einleitung, 
indem  man  die  ;?- Ebene  zuerst  im  Einheitskreise  spiegelt  (vgl.  §  10), 
um  sie  darauf  einer  zweiten  Spiegelung  in  der  reellen  Achse  zu 
unterwerfen. 

Erforschen  wir  jetzt  die  entsprechende  Transformation  der  Kugel. 
Wenn  wir  die  Ebene  so  stereographisch  projizieren,  daß  der  Einheits- 
kreis  in  den  Äquator  übergeht,  so  entspricht  der  ersten  jener  beiden 
Spiegelungen  nach  §  10  eine  Spiegelung  der  Kugel  in  der  Äquator- 
ebene.  Die  zweite  Spiegelung  führt  aber  offenbar  auf  eine  Spiegelung 
der  Kugel  in  der  Ebene  t^  =  0.  Daraus  leitet  man  sofort  das  fol- 
gende Resultat  ab. 

1.  Satz.  Der  Transformation  (2)  entspricht  eine  Drehung  der 
Kugel  um  den  Durchmesser  ^  =  0,  5  =  7  durch  den  Winkel  n. 

Wir  heben  noch  besonders  hervor,  daß  hierbei  die  Umgebung 
des  Nordpols  auf  diejenige  vom  Südpole  konform  bezogen  wird. 

Wenden  wir  uns  nunmehr  zur  allgemeinen  linearen  Trans- 
formation (1),  wobei  wir  jetzt  c  +  0  voraussetzen  dürfen,  so  erkennen 
wir  leicht,  daß  sich  dieselbe  auf  folgende  Reihe  von  Hilfs-  oder  er- 
zeugenden Transformationen  zurückführen  läßt: 


1) 

^  —  z  +  ccj         wo 

ca  +  d  =  0; 

2) 

z'-l/z"; 

3j 

IV  —       +           -  ^  , 

wo         aa  +  ft  +  ^- 

Hiermit  haben  wir  Anschluß  an  den  bereits  erledigten  Fall  einer 
ganzen  linearen  Transformation  (§  8)  erreicht.  Das  Ergebnis  sprechen 
wir,  wie  folgt,  aus. 

2.  Satz.     Die  allgetneine  lineare  Transformation 

^--c7+d^       ad-6c  +  0, 

setzt  sich  aus  einer  Farallelverschithung ,  einer  Transformation  durch 
reziproke  Radien,  einer  Spiegelung  in  einer  Geraden,  einer  Drehung^ 
einer  Ahnlichheitstramformaiion  und  einer  zweiten  Farallelverschiebung 
der  Z' Ebene  zusammen.  Im  besonderen  können  einige  dieser  erzeu- 
genden Transformationen  fefilen, 

16* 
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Da  eine  jede  dieser  Transformationen  entweder  selbst  eine 
Spiegelung  im  Sinne  des  Torhergehenden  Paragraphen  ist  oder  sich 
doch  aus  zwei  Spiegelungen  zusammensetzen  laßt^),  so  haben  wir 
femer  den 

3.  Satz.  Die  allgemeine  lineare  Transformation  läßt  sidi  stets 
afAS  einer  geraden  Anzahl  von  Spiegelungen  zusammensetzen.  Sie  ist 
deshalb  eine  Kreisvertcandtschaft  ohne  Umlegung  der  Winkel. 

Dieser  Satz  läßt  eine  Umkehrung  zu.  Sind  nämlich  allgemein 
zwei  Kugeln  ausnahmslos  ein-eindeutig  und  konform  aufeinander  be- 
zogen, so  sind  die  entsprechenden  Ebenen  linear  miteinander  ver- 
wandt; vgl.  Kap.  1,  §  10,  Ende. 

Wir  ftigen  noch  einen  Satz  hinzu,  dessen  Beweis  sich  aus  den 
Entwicklungen  von  §  10  sofort  ergibt. 

4.  Satz.  Durcii  die  ailgeineine  lineare  Transformation  werden 
zwei  in  Bezug  auf  einen  Kreis  (bzw,  eine  Gerade)  konjugierte  Punkte 
in  zwei  Punkte  übergefüfirt,  welche  in  Bezug  auf  den  transformierten 
Kreis  (bzw.  die  transformierte  Gerade)  ebenfalls  konjugiert  sind. 

Die  zu  (1)  inverse  Transformation  ist  folgende: 

z  = —  • 

cw  —  a 

Aufgabe.  Sind  zwei  lineare  Transformationen  je  mit  nicht 
verschwindender  Determinante  gegeben  imd  führt  man  die  beiden 
hintereinander  aus,  so  entsteht  eine  Transformation  der  Ebene,  die 
ebenfalls  eine  lineare  Transformation  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante ist. 


1<  Eine  Verdrehung  der  Ebene  um  den  Punkt  0  durch  einen  Winkel  <p 
kann  man  bekanntlich  aus  Spiegelungen  erzeugen.  Seien  nämlich  OÄ  und  OB 
zwei  von  O  ausgehende  Halbstrahlen,  wofür  <^Z  AOB  =  (p  ist.  Man  halbiere 
diesen  Winkel  mittels  des  Halbstrahlä  OC.  Spiegelt  man  jetzt  die  Ebene  ein- 
mal am  Vollstrahle  OC,  sodann  noch  am  Vollstrahle  OB^  so  kommt  besagte 
Rotation  gerade  zustande. 

Die  Parallelverschiebungen  subsumieren  sich  unt«r  die  Botationen  als 
Grenzfälle  dieser,  wobei  der  Punkt  0  ins  Unendliche  rückt.  Soll  also  eine 
derartige  Transformation  w  =  z  -\-  a  vorgenommen  werden ,  so  konstruiere  man 
vor  allem  den  Vektor  a  und  errichte  dann  im  Anfange  A^  im  Endpunkt  B  nnd 
im  Mittelpunkt  C  desselben  drei  Lote,  womit  die  Vollstrahlen  (A)^  (B)^  (C)  zu- 
Bammcnfallen  mögen.  Durch  eine  Spiegelung  an  (C),  worauf  dann  eine  Spiege- 
lung an  (B)  folgen  soll,  entsteht  nun  die  in  Aussiebt  genommene  Parallel- 
Verschiebung.  Endlich  erhält  man  eine  Ähnlichkeitstransformation  durch  suk- 
zessive Spiegelungen  an  zwei  geeigneten  konzentrischen  Kreisen. 


g  12.  Die  Funktion  to  =  *". 


Ütö 


Den  Satz  kann  man  kurz,  wenn  auch  weniger  vollBtändig,  in  der 
Form  auBsprecheii:  Das  Produkt  ewäer  linearen  Transformationen  ist 
wieder  eine  lineare  Transformation. .  HiemBcb  bilden  die  linearen 
Tninsfonnationen  mit  nicht  verscliwindender  Determinante  eine  Gruppe. 


§  12.  Die  Pnnktion  tr  —  «". 
Ist  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  die  Funktion  f(B)  —  b" 
in  der  ganzen  i^-Ebene  eindeutig  und  analytisch.  Da  die  Ableitung 
f(e)='me^~^  im  Punkte  ^  =  0,  sonst  aber  nirgends,  verschwindet, 
sofern  m  >  1  ist,  so  erweist  sich  damit  die  Abbildung  der  Umgebung 
eines  beliebigen  Punktes  z^+O  auf  die  w-Ehene  als  ein-eindeutig 
und  konform. 
Setzt  man 

5  —  r  (cos  9:  +  i  sin  <p), 
IC  =  R  (cos  0  -f-  i  sin  4>), 
so  führt  die  Gleichung 


1  den  Relationen 


(1) 


wo  /.-  =  0, 1,  ■  ■  ■  m  —  1  ist. 

Wir  wollen  hier  'P  zunächst  anf  das  Intervall 


beschränken  und  zugleich  Je  =  0  nehmen.     Dadurch  wird  gi   zn  einer 
eindeutigen  Funktion    von   0   in    diesem  Intervall.     Bei  dieser  Fest- 


setzting  wird  eine  beliebige  innerhalb  des  Winkels  0  ^gi  ^  x/m  ge- 
legene Figur  der  ^-Ebene  ein-eindentig  and  konform  auf  eine  Figur 
der  oberen  Hälfte  der  to-Ebene  abgebildet.     Insbesondere  heben   wir 
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zwei  Bereiche  hervor:  a)  der  Sektor  des  Einheitskreises  O^r^l, 
0  <  qp  ^  Tcjm  wird  auf  den  Halbkreis  0  <  i?  <  1,  0  '^^  <i7C  be- 
zogen; b)  dem  Winkel  0  <  ^  <  nim  entspricht  die  ganze  Halbebene 
0  ^  $  ^  jr.  (Wegen  des  Falles  m  -=  2  vgl.  man  §  8,  EndC;  sowie 
Kap.  2,  §  7,  Fig.  23.) 

In  der  Spitze  des  Winkels  {z  =  0)  hört  die  Abbildung  auf,  kon- 
form zu  sein.  Schneiden  sich  nämlich  zwei  Kurven  dort  unter  einem 
Winkel  ß,  so  schneiden  sich  die  Bildkurven  im  Punkte  w  ^0  unter 
einem  Winkel  mß. 

An  Stelle  des  Intervalls  0  ^  0  ^  ;r  kann  man  auch  jedes  andere 

Intervall 

0<  *^*i<2-^ 

setzen.  Das  entsprechende  Intervall  für  (p  wird  stets  ein  w-tel  so 
groß  sein:  0  ;^  ^  <  y^  =  O^jm.  Ein  Sektor  des  Einheitskreises  der 
jßT- Ebene  mit  der  Winkelöfinung  q>^  wird  somit  auf  einen  Sektor  des 
Einheitskreises  der  ««;- Ebene  mit  der  Winkelöffnung  ^i^mg?^  ab- 
gebildet. Diese  Abbildung  kann  man  sich  etwa  so  erzeugt  denken, 
daß  man  zunächst  den  ersten  Sektor  wie  einen  anfangs  nur  zum 
Teil  geöffneten  Fächer  weiter  aufschlagt.  Dem  entspricht  die  Trans- 
formation 

Die  solchergestalt  erhaltene  Abbildung  ist  indessen  noch  keine  kon- 
forme; sie  wird  erst  zu  einer  solchen,  wenn  man  die  Punkte  des  so 
transformierten  Sektors  längs  der  Radien  der  Spitze  zurücken  läßt 
und  zwar  so,  daß 

R  =  f"%         0  =  9P. 

Ahnliches  gilt  auch  für  den  außerhalb  des  Einheitskreises  ge- 
legenen Teil  des  Winkels:  l<r,  0<^<g?i,  nur  rücken  die  Punkte 
jetzt  bei  der  zweiten  Transformation  vom  Einheitskreise  weiter  fort. 
Besonders  einfach  läßt  sich  diese  Transformation  auf  der  Kugel  ver- 
folgen. Projiziert  man  stereographisch  so,  daß  der  Einheitskreis  in 
den  Äquator  übergeht,  so  wird,  der  ersten  Transformation  gemäß, 
ein  Kugelzweieck,  dessen  Ecken  in  den  beiden  Polen  liegen,  nach  der 
Art  eines  Lampions  aufgemacht,  während  die  Punkte  der  Kugelober- 
fläche, der  zweiten  Transformation  zufolge,  längs  der  Längenkreise 
vom  Äquator  fortrücken,  und  zwar  so,  daß  zwei  Punkte,  welche  ur- 
sprünglich Spiegelbilder  voneinander  in  der  Aquatorebene  waren,  es 
auch  fortwährend  bleiben. 
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Ist  m  keine  gauze^  sondern  eine  beliebige  reelle  gebrochene  oder 
irrationale  Zahl,  so  wird  die  Funktion  f(0)  =  ^er*"  durch  die  vier 
Spezies  nicht  mehr  definiert.  Man  kann  z"'  dann  immerhin  noch 
mittels  der  Gleichungen  (1)  erklären.  Die  Funktion  wird  zwar  nicht 
mehr  eindeutig  sein,  doch  sieht  man,  daß  sich  in  der  Umgebung 
eines  beliebigen  Punktes  ^  4=  0  solche  Werte  der  Funktion  zusammen- 
fassen lassen,  daß  eine  eindeutige  und  stetige  Funktion  zustande 
kommt.     Sei  )n  >  1 : 

m  =  — ,        0  <  a  <  ;r. 
Fügt  man  dann  zu  (1)  noch  die  Bedingung  hinzu,  daß 

sein  soll,  so  wird  im  Bereiche  0<r,  0<^^a  der  £r-Ebene  eine 
Funktion 

n 
eindeutig  definiert: 

welche  sich  in  jedem  innern  Punkte  des  Bereiches  analytisch  verhält, 
denn  die  Funktionen 

II  =>  r"*  cos  mq)y         v  =  r^  sin  mq> 

genügen  ja  den  Cauchy-Riemannschen  DiflFerentialgleichungen,  vgl. 
§  6,  3.  Aufgabe.  Diese  Funktion  bewerkstelligt  eine  ähnliche  Ab- 
bildung wie  die  vorhin  besprochene  Funktion  z"*,  wo  m  eine  ganze 
Zahl  ist.  Insbesondere  wird  ein  in  der  jßf- Ebene  befindlicher  Kreis- 
sektor mit  der  Winkelöf&iung  a  auf  einen  Halbkreis  der  ««;- Ebene 
konform  abgebildet. 

Schließlich  sei  noch  auf  die  Abbildung  verwiesen,  die  entsteht, 
wenn  man  0^  gleich  2x  annimmt: 

0<:(p<2a,         O<0^2;r. 

Dadurch  wird  das  Innere  des  Winkels  0  ^  9  <  2a  der  ;?- Ebene  auf 
die  längs  der  positiven  reellen  Achse  aufgeschnittene  ^r- Ebene  ein- 
eindeutig imd  konform  abgebildet.  Den  beiden  Schenkeln  des  Winkels 
entspricht  dagegen  in  der  w?- Ebene  die  doppelt  zu  zählende  positive 
reelle  Achse. 

Der  Fall,  wo  0  <  w  <  1  ist,  läßt  sich  in  ähnlicher  Weise  be- 
handeln.    Bei  geeigneter  Bestimmung  des  Funktionswertes  bestehen 
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dann  gleichzeitig  die  Gleichungen 


Auch  der  Fall  m<0  kann  auf  Grund  der  Gleichungen  (1)  direkt 
erledigt  werden;  oder  man  kann  vom  Falle  m  >  0  aus  durch  die 
Transformation  w  =  jT*  ^  dazu  gelangen. 

Zur  Veranschaulichung  des  Gesamtverlaufs  der  Funktion  bedient 
man  sich  einer  Riemannschen  Fläche,  vgl.  Kap.  8. 

Der  Fall,  daß  m  eine  komplexe  Zahl  ist,  läßt  sich  auf  Grund 
der  Entwicklungen  von  §  15  behandeln. 

Aufgabe.     Man  zeige,  daß 

dz 

ist.  Welchen  Wert  muß  man  hier  der  Funktion  x;^""*,  dem  einmal 
gewählten  Wert  der  Funktion  z^  entsprechend,  beilegen? 

§  13.    Die  Exponentialfunktion. 

Die  reelle  Funktion  a'j  wo  a  eine  reelle  positive  Zahl  ist  und  x 
alle  reellen  Werte  durchläuft,  genügt  der  Funktionalgleichung 

(1)  f{=c)ny)=nx-vy), 

wodurch  denn  auch  die  Haupteigenschaft  dieser  Funktion  zum  Aus- 
druck  kommt.*)     Mittels  der  Beziehung 

(2)  a^^fr'iog^« 

führt  man  die  allgemeine  Funktion  a'  auf  eine  spezielle  Funktion  }f 
zurück.  Der  für  die  Zwecke  der  Analysis  geeignetste  Wert  von  h 
ist  die  Zahl 

e  =  lim  (l+M"'  =  2,7 1828..., 


m  =  oo 


denn   die  Ableitung  und   die  Taylorsche  Reihenentwicklung  nehmen 
dann  eine  vereinfachte  Form  an: 

1)  Wegen  einer  elementaren  Behandlung  der  reellen  Exponentialfunktion, 
sowie  der  Potenzen,  sei  auf  Kapitel  12  verwiesen.  Vor  der  Hand  stellen  wir 
uns  auf  den  Standpunkt  der  niederen  Analjsis  und  setzen  die  nötigen  Existenz- 
theoreme und  Stetigkeitsbeweise  voraus. 
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Wir  suchen  jetzt  eine  Funktion  f{z)  des  komplexen  Arguments 
z  ^  X  '\-  yi  so  zu  definieren,  daß  dieselbe 

a)  für  reelle  Werte  von  z  mit  e^  zusammenfällt; 

b)  der  Funktionalgleichung  (1): 

(3)  /•K)/-W  =  /"('S'i+^,), 

wo  z^y  z^  beliebige  komplexe  Zahlen  sind,  Genüge  leistet; 

c)  für  alle  Werte  des  Arguments  eindeutig  und  analytisch  ist, 
während  endlich 

d)  lim  ^« --^(^)  -  1 

ist. 

Sollte  es  uns  gelingen,  eine  solche  Funktion  zu  finden,  so  müßte 

insbesondere: 

nx  +  yi)  =  f{x)fii,t)^e'f{yt) 

sein.  Es  handelt  sich  also  nur  um  eine  geeignete  Erklärung  der 
Funktion  für  rein  imaginäre  Werte  des  Arguments.  Nun  war  man 
schon  früh  auf  formalem  Wege  zur  Relation 

(4)  ef^*  =  cos  9  +  i  siny 

gelangt,  indem  man  in  der  Taylorschen  Reihe  für  e'  das  Argument 
einfach  gleich  (pi  setzte  und  darauf  im  Anschluß  an  die  Taylorschen 
Reihen  für  Sinus  und  Kosinus: 

sm9)-9)-^j+- , 

cos(3P  =  l-|j  +  ^j , 

reelles  und  rein  imaginäres  formal  trennte.  Dieser  Formel  (4)  wollen 
wir  uns  nun  geradezu  zur  ErMärung  der  Funktion  bedienen,  indem 
wir  sagen:  Für  rein  imaginäre  Werte  des  Arguments  soll  die  Funktion 
f{z)  durch  die  Gleichung  definiert  werden: 

f{yi)  =  cos  y  +  /  sin  y. 

Man  wird  also  dazu  geführt,  die  Funktion  f(z)  durch  die  Gleichung 

f{z)-=e'  (cos  y  +  i  sin  y) 
zu  definieren. 

Damit  ist  f{z)  wenigstens  für  alle  Werte  von  z  eindeutig  erklärt 
und  stetig.     Sehen  wir  jetzt  zu,  ob  die  Funktion  auch  den  weiteren 
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Forderungen  gerecht  wird.  Daß  sie  a)  genögt,  ist  sofort  klar. 
b)  genügt  sie  ebenfalls: 

Denn  es  ist 

e^  (cos  Vi  +  i  sin  yj  e'»(cos  y,  +  i  sin  y,) 

=  e'i+'«[cos  (y^  +  y,)  +  t  sin  (y^  +  y^)]. 

Was  nun  c)  anbetriflFk,  so  ist 

fijs)  =«  u  +  vi  =*  e*cosy  +  iVsiny. 

Hier  genügen  die  Funktionen  Uj  v  den  Cauchy-Riemannschen  Diffe- 
rentialgleichungeU;  und  zwar  ist 

de'  __  de^  _    . 
Daraus  erkennt  man  ferner^  daß 

5  =  0  ^ 

ist,  und  mithin  ist  auch  die  letzte  der  vier  Bedingungen  erfüllt. 
Die  hiermit  erweiterte  Funktion  e*  hat  die  Periode  27ti: 

Man  zeigt  leicht,  daß  sie  aber  keine  andere  Periode  als  nur  ganz- 
zahlige Vielfache  von  2yti  hat.  Sie  verschwindet  für  keinen  Wert 
•des  Arguments. 

§  14.    Die  trigonometrischen  Funktionen. 
Aus  der  Definitionsformel  (4),  §  13: 

e^*  =  cos  (p  -\-  i  sin  q), 

wo  q)  eine  reelle  Zahl  bedeutet,  ergibt  sich  eine  Darstellung  der 
Funktionen  sinrc,  cosa:  für  reelle  Werte  des  Arguments  mittels  der 
Exponentialfunktion : 


e^'— e-'* 


sm  rc  = 

2i 


je  t    I     „—  X  % 


cos  a;  = 


Die  rechter  Hand  stehenden  Funktionen  sind  aber  nach  §  13  für  alle 
Werte   des  Arguments   eindeutig  definiert  und   verhalten   sich  außer- 
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dem  nach  den  Sätzen  von  §§  4,  5  in  jedem  Punkte  der  ;?-Ebene  ana- 
lytisch. Durch  dieselben  kann  man  also  sinjer^  cos^er  für  komplexe 
Werte  des  Arguments  erklären: 

8in^=        2i    -' 

und  zwar  verhalten  sich  diese  Funktionen  iu  der  ganzen  Ebene  ana- 
lytisch. Sollen  sie  sich  nun  in  der  Tat  als  echte  Verallgemeinerungen 
der  reellen  Funktionen  sin^r,  cos:r  erweisen,  so  müssen  sie  vor  allem 
der  Funktionaleigenschafben  dieser  Funktionen  teilhaftig  werden,  d.  h. 
sie  müssen  den  Funktionalgleichungen 

sin  (z^  +  z^  =  sin z^  cos z^  +  cos z^  sin  z^, 
cos  {z^  +  ^2)  =  cos  z^  cos  z^  —  sin  z^  sin  z^ 

Genüge  leisten.  Daß  dies  auch  wirklich  der  Fall  ist,  rechnet  man 
leicht  nach. 

Aufgabe  1.     Man  beweise  die  Formeln: 

dsinz  dcoBZ 

-,      =«  cos^r,      — ,-     =  —  sm^", 

dz  '         dz  ' 

sin- z  +  cos^ z  ^  If 
sin  (^  +  "ö")  =  cos  z, 
sin  {z  -{-  Jt)  =  —  sin  z, 
sm(z  +  2ar)  =  sin;2'. 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  daß  die  Funktionen  sin^er,  cos;?  keine 
anderen  Nullstellen  und  auch  keine  anderen  Perioden  als  nur  die- 
jenigen der  reellen  Funktionen  sina?,  cosa;  haben. 

Aufgabe  3.     Man  bestimme  alle  Wurzeln  der  Gleichungen 

a)     sin^==2,         b)     cos;^  =  — 5i. 

Die  Funldionen  tan-sr,  cot^sr,  usw.  Die  übrigen  trigonometrischen 
Funktionen  werden  durch  den  Sinus  und  Kosinus  erklärt: 

.  sin  r  ,  cos  z 

tan  2  =         ,         cot  z  ==  - — ,     usw. 

tos  z^  sm  z  ' 

Sie  verhalten  sich  in  jedem  Punkte  der  Ebene  analytisch,  in  dem  sie 
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definiert  sind,   also  überall  mit  Ausnahme  der  Punkte  ;er  =-  -  -  ±  kx 

bzw.  ^  =»  i:  Ä:;r,  (i  =  0, 1,  2,  •  •  •)  |jsw.,  und  genügen  im  übrigen  den- 
selben Funktionalgleichungen  wie  die  entsprechenden  reellen  Funk- 
tionen; insbesondere  lassen  sie  dieselben  Perioden  wie  diese  zu. 


§  15.   Der  Logarithmus  und  die  inversen  trigonometrisohen 

Funktionen;  die  allgemeine  Potenz. 

Die  der  Exponentialfunktion  entsprechende  Umkehrfunktion  wird 
durch  die  Oleichune 

(1) 


>w 


bestimmt,  wobei  z  ^  x  +  yi  eine  vor  der  Hand  beliebig  gegebene 
Zahl  und  ti?  =  u  +  vi  aus  (1)  zu  berechnen  ist.  Mit  der  Glei- 
chung (1)  sind  die  beiden  anderen  äquivalent: 

e**  cost?  =  r  cos g?,         c"  sin  t?  =  r  sin  9, 

wo  jßf  =■  r  (cos  (f  +  i  sin  tp)  gesetzt  ist.  Durch  Auflösung  letzterer 
Gleichungen  nach  (u,  v)  erhält  man: 


(2) 


u  «=  logr  =»  log  1^1, 
t;  :=»    9)    =:  arcisr. 


Ist  xr  r=  Oy  so  läßt  (1)  keine  Lösung  zu.  Für  jeden  anderen 
Wert  von  z  liefern  aber  die  Gleichungen  (2)  unendlich  viele  Werte- 
paare (w,  v).  Die  entsprechenden  Werte  von  w  werden  als  log  z  be- 
zeichnet: 

w^Xogz 

=  logr  +  q)i  =  logi^i  -[-  i  arc;8?. 

Die  Werte  von  log  z  unterscheiden  sich  um  Vielfache  von  2xi 
voneinander.  In  der  Umgebung  eines  beliebigen  Punktes  z^^O 
lassen  sie  sich  so  zusammenfassen^  daß  die  ein  und  demselben  Systeme 
zugehörigen  Werte  eine  eindeutige  Funktion  bilden,  welche  sich  in 
jedem  Punkte  der  betreffenden  Umgebung  analytisch  verhält;  denn 
sie  fällt  ja  mit  der  zur  Funktion /'(«t')  =  e"'  gehörigen  Umkehrfunk- 
tion zusammen^  vgl.  §  7.  Man  kann  aber  auch  direkt  zeigen,  daß 
die  Cauchy-Riemannschen  Differentialgleichungen  erfüllt  werden,  vgl. 
§  6,  3.  Aufgabe.  —  Der  positiven  reellen  Zahl  x  kommen  hiernach 
außer  dem  reellen  log  x  noch  die  komplexen  Werte  log  x  +  2k:ti, 
Ä  =  ±  1,  ±  2,  . .  .,  zu,  während  der  Logarithmus  der  negativen  Zahl 
—  X  die  Werte  log  x  +  (2Ä:  +  l);ri  erhält. 
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Die  Funktion  log  z  genügt  bei  geeigneter  Bestimmung  der  darin 
auftretenden  Logarithmen  der  Funktionalgleichung 

(4)  log  z^  +  log  z^  =  log  {z^z^ , 

wobei  z^^  z^  zwei  beliebige  von  0  yerschiedene  Zahlen  sind.  Hier 
darf  man  irgend  zwei  Termen  je  eine  beliebige  Bestimmung  beilegen, 
alsdann  gibt  es  stets  eine  Bestimmung  des  dritten  Terms,  welche  die 
Gleichimg  befriedigt.  Es  besteht  außerdem  die  Formel  (vgl.  §  6,  Auf- 
gabe 3) 

d  log  z 1 

dz     ~^  z  ' 

Unter  dem  Hauptwert  von  log  z  versteht  man  gewöhnlich  die- 
jenige Bestimmung,  wofür  —  a:  <  arc  z  ^x  genommen  ist.  Dabei 
kann  jedoch  das  Gleichheitszeichen  gerade  so  gut  links  statt  rechts 
stehen.  Auch  ist  es  zuweilen  bequem,  den  Hauptwert  so  festzulegen, 
daß  0  ^  arc  jer  <  2;c  ist.  Wir  werden  indessen  an  der  ersten  Definition 
festhalten,  sofern  das  Gegenteil  nicht  ausdrücklich  erwähnt  wird. 

Konforme  Abbildung.  Untersuchen  wir  jetzt  die  durch  die  Funk- 
tion w  =  log  z  definierte  konforme  Abbildung.  Man  nehme  als  Be- 
reich T  die  ganze  Zahlenebene  mit  Ausnahme  der  positiven  reellen 
Achse  inklusive  des  Punktes  ;?  =  0  und  ordne  einem  veränderlichen 
Punkte  z  von  T  diejenige  Bestimmung  von  9  zu,  welche  zwischen  0 
und  2%  liegt.  Durch  die  Gleichungen  (2)  wird  dann  eine  in  T  ana- 
lytische Funktion 

w  ==  logr  +  q)i 

definiert.     Die  Schar  von  Kreisen 

r  =  Q,         0<9?<2;c. 

wo  Q  einen  Parameter  bedeutet,  geht  dabei  in  die  Strecken 

XI  =-  log  Qy         v  =  9? 

über,  während  der  orthogonalen  Schar  von  Geraden 

0  <  r  <  cx),         (f  =  0, 

wo  0  jetzt  der  Parameter  ist,  die  der  «-Achse  parallelen  Geraden 

u  =  logr,         V  =  0 

entsprechen.    Dadurch  wird  der  Bereich  T  ein-eindeutig  und  konform 
auf  einen  Streifen  der  (/(,  t')- Ebene  abgebildet,  während  der  doppelt 
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zu  zählende  Rand  von  T  in  die  beiden  Begrenzungsgeraden  dieses 
Streifens,  v  ^  0,  v  ^  2a  Übergeföhrt  wird. 

Hätte  man  dem  Teränderliclien  Punkt  z  diejenige  Bestimmung 
von  q)  zugeordnet,  welche  zwischen  2ia  und  {2k  +  2)«  liegt,  wo  k 
eine  beliebige,  aber  fest«  ganze  Zahl  iet,  so  wäre  man  zu  einem  kon- 
gruenten TOn  den  Geraden  v  =  2kx,  v  =  (2t  +  2)z  begrenzten  Streifen 
der  «-Ebene  als  Abbildung  geführt  worden. 

Auf  diese  Weise  wird  der  ganze  Vorrat  von  Werten,  welche  die 
auf  Grund  der  Gleichungen  (2)  definierte  Funktion  iv  in  T  annimmt 


gerade  erschöpft,  indem  dieselbeu  zu  in  T  eindeutigen  Funktionen 
zusammengefaßt  werden,  wovon  eme  jede  sich  in  jedem  Punkte  von  T 
analytisch  verhalt  Dabei  hat  die  positive  reeUe  Achse  der  z  Ebene 
bisher  eine  Sonderrolle  gespielt  Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  daß 
auch  für  diese  Punkte  und  deren  Umgebungen  dasselbe  Resultat  er- 
reicht werden  kann,  indem  man  als  Begrenzung  von  T  statt  der  posi- 
tiven reellen  Achse  eine  beliebige  andere  diese  und  sich  selbst  nicht 
überschneidende  von  z  ■=  0  ausgehende  und  ms  Unendhche  laufende 
Kurve,  etwa  die  negative  reelle  Achse,  nimmt  Durch  die  Riemannsche 
Fläche  erhalt  man  aber  erst  eine  einheitliche  Darstellung  für  den 
GesamtverHuf  der  Funktion  ') 

1)  Man  lerRleiche  Kap  «  §  J  Der  Leaer  nircl  gut  tun  diesen  Paragraphen 
jetzt  schon  zu  leeeii  —  Im  Qbngen  stellt  Fig  62  die  dem  Hauptwert  des  Loga- 
ritLmos  entajrechende  konforme  Abbildung  vor 
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Die  beiden  geoffraphisclien  Karten  von  §  9.  Durch  die  Funktion 
fO<=^logz  wird  man  nach  dem  Vorhergehenden  zu  einer  konformen 
Abbildung  der  längs  eines  Halbstrahls  aufgeschnittenen  Ebene  auf 
einen  Streifen  geführt.  Implizite  ist  uns  eine  solche  Abbildung  schon 
einmal  begegnet,  denn  durch  die  stereographische  Projektion  der  Ebene 
auf  die  Kugel,  wobei  der  Südpol  dem  Anfang  jenes  Halbstrahls  ent- 
sprechen soll, '  wird  der  Bereich  T  auf  die  längs  eines  Längenhalb- 
kreises aufgeschnittene  Kugelfläche  K  konform  bezogen,  während  K 
andererseits  mittels  der  Mercatorschen  Projektion  wieder  auf  einen 
Streifen  2J  abgebildet  wurde.  Da  nun  T  und  2J  beide  auf  K  konform 
bezogen  sind,  so  kommt  dadurch  eben  eine  konforme  Abbildung  von 
T  und  Z*  aufeinander  zu  Stande.  Diese  Abbildung  stimmt  in  der 
Tat  mit  der  durch  den  Logarithmus  definierten  überein,  wie  der  Leser 
leicht  nachrechnen  kann.^) 

Aufgabe  1.  Man  zeige,  daß  die  der  Sinusfunktion  entsprechende 
Umkehrfunktion  durch  die  Formel  gegeben  wird: 

arc  sin  z  =  i  log  (>'  1  —  z^  —  iz) , 

wobei  die  Quadratwurzel  beide  Bestimmungen  zuläßt;  femer,  daß  sich 
die  verschiedenen  Bestimmungen  dieser  Funktion  in  der  Umgebung 
eines  beliebigen  Punktes  Zq=¥  ~jr^  zu  solchen  eindeutigen  Funktionen 
zusammenfassen  lassen,  welche  sich  in  jedem  Punkte  der  betr.  Um- 
gebung analytisch  verhalten. 

Aufgabe  2.  Man  bestätige  durch  direktes  Ausrechnen,  daß  die 
vorstehende  Formel  für  reelle  zwischen  —  1  und  +  1  gelegene  Werte 
von  z  bei  geeigneter  Wahl  der  Funktionswerte  zur  reellen  Funktion 
arc  sin  x  führt. 

Aufgabe  3.     Man  leite  die  Formel  ab: 

d  arc  sin  z  1 


dz 


yi  — Ä« 


Aufgabe  4.     Man   führe   dasselbe  für    die  der  Tangensfunktion 
entsprechende  Umkehrfunktion  durch.     Die  Formeln  lauten  hier: 


1)  Da  bei  der  stereographischen  Projektion  der  Durchmesser^  bei  der  Mer- 
catorschen der  Radius  der  Kugel  als  geometrische  Einheit  genommen  winde,  so 
darf  man  bei  den  analytischen  Ausführungen  auch  nicht  unterlassen,  diesem 
Umstände  Rechnung  zu  tragen. 
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.  f   ,       1  —  ie        i   t      %  +  z 

arc  tan  jer  =»  —  lotr  ^  ,  —  ==  -«-  log  -- — , 

d  arc  tan  e 1 

dz        T+P' 

und  die  Ausnahme  werte  von  z  sind  die  Werte  j?  —  ±  f . 

Daß  die  so  erhaltenen  Funktionen  denselben  Funktionalgleichungen 
genügen,  wie  die  entsprechenden  reellen  Funktionen,  könnte  man  auf 
rechnerischem  Wege  direkt  bestätigen.  Wir  werden  aber  später 
(Eikp.  9)  ein  allgemeines  Verfahren  —  das  sogenannte  Prinzip  der 
analytischen  Fortsetzung  —  kennen  lernen,  welches  uns  dieser  Mühe 
überhebt.  Auf  Grund  jenes  Prinzips  lassen  sich  auch  die  übrigen 
inyersen  trigonometrischen  Funktionen  mittels  der  bekannten  Formeln 
für  die  entsprechenden  reellen  Funktionen^)  sofort  hinschreiben.  So 
ist  z.  B. 

arc  cos  ^  =  -^ —  arc  sin s:  =  arc  sin  VT^  £r^  =  arc  tan  ^    "~ —  =  usw. , 

2  ^  z  ' 

woraus  sich  insbesondere  ergibt,  daß 

arc  cos z  =  i  log (jg  -^  i  Yi  —  a*) . 

Aufgabe  5.  Liegt  z  im  Kreise  j^sr  — lj<£<l,  und  versteht 
man  unter  log  z  den  Hauptwert  der  Funktion,  so  findet  folgende  Ab- 
schätzung statt: 

log  z  <,  +  arc  sin  s . 

Die  allgemeine  Potenz. 
Zur  Definition  der  allgemeinen  Potenz, 

wo  Ä^O  und  B  zwei   beliebige   reelle   oder  komplexe  Zahlen  sind, 
knüpft  man  an  die  für  reelle  Zahlen  a,  b  geltende  Beziehung: 

an  und  setzt  sonach  fest: 

« 

1)  Eine  große  Anzahl  dieser  Formeln  findet  sich  in  der  Pe irceschen 
Formelsammlung:  B.  0.  Peirce,  Ä  Short  Table  of  Integrals,  umgearbeitet«  und 
vermehrte  Auflage,  Ginn  &  Co.,  Boston,  ü.  S.  A.,  1899,  p.  79. 
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wobei  e-  die  in  §  13  erklärte  Bedeutung  hat.  Da  log  A  vieldeutig 
ist,  so  ist  A^  im  allgemeinen  unendlich  vielwertig.^) 

Die   solchergestalt  definierte  Verknüpfung  genügt  denselben  Ge- 
setzen wie  die  reelle  Potenz,  nämlich: 

A^A^  =  A^^^y 
{A^f  =  ^^^, 
A^B<^  =  {ABy, 
log -4^  =  5  log -4, 

sofern  man  nur  passende  Bestimmungen  der  hierbei  auftretenden 
Zahlen  zusammenfügt.  So  sind  z.  B.  in  der  dritten  Relation  irgend 
zwei  der  Zahlen  A^,  B^,  (ABy  jeder  beliebigen  Bestimmung  fähig, 
dann  bleibt  aber  nur  eine  zulässige  Bestimmung  für  die  dritte  Zahl 
übrig.  Dagegen  gestattet  in  der  ersten  Relation  im  allgemeinen  nur 
eine  Zahl  eine  beliebige  Bestimmung. 

Sehen  wir  jetzt  A  als  fest,  jff  =  £?  als  veränderlich  an,  so  werden 
den  Punkten  der  ;8:- Ebene  durch  die  Funktion 


im  allgemeinen  unendlich  viele  Werte  zugeordnet.  Indem  wir  mit  c 
einen  besonderen  Wert  von  log  A  bezeichnen,  lassen  sich  diese  Werte 
zu  einer  Reihe  eindeutiger  Funktionen: 


|C- 


^{c  +  iTt{)z  ^{c-2ni)z  g(c  +  4/r0« 


zusammenfassen,  wobei  allerdings  die  den  reellen  rationalen  Werten 
von  s  zugehörigen  Werte  mehrfach  auftreten.  Dementsprechend  faßt 
man  A^  nicht  als  eine  mehrdeutige  Funktion,  sondern  vielmehr  als 
einen  Komplex  eindeutiger  Funktionen  auf,  was  im  Kapitel  über  ana- 
lytische Fortsetzung  noch  des  näheren  begründet  wird.  Im  übrigen 
greift  man  häufig  eine  dieser  Bestimmungen  heraus  und  versteht  dann 
unter  A'  schlechtweg  diese  Funktion  allein. 


1)  Hierdurch  entsteht  allerdings  ein  Konflikt  für  den  besonderen  Fall  Ä  =  e 
zwischen  der  gegenwärtigen  Definition  und  derjenigen  von  §  18.  Dies  entscheidet 
sich  nun  so :  Soll  e^  als  der  Wert  der  in  jenem  Paragraphen  erklärten  Funktion 
für  den  besonderen  Wert  e  =  B  des  Arguments  gelten,  so  ist  diese  Zahl  nach 
der  Definition  von  §  13  eindeutig  bestimmt.  Soll  dagegen  e^  im  Anschluß  an 
die  hier  erklärte  allgemeine  Potenz  ausgelegt  werden,  so  muß  man  außerdem 
noch  die  anderen  Werte  berücksichtigen.  Im  übrigen  wird  man  stets  die  erste 
Deutung  vorziehen,  wofern  das  Gegenteil  nicht  ausdrücklich  erwähnt,  oder  es 
sonst  nicht  aus  dem  Zusammenhange  klar  wird,  daß  die  allgemeine  Potenz  ge- 
meint ist.  So  hat  man  beispielsweise  in  den  weiteren  Formeln  dieses  Para- 
graphen  unter  e^-,  ^(^  +  2^0«^  usw.  die  Funktion  von  §  13  zu  verstehen. 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  3.  Aufl.  17 
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Es  ist 

dz 


^"^^  =^Mog^, 


wobei  rechter  Hand  dieselbe  Bestimmung  von  log  A  wie  linker  Hand 
gemeint  ist. 

Sieht  man  dagegen  B=  m  als  fest,  A^  z  b\&  venLnderlich  an, 
so  haben  wir  die  dadurch  entstehende  Funktion  für  reelle  Werte  von 
m  bereits  in  §  12  betrachtet.  Man  hat  nun  allgemein  die  Definitions- 
formel: 

Es  gilt  auch  für  komplexe  Werte  von  m  unter  gehöriger  Festlegung 
der  Funktion  rechter  Hand  die  DifTerentiationsformel: 

dz 

Aufgabe.  Indem  man  die  hyperbolischen  Funktionen  durch  die 
gebräuchlichen  Definitionen: 

sh;2f  =  -   -jr—    ,  ch;er  =  — ~   -  ,  th;8f  =  -,  -  ,     USW. 

2        '  2        '  eh  5 ' 

einführt,   untersuche   man   diese   Funktionen,    sowie   die  zugehörigen 
Umkehrfunktionen  auf  ihr  Verhalten  im  komplexen  Gebiete  hin. 


§  16.    Die  lineare  Transformation  in  kinematischer 

Behandlungsweise. 

Wir   haben   bereits   früher  (§  11)    gesehen,   daß    die   allgemeine 
lineare  Transformation 

cz  -\-d^  •      ^ 

aus  gewissen  erzeugenden  Transformationen  zusammengesetzt  werden 
kann,  und  zwar  waren  es  die  vier  folgenden: 


D 

w  —  z  -^  ay 

11) 

W     =     Äz   y 

A  reell  und  positiv; 

ni) 

w  =  c«'>. 

tt   reell; 

IV) 

W  —  IjZ. 

Jetzt  soll  gezeigt  werden,  wie  die  Transformation  aus  einem  Guß 
entstehen   kann.     Wir   wollen   uns   dieselbe   als   eine   Transformation 
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der  xr- Ebene  in  sich  deuten  und  vor  allen  Dingen  fragen,  welche 
Punkte  der  Ebene  dabei  ungeändert  bleiben.    Dazu  ist  notwendig,  daß 

ag-{-b 

daß  also  3  der  Gleichung 

(1)  cz^  +  id-a^z-b^O 
genüge. 

Der  Fall  c  =  0.     Nehmen  wir  den  Fall  c  =  0  vorweg.     Hier  ist 

wegen  ad  —  bc  =\=  0 

a  +  0,         d  +  0, 

und  man  kann  darum  unbeschadet  der  Allgemeinheit  d  =^  1  setzen. 
Dieser  PaU  gliedert  sich  weiter  in  zwei  Unterfälle: 

1)  a-^d^l. 

Die  Gleichung  (1)  hat  hier  gar  keine  Lösung,  wofern  man  nur  von 
der  identischen  Transformation  w  =  z  absieht.  Dabei  reduziert  sich 
die  lineare  Transformation  auf  die  Form  I): 

und  stellt  somit  eine  Parallelverschiebung  der  Ebene  vor.  Es  bleibt 
in  der  Tat  kein  eigentlicher  Punkt  der  Ebene  fest,  nur  der  uneigent- 
liche Punkt  der  erweiterten  Ebene,  z  ^  00,  (vgl.  Kap.  7,  §  9)  geht  in 

sich  über. 

2)  a  +  d=^l. 

Hier  hat  die  Gleichung  (1)  eine  Wurzel 

^       l  —  a 
Demnach  läßt  sich  die  lineare  Transformation  in  der  Form  schreiben: 

(2)  M;-g-a(ir-S), 
welche  dann  durch  eine  Koordinatentransformation: 

w'=iv  —  ^,        z'^z  —  ^, 

in  folgende  übergeht: 

(3)  w'=az'. 

Ist  a  reell  und  positiv,  a  ^  Äy  so  hat  man  Fall  U): 

IV  =»  Az , 

17* 
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und  die  Ebene  erfährt  also  eine  Ahnlichkeitstransformation  mit  dem 
Fixpunkte  ^  =  5- 

Ist  a  dagegen  eine  komplexe  Zahl  vom  absoluten  Betrage  1: 
a  =  e«*,  so  liegt  Fall  HI)  Tor: 

■ 

und  die  Ebene  wird  mithin  um  den  Punkt  j?  =  f  durch  den  Winkel  a 

gedreht. 

um  die  Transformationen  I)  und  UI)  darzustellen^  boten  die  ge- 

nannten  starren  Bewegungen  der  Ebene  ein  besonders  einfaches  Mittel, 

während  die  Transformation  11)  durch  eine  gleichmäßige  Dehnung  der 

Ebene,  wie  eine  elastische  Membran  aufgefaßt,  yeranschaulicht  wird. 

Die  Dehnung  ist  eine  nicht-starre  Bewegung,  und  an  diesen  Begriff 

schließt   sich   derjenige    einer   stetigen   FlQssigkeitsbewegung   an.     In 

der  Tat  kann  man  sich  die  Transformation  U)  als  durch  eine  Strömung 

der  Punkte   der  Ebene   längs   der   durch  den  Punkt  z  =^i  gehenden 

Strahlen  hin  erzeugt  denken.     Es   entsteht   also   eine  kontinuierliche 

Transformation,  welche   außerdem,  wie  wir  verlangen  wollen,  stets 

konform  sein  soll.     Hiernach  findet  sie  ihren  analytischen  Ausdruck 

in  der  Formel: 

Z'  =  f{()z', 

WO  der  reelle  Parameter  t  die  Strecke  0  <  ^  <  1  stetig  durchläuft 
und  die  reelle  monotone  Funktion  f{t)  vom  Werte  f{0)  =»  1  in  den 
Wert  /"(!)  =»  A  stetig  übergeht.^)     Fassen  wir  t  insbesondere  als  die 

1)  Eb  kann  uns  hier  genügen,  daß  die  Formel  wirklich  allen  Anforderungen 
des  Textes  entspricht.  Will  man  noch  darüber  hinaus  die  Frage  stellen,  ob  die 
Formel  durch  jene  Anforderungen  eindeutig  bestimmt  ist,  so  hat  man  sich  eine 
nette  kleine  Aufgabe  formuliert,  deren  Lösung  sich  aus  den  Entwicklungen  des 
Kapitels  über  das  logarithmische  Potential  leicht  ergibt. 

Im  übrigen  darf  man  die  im  gegenwärtigen  Kapitel  verwendeten  Strömungen 
mit  den  späterhin  zu  besprechenden  Strömungen  der  Wärme  und  der  inkom- 

pressibelen  Flüssigkeiten  nicht 
verwechseln.  Bei  den  ersteren 
bleiben  die  Winkel  erhalten, 
m.  a.  W.  sie  stellen  stets  eine 
Fig.  68.  konforme  Abbildung  vor.    Letz- 

tere lassen  dagegen  den  Flächen- 
inhalt der  Figuren  ungeändert,  verzerren  aber  die  Figuren  im  allgemeinen 
selbst  in  ihren  ,,klein8ten  Teilen**.  So  wird  beispielsweise  im  vorliegenden  Falle 
durch  die  Transformation 

das  Viereck  (1)  für  den  besonderen  Wert  t  =  \  in  das  Viereck  (2)  verwandelt. 
Faßt   man  jedoch   die   Strömung   einer   inkompressibelen   Flüssigkeit   mit   den 


»a  :t  a 
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Zeit  auf  und  richten  wir  unser  Augenmerk  auf  einen  beliebigen  festen 
Punkt  Zq  der  Ebene,  so  passieren  die  beweglichen  Punkte  denselben 
mit  einer  Geschwindigkeit,  die  leicht  zu  berechnen  ist.  Sei  näm- 
lich Iq  derjenige  Punkt,  welcher  im  Augenblick  ^  =  r  den  Punkt  z^ 
passiert: 

Dann  hat  man  allgemein  für  die  Bewegung  dieses  Punktes: 

;?'  =  /-(0lo,      0<<<i. 

Daraus  folgt,  daß  seine  Yektorgeschwindigkeit  durch  die  Formel: 
gegeben  wird.     Mithin  ist 


dZ' 
dt 


,^,-rwso-  /-(r)  V- 


Am  einfachsten  ist  es  nun,  wenn  wir  verlangen,  daß  sich  diese  Ge- 
schwindigkeit im  Punkte  z^  mit  der  Zeit  nicht  ändere.  Dazu  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  f\t)/f(t)  von  t  nicht  abhänge,  woraus 
denn  folgt,  daß 

m = Ä' 

ist.     Man  gelangt  somit  zum  folgenden  Resultate. 

Die  die  Traiisformation  II)  veranschaulichende  Bewegung  der  Ebene 
findet  in  der  kontinuierlichen  Transformation 

ihren  analytischen  Ausdruck, 

Jetzt  sieht  man,  wie  man  die  aUgemeine  Transformation  (3) 
durch  eine  einfache  kontinuierliche  Transformation  erzeugen  kann. 
Setzt  man  a  =  Ae^',  so  definiert  die  Formel 

gleichen  Bahnkurven  0  =  con8t.  und  dem  Geschwindigkeitspotential  u=^c\ogr-\-k 
ins  Ange,  so  verbreitet  sich  derjenige  Teil  der  Flüssigkeit,  welcher  ursprünglich 
das  Viereck  (1)  bedeckte,  späterhin  nicht  über  das  Viereck  (2),  sondern  nur  über 
das  Viereck  (3).  Während  die  Geschwindigkeit  in  einem  bestimmten  Punkte  bei 
der  einen  Strömung  proportional  der  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Punkte 
z  =  0  ist,  verhält  sie  sich  bei  der  anderen  Strömung  umgekehrt  proportional 
dieser  Entfernung.  (Es  ist  Zufall,  daß  in  diesem  Beispiele,  bei  der  zweiten 
Strömung,  diejenigen  Punkte  der  Ebene,  welche  zu  einer  bestimmten  Zeit  auf 
einer  Niveaukurve  u  =  const.  liegen,  auch  hinfort  auf  einer  derartigen  Kurve 
verharren.    Im  allgemeinen  trifft  dies  nicht  zu.) 
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eine  Tiansformation   der  TerUngten  Art     Die  BshnkarTen   besteben 
aas  logarithmüclien  Spinlm: 

e  —  le'f, 

wo   Z'=-Qe'''   gesetzt  ist  nnd  l,  fi   zwei     reelle   positire  Parameter 

^  . .  bedeuten;  die  Gescbwindig- 

.,<  .'  ■,  keit,    mit    welcher   die  be- 

■N<,   -      :,-  ----:-  weglichen  Ponkte  einen  fes- 

'-  -./      ,''  ten  Punkt  passieren,  ändert 

flieh  nicht  mit  der  Zeit.  Die 

,  Schar  konz^itrischer  Kreise 

'  "  2'  =  const  und  das  Strah- 

lenbQscbel  mit  seinem  Mi ttel- 

''  punkte    im    Punkte    z  — g 

y'  werden  bezw.  in  sieb  flber- 

,  7       ■  gefabrt.      Die   Trausforma- 

■,    '  -  ' "        /  ,-■*/  tionen  \i),  HI)  beißen  nach 

'    • -^       _/  Klein    Ajrper&oIücA    bezw, 

■  •  -  -  /    .-  elliptisdi,     die     allgemeine 

"'  Transformation  (3)  loxodro- 

misch.     Sie  lassen  alle  den 

einen  eigentlichen  Punkt  e  '^  ^  und  den  nneigentlichen  Punkt  5  =  oo 

ungeänderi    Im  Obrigen  heiSt  die  Transformation  I)  parabolisch.    Sie 

läSt  nur  den  Punkt  e  =  00  ung^ndert. 


§  17.    Fortsetzong;  der  allgemeine  Fall. 
Geben  wir  jetzt  zum  Falle  c  +  0  über  und  setzen  wir  zuiwchst 
voraus,   daß   die   Diskriminante   der  Gleichung  (1),  §  16,  nicht  ver- 
Bcb  winde: 

(d  — fl/  +  4i>c  +  0. 

Dann  hat  (Ij,  §  1(5,  zwei  voneinander  verschiedene  Wurzeln  ^i,  ^,  nnd 
man  erkennt  leicht,  daß  diese  Punkte  der  2-Ebene  auch  wirklich  bezw. 
in  sich  selbst  übergeführt  werden.  Wir  beweisen  nun  vor  allem  den  Satz: 
Die  lineare  'i'rmisfurmation  läßt  sich,  im  Falle 

(d--al*  +  4i.c  +  0,  c  +  0, 

ist,  in  der  Form  schreiben: 
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In  der  Tat  führe  man  Z  mittels  der  Transformationen 

z  —  l^^  cz  +  d^  w— f, 

in  W  über.  Nach  dem  Satze  von  §  11,  Aufgabe ,  wird  W  dann  eine 
lineare  Funktion  von  Z: 

Die  Koeffizienten  kann  man  hier  direkt  bestimmen^  indem  man  zu- 
nächst Z  unendlich  werden  läßt.  Dann  nähert  sich  z  dem  Punkte  f^, 
dasselbe  gilt  auch  von  w,  und  darum  wird  W  unendlich.    Das  gibt 

S  =  0,         St  +  0,         S)  +  0, 

also,  indem  wir  noch  S)  =  1  setzen: 

Des  weiteren  entspricht  dem  Werte  Z  —  0  der  Wert  W=^  0,  wie  man 
in  ähnlicher  Weise  zeigt,  folglich  ist 

95  =  0,  W^  %Z. 

Ersetzt  man  hier  W  und  Z  durch  ihre  Werte  in  w,  jgr,  und  schreibt 
man  endlich  %^  Ae^\  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

Um   %  in   den  ursprünglichen  Koeffizienten   auszuwerten,   lasse 
man  z  in  den  beiden  Formen  der  linearen  Transformation: 

unendlich  werden.    So  kommt 

a  —  cf. 
Femer  hat  man 

«  _  d  +  |/(a  4-  (i)«  —  4  {ad  — Tc) 
bi  ==  2c"  "     ' 

• 

Wie  vorhin   unter  2)  im  Falle  c  =  0,  so  untersuchen  wir  auch 
hier  zuvörderst  zwei  spezielle  Transformationen: 

Li)  die  hyperbolische  Transformation 

"'~>^  =  ^^"-tS  ^>0: 

if'  —  ii         z  —  ^t 
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ß)  die  elliptische  Transformation 

10  — i;^  z  —  ti 

Dabei  spielen  zwei  Ereisscharen  eine  wichtige  Rolle^  und  zwar  sind  es 

i)  die  Schar  der  durch  i^,  ^  gehenden  Kreise; 

ii)  die  Schar   der  Kreise,  in  Bezug   auf  deren  jeden  g^,  ^  kon- 
jugierte Punkte  sind. 

Einige  Eigenschaften  dieser  Kreise  sind  uns  schon  von  der  Ele- 
mentargeometrie  her  wohl  bekannt.     Sei  P  ein   beliebiger  Punkt  der 

Ebene,  und  man  lege  erstens  einen  Kreis  der 
Schar  i)  durch  P.  Verbindet  man  P  dann  mit 
tu  ^29  ^^  bleibt  der  durch  die  beiden  Verbin- 
dungsgeraden gebildete  Winkel  erhalten,  wenn  P 
längs  dieses  Kreises  fortrückt.  —  Zweitens  lege 
man  durch  P  einen  Kreis  der  Schar  ii).  Der 
Mittelpunkt  0  desselben  liegt  auf  der  durch  ^j 
und  £2  bestimmten  Geraden  und  wird  dadurch 
erhalten,  daB  man  die  Tangente  des  ersten 
Kreises  im  Punkte  P  konstruiert  und  diese 
Fig.  66.  dann  mit  der  genannten  Geraden  zum  Schnitte 

bringt.    In  der  Tat  erweisen  sich  die  Dreiecke 
O^^P  und  OP^^  als  ähnlich,  so  daß  also 

wird.  Es  gibt  aber  auch  keinen  weiteren  Kreis  der  Schar  ii),  welcher 
durch  P  geht.  Da  nämlich  ein  solcher  seinen  Mittelpunkt  (/  auf  jener 
Geraden  haben  und  außerdem 

liefern  müßte,  so  würden  die  Dreiecke  O'^^P  und  O'Pt^  ähnlich  aus- 
fallen, woraus  man  schließt: 

<^  (ypt,  =  ^  o't,p  =  ^  optr. 

Im  übrigen  bleibt  das  Verhältnis 

ungeändert,  wenn  der  Punkt  P  den  zweiten  Kreis  durchläuft. 
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Liegt  P  insbesondere  auf  der  durch  ^^  und  ^^  gehenden  Geraden, 
so  teilen  sich  die  Punkte  f^,  5,  und  P,  Q  harmonisch,  wo  Q  den  an- 
deren Schnittpunkt  des  zu  bestimmenden  Kreises  mit  der  genannten 
Geraden  bedeutet.  Der  Punkt  Q  wird  dann  durch  die  Konstruktion 
des  ToUständigen  Vierecks  erhalten. 

Fassen  wir  das  Ergebnis  noch  einmal  in  Worte  zusammen,  so 
können  wir  sagen: 

Dtirch  jeden  Punkt  ^  +  Si>  £2  ^^  erweiterten  Ebene  geht  ein  und 
nur  ein  Kreis  einer  jeden  Schar  i),  ii). 

Die  Mittelpunkte  der  Kreise  von  Scliar  ii)  liegen  alle  auf  der  durch 
5i  und  ^2  bestimmten  Geraden. 

Der  Winkel  ^iPti  bleibt  erhalten,  wenn  P  einen  der  beiden  Bogen 
durchläuft,  in  welche  ein  beliebiger  Kreis  der  Schar  i)  durch  die  Punkte 
fi  und  5,  zerlegt  ivird. 

Das  Verhältnis  t,^Pj^P  bleibt  erhalten,  wenn  der  Punkt  P  einen 
beliebigen  Kreis  der  Schar  ii)  beschreibt. 

Die  hyperbolische  Transformation. 

Im  Anschluß  an  die  kontinuierlichen  Transformationen  im  Falle 
c  =  0  wollen  wir  auch  hier  eine  stetige  Bewegung  der  Punkte  der 
Ebene  bestimmen,  wodurch  die  vorgelegte  Transformation  bewerk- 
stelligt wird.  Dabei  mögen  die  Zwischentransformationen,  welche 
die  kontinuierliche  Transformation  ausmachen  sollen,  alle  von  Typus  a), 
also  hyperbolisch  sein,  während  sich  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
die  beweglichen  Punkte  einen  beliebigen  festen  Punkt  passieren,  mit 
der  Zeit  nicht  ändern  darf.  Diese  Festsetzungen  genügen,  um  die 
kontinuierliche  Transformation  völlig  zu  bestimmen.  Setzt  man  nämlich 
hier,  ähnlich  wie  vorhin, 

wo   f{t)    reell   und    positiv   ist,    und   führt   man   wieder   Zq,  i,Q,  t   in 
gleicher  Weise  ein,  so  kommt 

Durch  logarithmische  DiflFerentiation  erhält  man  dann 

^, -^,      dz    r(o 
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di\,.,  c-t,        /•(.)■ 

Äla  Endresultat  ergibt  sich: 

Die  BahnhiTvai  der  hyperbotisehen  Transformation  bilden  die  Kreis- 
scltar  i). 

In  der  Tat  ist 

arc  {Z-  £,)  -  arc  (Z -  g.)  =  are  (r  -  £,)  -  a^c  C^-  S.)- 
Nun  ist  ja  die  linke  Seite  dieser  Gleichang  nichts  anderes  als  der 
Winkel  (absolut  genommen),  welchen  die   beiden  von  Z  nach  ^,  ^ 
gezogenen    Geraden    mitein- 
ander bilden.     Dieser  ändert 
sich  mithin  nicht  mit  t,  son- 
dern bleibt  stets  gleich  dem 
entsprechenden    Winkel    für 
den  Funkt   z.     Daher   rflckt 
der  Pnnkt  Z  ^gs  des  durch 
fi,  Ä,  ^  gelegten  Kreises  fort 
Die  Kreissehar  ii)  gelit 
in  sich  über.    Denn  es  ist 

\Z-^\       ^\~'~!^\- 
Nun    ist    aber    der   Ort   der 
Punkte 

wo  A  ein  Konstante  bedeutet, 
ein  Kreis  der  Schar  ii).  Die  Punkte  Z,  in  welche  diese  durch  eine 
bestimmte  Transformation  i  —  i'  der  Schar  übergeführt  werden,  ge- 
nügen daher  der  Beziehung 


FLg.  6«. 


\x-:,\ 


^Ä'i 


und  machen  mithin  einen  zweiten  Kreis  der  Schar  ii)  aus,  w.  z.  b.  w. 

Die  elliptische  Transformation. 
Stellt  man  hier  eine  ähnliche  Überlegung  an,  wie  soeben  im  Falle 
der  hyperbolischen  Transformation,  so  wird  man  zur  kontinuierlichen 
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Transformation 

fnk  =  e«"  *-~-|' ,  0<t<l 

Z  —  St  «  — ti  =.--■    = 

gefülirt.^)  Die  Rollen  der  beiden  Ejreisscharen  werden  dabei  mitein- 
ander vertauscht. 

jyic  Bahnkurven  der  dliptischen  Transformatioti  sind  die  Kreise 
der  Schar  ii). 

Das  folgt  durch  ein  ähnliches  Räsonnement,  wie  vorhin^  aus  der 
Beziehung 

Die  Kreissdiar  i)  geht  in  sich  über.     Denn  es  ist 

arc  {Z  —  Q  —  arc  (Z  —  gj)  =  a^  +  arc  {z  —  gj)  —  arc  (z  —  g^). 

Die  loxodromische  Transformation. 
Auch  im  allgemeinen  Falle 

sind  dieselben  Gesichtspunkte  für  die  Einschaltung  eines  Systems 
von  Zwischentransformationen  y  aus  welchen  sich  die  kontinuierliche 
Transformation  zusammensetzen  soU^  maßgebend  wie  in  den  beiden 
voraufgehenden  Fällen.  Man  wird  zunächst  verlangen,  daß  diese  Zwi- 
schentransformationen alle  loxodromisch  seien,  daß  also  die  beiden 
reellen  Funktionen  f(t)  >  0,  g)  (t)  so  bestimmt  werden,  daß  die  kon- 
tinuierliche Transformation 

die  Punkte  der  Ebene  aus  ihrer  Anfangs-  in  die  durch  die  vorgelegte 
Transformation  bestimmte  Endlage  stetig  strömen  lasse  und  daß  sich 
außerdem  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  beweglichen  Punkte 
einen  festen  Punkt  passieren,  mit  der  Zeit  nicht  ändere.  Dadurch 
werden  diese  Funktionen  gerade  festgelegt,  und  zwar  ist 

1)  Allgemeiner  erhält  man  die  Transformation 
wo  9(0  =  t{a  ±  ^kn) ,     A*  ==  1 ,  2,  •  •  -,  ist. 
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wo  9  (t)  =  t{a  ±  2k7t),    i  =  0,  1,  2,  .  .  .,  ist; 

Die  parabolische  Transformation. 
Es  bleibt  nur  noch  übrige  den  Fall  zu  behandeln,  daß 

(a-d)«  +  46c-0 

ist.  Da  wir  o  »(-  0  annehmen^  so  hat  Gleichung  (1),  §  16^  jetzt  eine 
und  nur  eine  Wurzel,  z  =  ^y  und  dieser  Punkt  bleibt  auch  wirklich 
ungeändert. 

Die  lineare  Transformation  läßt  sich  im  parabolischen  Falle: 

(a-d)*+4&c  =  0,  c  +  0, 

auf  die  Form  bringen: 

_V  -^    4.93. 

Führen  wir  nämlich  den  Punkt  Z  mittels  der  Transformationen 

ry  1  az-\-b  Tjr  1 

z  —  ^'  cz  -j-  a  '  w  —  t 

in   W  über,  so  hängt  W  linear  und  zwar  ganz  von  Z  ab: 

Dabei  muß  femer  $[  »  1  sein,  denn  sonst  hätte  diese  letzte  Trans- 
formation einen  eigentlichen  Fixpunkt,  welcher  dann  notwendig  noch 
zu  einem  zweiten  Fixpunkte  der  ursprünglichen  Transformation  führen 
würde.    Hiermit  ist  der  Beweis  fertig. 

Wie  man  rücksichtlich  der  Beziehungen 

0  =  (a  -  rf)2  +  4&C  =  (a  +  ciy  -  4(ad  -  bc) 
leicht  nachrechnet,  ist 

Sei   95    zunächst   reell   und   positiv,   S8  =  jB.    Unter   Einführung 
neuer  Koordinaten: 

2=X  +  iy=^2  —  Ij  IV  ^  XI  +  IV  =^  w  —  t, 

kommt: 

und  man  erhält  somit  die  Gleichungen 
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Nan  ist  aber  der  Ort  der  (Dleichung 

«in  die  y-Achse  im  Koordinatenanfangspankte  berQhrender  Kreis,  iräh- 
rend  die  Gleiclitmg 

einen  die  i-Ächse  in  demselben  Punkte  berührenden  Kreis  voratellt. 
Diese  Kreise  schneiden  sich  unter  einem  rechten  Winkel.  Hieraus 
«itnimmt  man  also  den  Satz: 

Durch  die  parabolische  Transformation 


ffeÄf  jeder  Kreis  der  Sdiar  i'i")  in  sich  s^st  iAer,  tcährend  die  Kreise 
der  Scliar  V)  in  andere  derselben  Schar  verwandelt  werden. 
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Führt  man  eine  kontinuierliclie  Reihe  von  Zwischentransformationen 
durch  die  Formel  ein: 

so  strömen  die  Punicte  der  Ebene  längs  der  Kreise  der  Schar  i'i')  hin 
und  zwar  so,  daß  die  Geschivindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte  der 
Ebene  Jconstant  bleibt. 

Im  Falle  35  rein  imaginär  ist,  95  =  JBi,  werden  die  Rollen  der 
beiden  Scharen  gerade  gegeneinander  vertauscht;  die  Bahnkurven  sind 
hier  die  Kreise  i'). 

Jetzt  ist  es  leicht,  zum  allgemeinen  Falle  hinaufzusteigen.  Die 
Bahnkurven  der  stetigen  Strömung 

schneiden  die  Kreise  der  Schar  i'i')  alle  unter  ein  und  demselben 
Winkel,  ähnlich  wie  im  loxodromischen  Falle,  was  zur  Folge  hat,  daß 
sich  dasselbe  System  von  Bahnkurven  und  Niveaulinien  einstellt,  nur 
erscheint  jetzt  das  Achsenkreuz  anders  gegen  die  Koordinatenachsen 
orientiert,  vgl.  Fig.  67. 

Grenzfälle.  Die  allgemeine  lineare  Transformation  besitzt  zwei 
eigentliche  Fixpunkte.  Rückt  einer  davon  ins  Unendliche,  so  entsteht 
die  ganze  lineare  Transformation.  Rücken  die  beiden  zusammen,  so 
kommt  die  parabolische  Transformation  zustande,  die  insbesondere  die 
Parallelverschiebungen  der  Ebene  umfaßt,  wenn  jener  Fixpunkt  im 
Unendlichen  liegt. 


Rotationen  der  Kugel. 

Wir  wollen  noch  diejenige  lineare  Transformation  der  Ebene  auf- 
stellen, welche  einer  Drehung  der  Kugel  um  einen  willkürlichen  Durch- 
messer derselben  entspricht.') 

Indem  wir  die  Projektionsebene  in  die  Aquatorebene  verlegen 
und  den  Radius  gleich  1  nehmen,  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Kugel 

1)  Die  Formel  rührt  von  Cayley  her,  Math.  Ann,  Bd.  16  (1879)  S.  238. 
Die  Herleitung  derselben  ist  im  wesentlichen  dieselbe,  welche  Klein  gegeben 
hat,  Ikosaeder,  S.  32. 
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wobei  die  |-,  17-Achsen  resp.  mit  den  x-,  j^-Achsen  zusammenfallen 
sollen.    Femer  wird 

Sei  (S;  rj,  g)  das  eine  Ende  des  bewußten  Durchmessers;  dann 
wird  das  andere  im  Punkte  (—  I,  —  ^,  --  £)  liegen.  Die  Koordinaten 
i,  rj,  t  sind  eben  die  Richtungskosinus  der  Rotationsachse: 

I  =«  cos  a ,         rj  =  cos  ß,         g  =  cos  y. 

Die  Fixpunkte  der  linearen  Transformation  sind  folgende: 

Es  handelt  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  von  %^Äe"*. 
Da  das  Ähnlichkeitsverhältnis  im  Punkte  a^  den  Wert  1  haben  muß, 
so  wird 

SoU  nun  die  Kugel^  von  einem  außerhalb  derselben  befindlichen  Punkte 
(jl|,  Xrj,  Xt),  ^>1;  der  Rotationsachse  aus  besehen^  durch  einen 
Winkel  cd  entgegen  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  gedreht  werden^  so  muß 
a  =  —  CD  gesetzt  werden.    Hiermit  erhalten  wir 

w  —  a,  «  —  a,  * 

toi 

Indem  wir  diese  Gleichung  mit  e^  multiplizieren  und  dann  nach  w 
auflösen,  ergibt  sich,  unter  Benutzung  der  Relation 

daß 

{d  +  ic)Z'-{b  —  ia) 
ist,  wo  (h  +  ia)z  +  (d-ic)' 

a  =  cos  a  sin  — ,      6  =»  cos  ß  sin  ^f      ^  =^  ^^^  ^  si^i  Y     ^  *"  ^®  T  • 
Dabei  i8t  femer  «.+  ^.+  ,«+^3=1. 

Bei  der  obigen  Beweisführung  ist  stillschweigend  vorausgesetzt 
worden,  daß  i;  4=  i  1  sei.  Die  endgültige  Formel  bleibt  aber  auch 
in  diesem  Falle  bestehen,  wie  man  nachträglich  direkt  bestätigt. 
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§  18.  ErBeugung  der  allgemeinen  linearen  Transformation  ans  einer 
ganzen  Transformation  duroh  den  Prozeß  der  sogenannten  ,,Trans- 

formation*^ 

Liegt  eine  bestimmte  Reihe  von  Transformationen  tof  und  bildet 
man  aus  einer  derselben,  T,  mittels  einer  zweiten,  S,  die  Transfor- 
mation 

wobei  S~^  zuerst  ausgeführt  werde,  so  sagt  man,  daß  T'  aus  T  durch 
jjTransformatiünf^  hervorgehe;  T'  und  T  heißen  dann  gleichberechtigt. 
Wir  woUen  jetzt  den  folgenden  Satz  beweisen. 

Satz.  Die  allgemeine  lineare  Transformation  getU  aus  der  ganzen 
linearen  Transformaiion  durch  „Transformation"  hervor. 

Im  Falle  es  zwei  Fixpunkte,  g,,  ^  gibt,  läßt  sich  die  vorgelegte 
Transformation  in  der  Form  schreiben: 

«?  —  ^,  ""      e  —  ^t' 
Nimmt  man  nun  als  Transformationen  /S,  T  die  folgenden^): 

T:  w  =  %z, 

so  ist  die  zu  S  inverse  Transformation 

z  —  tt' 

und  die  Bildung  der  Transformation  S'^TS  erfordert  mithin  die  suk- 
zessive Ausführung  der  drei  Transformationen 

T:  z"=%z'', 

u^  —  L 


1)  Diese,  sowie  alle  übrigen  Transformationen  dieses  Paragraphen,  sind  so 
zu  verstehen,  daß  der  zu  transformierende  Punkt  auf  der  rechten  Seite  der  je- 
weiligen Gleichung  steht,  während  sich  die  Yariabele  linker  Hand  auf  den  trans- 
formierten Punkt  bezieht. 
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Man  wird  sonach  zur  Transformation 

w  —  &  «  —  & ' 

geführt,  und  hiermit  ist  der  Satz  für  diesen  Fall  bewiesen. 

Erforschen  wir  jetzt  die  geometrische  Bedeutung  der  „Transfor- 
mation" im  vorUegenden  Falle,  so  sehen  wir,  daß  die  Transformation 
S^^  die  ^f-Ebene  auf  die  £f '-Ebene  so  abbildet,  daß  die  Punkte  ^  =  Si, 
5^  bzw.  in  ^'  =  0,  oo  übergehen.  Alsdann  fassen  wir  die  Transfor- 
mation T,  wie  in  den  vorhergehenden  Paragraphen,  als  eine  Trans- 
formation der  ;er-Ebene  in  sich  selbst  auf.  Es  handelt  sich  hier  eben 
um  eine  ganze  lineare  Transformation  mit  einem  eigentlichen  Fix- 
punkte. Diese  Transformation  haben  wir  aber  bereits  eingehend  unter- 
sucht und  die  Bahnkurven  der  stetigen  Bewegung  bestimmt,  §  16. 
Führt  man  nun  noch  letzten  Endes  die  Transformation  S  aus,  indem 
man  die  soeben  in  sich  transformierte  ^sr '-Ebene  wieder  auf  die  Aus- 
gangsebene zurückbezieht,  so  werden  diejenigen  Punkte  und  Kur- 
ven bzw.  Kurvenscharen  der  Ausgangsebene,  deren  Abbild  in  der 
i*'- Ebene  durch  Ausführung  der  Transformation  T  in  sich  überging, 
auch  bei  T'  ungeändert  bleiben. 

Ähnliches  gilt  für  die  parabolische  Transformation.  Hier  wird 
man  S,  T,  wie  folgt,  annehmen: 

S:  f.^  ^9 

wobei  also 

ist. 

Aus  der  Kenntnis  der  ganzen  linearen  Transformation,  insbesondere 
der  Bahnkurven  und  der  zu  denselben  orthogonalen  Schar  von  Niveau- 
kurven, gewinnt  man  also  durch  den  Prozeß  der  „Transformation" 
einen  unmittelbaren  Einblick  in  die  Beschaffenheit  der  allgemeinen 
linearen  Transformation,  ja,  man  kann  sogar  die  allgemeine  lineare 
Transformation  schon  allein  von  diesem  Standpunkte  aus  betrachten 
und  auf  Grund  dieser  Methode  behandeln.^) 


1)  So  bei  Klein,  Leipziger  Vorlesung  1881/82;  vgl.  auch  Klein-Fricke, 
hlliptische  Modulfunktionen,  Bd.  I,  2.  Abschnitt,  1.  Kap. 

Osgood,  Fanktionentheorie.  I.  2.  Aufl.  18 
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§  19.    Sohliißbemerkungen  über  lineare  Transformationen. 

Zum  Schluß  wollen  wir  noch  einige  Angaben  über  lineare  Trans- 
formationen anknüpfen,  auf  deren  Begründung  wir  indessen  verzichten 
müssen. 

a)  Gtv^pentheoretisdie  Eigenschaften.  Die  Gesamtheit  der  linearen 
Transformationen  mit  nicht  verschwindender  Determinante  bildet  eine 
Ghnippe  (vgl.  §  11,  Ende).  Diese  Gruppe  enthält  eine  Reihe  von 
Untergruppen.  So  bilden  beispielsweise  alle  diejenigen  Transfor- 
mationen, welche  dieselben  Fixpunkte  haben,  eine  Untergruppe,  und 
diese  enthält  wieder  als  Untergruppen  die  zugehörigen  elliptischen 
bzw.  hyperbolischen  Transformationen.  Auch  gibt  es  eine  Reihe  von 
endlichen  Gruppen,  die  insbesondere  denjenigen  Drehungen  der  Kugel 
entsprechen,  welche  einen  derselben  einbeschriebenen  regulären  Körper 
mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen.  Für  die  Theorie  der  auto- 
morphen Funktionen  sind  die  gruppentheoretischen  Eigenschaften  der 
linearen  Transformation  grundlegend.  Im  übrigen  sei  noch  einer 
Invariante  der  Transformation  Erwähnung  getan.  Das  Doppelver- 
hältnis der  vier  Punkte  z^y  z^y  e^j  z^i 

behält  nämlich  seinen  Wert  bei,  wenn  diese  Punkte  vermöge  einer 
beliebigen  linearen  Transformation  in  vier  andere  übergeführt  werden. 
Hiermit  ist  Anschluß  an  die  Theorie  der  binären  Formen  erreicht.^) 
Nun  können  drei  beliebige  Punkte  in  drei  andere  beliebige  Punkte 
übergeführt  werden.  Setzt  man  also  insbesondere  z^  «=  r,  z^==  0, 
^3=1,  z^^oOy  so  nimmt  jenes  Doppel  Verhältnis  den  Wert  ^  an. 
Dementsprechend  kann  man  die  unabhängige  Variabele  Zy  einer  linearen 
Transformation  der  Ebene  gegenüber,  als  das  Doppelverhültnis  {Zy  0, 
1,  oo)  auffassen,  und  darüber  hinaus  allgemein  das  Doppelverhältnis 
{Zy  a,  b,  c)  des  veränderlichen  Punktes  z  und  der  drei  festen  Punkte 
a,  &,  c  als  unabhängige  Variabele  einführen.  Wir  können  um  so 
mehr  von  einer  eingehenden  Besprechung  dieser  Eigenschaften  ab- 
sehen, weil  sie  bereits  von  verschiedenen  Autoren  in  leicht  zugäng- 
licher Form  behandelt  sind.*) 

1)  Hierüber  vgl.  man  Klein,  Vergleichende  Betrachtungen  über  neue  geo- 
metrische Forschungen,  Erlanger  Programm,  1872,  S.  47,  =  Math.  Ann.  Bd.  43 
(1893)  S.  98. 

2)  Man  vgl.  die  gedrängte,  aber  doch  klare  Darstellung  bei  Burkhardt^ 
Analytische  Fufiktioneny  2.  Abschn.;  fem  er  Klein-Fricke,  Elliptisclie  ModxiU 
funktionen,  Bd.  1,  S.  163. 
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b)  Die  zugehörige  Transformation  der  Kugd.  Der  allgemeinen 
linearen  Transformation  der  Ebene  entspricht  eine  ausnahmslos  ein- 
eindeutige und  konforme  Transformation  der  Kugel  in  sich,  und  um- 
gekehrt führt  jede  solche  Transformation  der  Kugel  in  sich,  ohne 
Umlegung  der  Winkel,  auf  eine  lineare  Transformation  der  Ebene, 
Kap.  7,  §  10,  Ende.  Dabei  bleiben  im  allgemeinen  zwei  Punkte  der 
Kugel  fest,  in  besonderen  Fallen  aber  nur  einer.  Die  beiden  Kreis- 
scharen i),  ii)  resp.  \),  i'i')  der  Ebene  gehen  in  zwei  zueinander  or- 
thogonale Kreisscharen  der  Kugel  über,  welche  in  besonders  einfacher 
Weise  erzeugt  werden  können.  Es  gehen  nämlich  aUe  Ebenen,  in 
welchen  die  Kreise  der  Schar  ii)  liegen,  durch  ein  und  dieselbe  Ge- 
rade, welche  nebst  der  durch  die  beiden  Fixpunkte  der  Kugel  be- 
stimmten Geraden  ein  Polarenpaar  bildet.  Des  weiteren  läßt  sich 
zeigen,  daß  zu  jeder  der  hier  betrachteten  Transformationen  der  Kugel 
in  sich,  oder  allgemeiner  zu  jeder  Kreisverwandtschaft  der  Kugel  mit 
sich  selbst,  sei  es  mit  oder  ohne  Umlegung  der  Winkel,  eine  Kol- 
lineation  des  Raumes  gehört,  welche  die  Kugel  genau  eben  so  in  sich 
überführt;  und  umgekehrt  liefert  eine  beliebige  derartige  KoUineation 
des  Raumes  eine  der  letztgenannten  Transformationen  der  Kugel  in 
sich.  Man  kann  auch  so  sagen:  Jede  Nicht-Euklidische  Bewegung 
des  Raumes,  wofür  die  Kugel  Fundamentalfläche  ist,  führt  zu  einer 
Transformation  der  Kugel  in  sich  ohne  Umlegung  der  Winkel,  und 
umgekehrt  kann  eine  jede  dieser  Transformationen  durch  eine  von 
jenen  bewirkt  werden. 

Endlich  wollen  wir  noch  eine  konforme  Transformation  der 
Kugel  in  sich  betrachten,  deren  Fixpunkte  die  beiden  Endpunkte 
eines  Durchmessers  sind,  —  wir  wollen  diese  dann  als  den  Nord- 
und  den  Südpol  ansehen.  Konstruiert  man  den  Zylinder,  welcher  die 
Kugel  längs  des  Äquators  berührt,  und  nimmt  man  dann  eine  Zentral- 
projektion der  Kugel  auf  diesen  vor,  so  entspricht  der  bewußten 
Transformation  der  Kugel  in  sich  eine  starre  Bewegung  des  Zylinders 
in  sich. 

Aufgabe  1.  Soll  die  reelle  Achse  durch  eine  lineare  Trans- 
formation in  sich  selbst  übergehen,  so  reicht  offenbar  hin,  daß  die 
Koeffizienten  der  Transformation  alle  reell  sind.  Man  beweise  den 
umgekehrten  Satz,  daß  sie  nämlich  dann  stets  reell  genommen  werden 
können. 

Man  zeichne  die  Fixpunkte  und  die  Bahnkurven  für  alle  mög- 
lichen Fälle  derartiger  Transformationen  auf 

18* 
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Aufgabe  2.  Soll  eine  lineare  Transformation  periodisch*)  sein, 
so  kann  sie  nur  elliptisch  sein,  und  zwar  muß  a  =  — ar  sein,  wo  p 
und  q  ganze  Zahlen  sind. 

Aufgabe  3.     Man  untersuche  die  Transformation: 

zA-  1 
w?  = — 

z 

Ist  sie  periodisch? 

Aufgabe  4.  Es  sollen  alle  diejenigen  linearen  Transformationen 
ermittelt  werden,  welche  einen  gegebenen  Kreis  in  sich  überführen. 

Aufgabe  5.  Man  zeige,  daß  eine  elliptische,  hyperbolische, 
parabolische  oder  loxodromische  Transformation  diese  Eigenschaft 
gegenüber  der  sogenannten  „Transformation"  beibehält. 

1)  Eine  Transformation  heifit  periodiscfi  mit  der  Periode  n,  wenn  sie,  n  mal 
(aber  nicht  weniger  oft)  hintereinander  ausgeführt,  die  identische  Transformation 
hervorruft. 


Siebentes  Kapitel. 

Integralsätze  nnd  singulare  Punkte.    Rationale  Funktionen. 

Reihenentwicklungen. 

§  1.    Bestimmte  Integrale. 

An  die  Definition  des  Integrals  einer  reellen  Funktion  0(x,  y,  s\ 
erstreckt  über  eine  Kurve  C  (Kap.  4,  §  1),  anknüpfend  erklärt  man 
das  Integral  einer  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen,  wie  folgt. 
In  einem  Bereich  T  der  Zahlenebene  sei  eine  Funktion 

f{£i)  =  u{x,y)  +  iv{x,y) 

stetig.^)  Seien  femer  ^q  und  Z  zwei  Punkte  von  T,  welche  durch 
eine  in  T  verlaufende  reguläre  Kurve  C  miteinander  verbunden  werden 
mögen.  Diese  Kurve  werde  durch  die  Punkte  ^i,  • .  .  ^«.i  in  n  Teile 
zerlegt.     Bildet  man  nun  die  Summe 


«-1 

k  =  0 


Sn-^j  f{h)^k^  ^^k-  «k^i-hy  ^n=  ^; 


und  läßt  man  n  ins  Unendliche  wachsen,  während  die  Größen  t^Zj^ 
alle  gegen  0  abnehmen,  so  stellt  sich  heraus,  daß  sich  S^  einem 
Grenzwerte  nähert.     In  der  Tat  ist 

K^kyVk)  ^^k-^i^k7  y*)^y*]  +  iH^k^Vk)  ^^k  +  ^^k^Vk)  ^yJ- 

Demgemäß  drückt  sich  S^  mittels  der  beiden  Summen 

1)  Wir  erinnern  nochmals  an  die  Vereinbarung,  wonach  eine  Funktion 
stets  als  einwertig  gedacht  wird,  sofern  das  Gegenteil  nicht  ausdrücklich  be- 
merkt wird  oder  es  nicht  sonst  aus  dem  Zusammenhange  hervorgeht,  daß  mehr- 
deutige Funktionen  der  Betrachtung  zugelassen  werden. 


^    «  x,.f^  AXi— r  jr,.¥.  A¥.\ 

•  =  I 


'  -.» 


a/iA.  and  h»it  ^ind  eb^Q  die  Snmmeii.  welche  in  i^^  Dednidcni  der 
KoiT^tihitetr^^.  woTon  soeben  die  Rede  war: 

1.  T  I.  r 

/  «rfjr  —  rrfjf ,        /  rrfx  —  ui^y 
•  t  * 

eingeben«  Infolgedessen  nihert  sidi  5^  bei  waciisendem  n  einem 
Grenzwerte^  nnd  diese  Größe  ist  es  gerade,  welche  wir  als  das  he- 
sstimmU  InUgroi  der  Funktion  fizj.  erstreckt  über  die  Kurve  (\  defi- 
nieren woBen:  in  Tj^i^^n 

■  -1  2 

lim  ^  fiz^)^z^  =  /  f\2\dz. 

Dama^:b  int 

z  j,  r  X,  r 

(1)  j  fiz)dz  =«  /  udx  —  tdy  ^  i  f  tdx  -r  M</y. 

Die  vorstehende  Definition  laßt  eine  evidente  Erweiterung  zu, 
indecTi  man  von  der  P'orderung  absieht ^  daß  f(z)  in  einem  zwei- 
dimensionalen Bereiche  erklart  sein  soll,  und  nur  verlangt,  daß  f(z) 
längs  der  Kurve  C  definiert  werde  und  dort  stetig  sei.  Außerdem 
kann  man  an  Stelle  der  Summe  5,  die  Summe 

«-1 


^fizjAs, 


k~0 


treten  lassen,  wobei  ASj^  die  Länge  des  Bogens  Az^  bedeutet.  Auch 
diese  Summe  strebt  bei  wachsendem  n  einem  Grenzwerte  zu;  wir 
schreiben 

w  -1  .S 

lim  ^  f(z^)  ASj^  =-J  f(z)  ds. 

Eh  ist: 

z  s 

Allgemeiner  hat   man: 
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«-1  T 


lim  ^f(z„t,)At,=Jnz,t) dt, 


»  =  ">  t  =  0  /„ 

wo  C  durch  den  reellen  Parameter  t  dargestellt  wird: 

C:        x  =  (p(t),    y  =  rl>{t),     t^<t<T: 

cp'ity+t'iiy>o. 

Hierbei  hängt  f(z,  t)  stetig  von  z  und  t  ab.  Endlich  kann  man  noch 
den  Punkt  ^^  durch  einen  beliebigen  Punkt  ^/  des  Bogens  (^er^,  ^sr^^i) 
von  C,  sowie  tj^  durch  </'  ersetzen. 

Hieran    schließen    sich    die   weiteren  Definitionen    und  Formeln: 

« - 1  X  T 

lim  2  fi.h)  Aa:,  =J V(xr)  f/a;  =>ff{z)  x'dt, 

n-l  Y  T 

lim  2* /■  W  Ay*  =J  /■  W  '^y = /> W y'rf<- 

Wie  im  reellen  Falle,  so   bestehen    auch   hier  die  Beziehungen: 

(3)  faz)dz==-ff(z)dz, 

y 

y.,  z,  2, 

(4)  yf{^)dz  =j'fiz)dz+ff{,)dz, 

y.i  Zi  z^ 

wo  Zj,  Zo,  Zj  drei  beliebige  Punkte  von  C  sind.     Femer  ist 

z  z 

(5)  fl^f{z)  dz  =  ifcj  VC-^)  ^Z-^, 

-0  *0 

wo  /i*  eine  Konstante  bedeutet; 

z  z  z 

(6)  f  \f(z)  +  q>iz)}dz  -ffiz)dz+fg>iz)dz; 

z  z 

0)  fmdz  <f\n^).\dz, 

wobei  das  Integral  rechter  Hand  als  Grenzwert  der  Summe: 

lim    ^\f{z,)\  Az,\~f'\az)\ds, 


II  -     r. 


k  =  Q 
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zo  Tersiehen  ist.  Was  die  Integrationsgrenzen  in  (7),  rechter  Han<L 
anbetrifft^  so  sollen  sie  daran  erinnern,  daß  doch  längs  einer  Kurre 
integriert  wird,  und  im  Sinne  der  Schreibweise 


jF(x,y)dx 


'«c»yo; 


aufgefaßt  werden. 

Bezeichnet  man  mit  M^  l  den  größten  Wert  Ton    f{£),  längs  C 
bzw.  die  Bogenlänge  Ton  C,  so  geht  ans  (7 )  hervor,  daß 

z 

m 

ist. 

Analoge  Beziehungen  gelten  anch  für  die  Integrale 

T  X  Y 

(9j  ffiß,t)dt,  ff{B)dx,   ff{B)dy. 


Vo 


Für  die  beiden  letzten  dieser  Integrale  gilt  jedoch  (7)  in  der  Form: 

X  Y 

ff{z)dx  <M\X-x,\,         fmdy\<MY-y,^, 

zunächst  nur  dann,  wenn  sich  x  resp.  y  längs  C  monoton  ändert. 
Trifft  dies  nicht  zu,  so  wird  es  nötig,  C  in  derartige  Bogen  zu  zer- 
legen und  die  obigen  Relationen  dann  sukzessive  auf  jeden  derartigen 
Bogen  anzuwenden. 

Es  ist  auch 

Z  X  Y 

(10)  ffii)  dz  =J'nz)  dx  +  ij'fiz)  dy. 

'O  ^i)  Vo 

Femer  ergibt  sich,  daß 

z 

(11)  f^^dz  =  fiZ)-f{z,), 


•o 


(12)  ff{z)^!{z)dz^f{z)^{z)\-j\{z)fyz)dz, 


TK 


(13)  J'0itv)dtv  =  J'*(«-)  ^;;  dz,         w  =  q,{z), 
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wobei  auch  y(jef)  und  ^(w)  stetig  sind,  und   die  vorkommenden  Ab- 
leitungen existieren  und  stetig  sein  sollen. 

Wir  führen  nur  zur  Probe  den  Beweis  von  (11)  aus.     Sei  t  der 
Winkel,  den  die  Tangente  von  C  mit  der  a;- Achse  einschließt: 

(Ix  dy        . 

wobei  s  die  von  Zq  aus  gemessene  Bogenlänge  von  C  bedeute.   Dann 
ist,  wie  aus  den  Entwicklungen  von  Kap.  6,  §  6  hervorgeht, 

y  =  e~^*  J ;     ferner  ist     3-  =  e^K 
dz  08^  ds 

Unter  Benutzung  von  (2)  kommt  also: 


w.  z.  b.  w. 


'*o 


Aufgabe.  Um  den  Beweis  des  soeben  begründeten  Satzes  zu 
führen,  könnte  man,  auf  formale  Umformungen  sich  stützend,  wohl 
geneigt  sein,  folgendermaßen  vorzugehen.     Es  ist  ja 

df      M       1  df 

dz       dx       i  dy 

Wendet  man  nun  Formel  (10)  auf  den  vorliegenden  Integranden  an, 
so  kommt: 

"O  "^o  Vo 

=  [/-(Z)-/-(.o)]  +  [/'(^-/'K)]- 

Dieses  Resultat  ist  aber  falsch.     Wo  steckt  der  Fehler? 

Äbhäfigigkeit  von  einem  Parameter.  Sei  (Ä)  ein  beliebiger  Be- 
reich im  M-fach  ausgedehnten  Baume  der  n  reellen  Parameter  «!,...,«„. 

Sei  femer 

C:         js  =  (p({)  +  iri,{t),         tQ£t<T, 

eine  reguläre  Kurve  der  ^ -Ebene.  Man  fasse  den  Bereich  R  ins 
Auge,  dessen  Punkte  (^,  a^,  .  .  .,  aj  aus  einer  willkürlichen  Kombi- 
nation eines  t  aus  dem  endlichen  Intervalle  ^Q-^t  <iT  mit  einem 
Punkte  («1  ;...,«„)   von  (Ä)  entstehen.     In  diesem  Bereiche  jB  soll 
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eine  komplexe  Funktion  fißjC^i, .  .  .,  aj  eindeutig  erklärt   und   stetig 
sein,  d.  h.  wenn 

gesetzt  wird,  sollen  die  beiden  reellen  Funktionen  u,  v  in  22  stetig  sein. 
Stetigkeitssatz.     Das  iüber  C  erstreckte  bestimmte  Integral 


icohei  der  Integrand  eine  in  R  stetige  Funktion  ist,  stellt  eine   in  {A) 
stetige  Funktimi  vor. 

Die  beiden  reellen  Integrale 

(X,  T)  (A%   Y) 

f  udx  —  V  dy,       j  vdx  +  udy 

«ind  nämlich  in  {Ä)  stetige  Funktionen,  vgl.  Kap.  3,  §  7. 

Der  FaU  komplexer  Parameter  ist  schon  mit  darin  enthalten, 
da  mau  diese  ja  nur  in  ihre  reellen  und  rein  imaginären  Bestandteile 
zu  zerlegen  braucht. 

Differentiation    unter   dem  Integralzeichen.     Sind  sowohl 

f{z,  «j, . .  .,  aj  als  rf/f  cc^=  /'^  (^,  a^, .  .  .,  aj  iyn  Bereidie  B  stetig,   so 

läßt  die  Funktion 

z 

I  f{z,a^,...,a^)dz 

eine  in  (Ä)  stetige  Ahleitung  imch  a^  zUy  und  zwar  ist 

z  z 


^^^^  c%  jf^''  ""•••'  ''«^  '^'  =  j  di  "^ 


z 


Der  Beweis  ergibt  sich  sofort  aus  dem  Satze  von  Kap.  3,  §  8. 

Wir  schließen  diesen  Paragraphen  mit  einem  Satze,  worauf  sich 
die  ganze  Funktionentheorie  gründen  läßt. 

Hauptsatz.  Hei  C  eine  einfache  reguläre  Kurve  der  z- Ebene, 
die  sowohl  geschlossen  als  nicht  geschlossen  sein  da)f.  Längs  C  sei 
ferner  eine  beliebige  reelle  oder  komplexe  stetige  Funktion  (p(t)  gegeben, 


§  1.  Bestimmte  lotegrale. 
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no  die  komphxc  Variabele  t  einem  verätiderUclien  Punkte  von  C  ent- 
spricht.   Bildet  man  dann  das  über  C  zu  erstreckende  Integral: 


I 


tp{t)dt 


so  definiert  dasselbe  eine  Funktion  F{z)j  die  sich  in  jedetn  der  Kurve  C 
nicht  amjehörigen  Punkte  z  der  Ebene  analytisch  verhält.    Im  übrigen  ist 


c 


Der   Beweis   erfolgt   sofort   aus    dem    obigen  Kriterium   für   die 
Differentiation  unter  dem  Integralzeichen. 
Wir  wollen  indessen  auch  einen  direkten 
Beweis  geben,   welcher  jene  Kenntnisse 
nicht  voraussetzt. 

Daß    das  Integral    für   jeden    nicht 
auf  C  gelegenen  Wert  von  z  konvergiert  rig.  es. 

und  somit  eine  Funktion  F(z)  eindeutig 

definiert,  sieht  man  sofort.     Es  muß  also  nur  noch  bewiesen  werden, 
daß  diese  Funktion 


eine  stetige  Ableitung  besitzt.  Sei  Zq  ein  willkürlicher  Punkt  der 
Ebene,  der  nur  nicht  auf  C  liegt,  und  man  grenze  eine  Umgebung  T 
von  Zq  ab,  deren  innere  und  Randpunkte  auch  alle  von  den  Punkten 
von  C  verschieden  sind.  Die  kleinste  Entfernung  zwischen  einem 
Randpunkte  von  T  und  einem  Punkte  von  C  bezeichne  man  mit  x. 
Sei  ferner  Zq^  Az  ein  beliebiger  zweiter  Punkt  von  T,  und  man 
bilde  den  Differenzenquotienten 


/. 


g)(t)dt 


Indem  wir  den  Integranden  vermöge  der  Relation: 


{t-  z^—Az)(t-z^)       {t-z^y       {f'-z^-Az){t-z,y 


-,+ 


Az 
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nmformen,  ergibt  sich,  daß 

F(z,  +  Az)-Fiz.)       rv{()dt     ^  i    C ^d« ^-^l^'lA.I 

c  c 

isty   wo  M  den    größten  Wert   von    |9(Q|    längs  C  nnd  l  die  Länge 
Ton  C  bedeuten.    Hieraus  folgt,  daß 

ist.  ^ 

Daß  die  Funktion 

c 

stetig  ist,  beweist  man  noch  durch  eine  ähnliche  Umformung,  die  wir 
dem  Leser  überlassen. 

Aufgabe  1.  Man  zeige,  daß  in  einem  Bereiche,  dessen  Punkte 
von  den  Punkten  von  C  sämtlich  um  mehr  als  die  positive  Größe  x 
abstehen, 

F(z)  <^ 

ist 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  daß  auch  F\z),  t"(js), . . .  F^^^z)  sich 
in  jedem  zu  C  nicht  gehörigen  Punkte  der  Ebene  analytisch  verhalten, 
und  daß  femer 


^^"'(-)  =  «'/^>. 


ist.  ^' 

§  2.    Der  Canchysclie  Integralsatz. 

Wir  wollen  jetzt  einen  grundlegenden  Satz  kennen  lernen,  den 
manCauchy^)  verdankt  und  auf  welchem  sich  die  ganze  Funktionen- 
theorie aufbauen  läßt. 

Der  Cauchysche  Integralsatz.  Sei  f{z)  in  jedem  Innern  und 
Bandpunkte  eines  Bereiches  S  stetig  und  im  Innern  von  S  analytisch,  ^) 

1)  Caucby,  ,,Memoire  sur  les  integrales  definics,  prises  entre  des  Limites 
imaginaires'*,  Paris  1825;  wieder  ab;^ednickt  im  BuU.  des  sciences  math.^  Bd.  7 
(1874),  8.  265  und  Bd.  8  (1875),  S.  43  und  148.  Doch  findet  man  die  Keime  des 
Satzes  bereits  im  „Memoire  sur  les  integrales  d^finies*^  vom  Jahre  1814;  Oeuvres^ 
1.  Reihe,  Bd.  1,  S.  319.  Vgl.  femer  des  Verfassers  Bericht  über  Funktionentheorie, 
Enzyl'Jopädie  11  B  1 ,  Nr.  3,  wo  auch  mehrere  Beweise  des  Satzes  zitiert  sind. 

2)  Wegen  der  Definition  eines  Bereiches  S  vgl.  man  Kap.  2,  §  2,  sowie 
Kap.  5,  §  9. 
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Dann  verschwindet  das  über  den  ganzen  Band  von  S  in  positivem  Sinne 
erstreckte  Integral  von  f{si): 

ff(0)de='O. 
c 

Der  Beweis  ergibt  sich  sofort  aus  dem  analogen  Satze  der  Integral- 
rechnung (vgl.  Kap.  4,  §§  2,  3),  wonach 

fPdx+  Qdy^O 

c 
ist,  sofern 

dy       dx 
ist.    In  der  Tat  ist  hier 

j  f{z)dz  ==  y  xidx  —  vdy  +  ij  vdx  +  udy. 

b  c  c 

Dabei  genügen  beide  Integrale   rechter  Hand  wegen  der  Cauchy-Rie- 
mannschen  Differentialgleichungen 

dti dv         du dv 

dx      dy"*       dy  dx^ 

den  Voraussetzungen  jenes  Satzes. 

Es  sei  noch  auf  die  von  Goursat  herröhrende  Erweiterung  des 
C au chy sehen  Integralsatzes  hingewiesen,  welche  im  Verzicht  auf  die 
Stetigkeit  der  Ableitung  f'{z)  besteht;  man  vergleiche  §  16.  Dort 
wird  auch  ein  direkter  Beweis  des  verallgemeinerten  Integralsatzes 
gegeben,  welcher  eine  Zerlegung  in  reelles  und  rein  imaginäres  nicht 
erfordert.  Zum  Verständnis  des  Beweises  an  dieser  Stelle  ist  nur 
noch  der  Morerasche  Satz  von  §  5  nötig. 


§  3.   Folgerungen  aus  dem  Cauohysohen  Integralsatze. 

A)  Bas  bestimmte  Integral  einer  analytisclwn  Funktion,  Dem 
Satze  ß)  von  Kap.  4,  §  3  entspricht  hier  der  folgende 

1.  Satz.  Sei  T  ein  beliebiges  einfach  zusammenhängendes  Konti- 
nimm  (Kap.  5,  §  7)  der  z-Ebene  und  sei  f(z)  eine  in  T  analytische 
Funktion.  Ist  insbesondere  z  =  oo  ein  innerer  Punkt  von  T,  und  liat  T 
außerdem  einen  im  Endlichen  gelegenen  Bandpunkt,  so  soll 

/•(oo)  =  0,      VLmzf{z)^Q 


2=00 
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sein.  Dann  hängt  das  Integral 

erstreckt  über  einen  ganz  in  T  gelegenen  Integraiion^ueg  F,  nur  von  den 
IntegraMonsgrenzen,  nicht  aber  von  F  ab.  Die  hiermit  definierte  Funktion 
F{z)  verhält  sieh  ebenfalls  in  T  analytisch,  and  zwar  ist 

Man  erreicht  nämlich  Anschluß  an  besagten  Satz,  indem  man 

«  {x,  y)  (X,  y) 

j  f(z)dz  =  I  udx  —  vdy  +  /  /  vdx  +  udy 

schreibt  und  die  Cauchy-Riemannschen  DifiFerentialgleichungen  heran- 
zieht. Die  durch  das  Integral  definierte  Funktion  F{z)  läßt  die  par- 
tiellen Ableitungen  zu: 

dF        ,  .        dF 

-5—  ^  u  -\-  IV  .        .-r    =  —  1;  4-  tu 

und  genügt   somit  den  Cauchy-Riemannschen  Differentialgleichungen. 

In  Kap.  4,  §  3  beschränkten  wir  uns  auf  solche  einfach  zusam- 
menhängende Bereiche,  welche  entweder  ganz  im  Endlichen  liegen 
oder  aber,  sofern  sie  nicht  gerade  aus  der  ganzen  Ebene  bestehen, 
einen  nicht  ganz  im  Endlichen  gelegenen  Rand  haben.  Für  solche 
Bereiche  kommen  die  Bedingungen  des  Satzes: 

/•(oo)  =  0,         limzf{z)^0 


z  =  eo 


ja  nicht  in  Betracht,  und  für  diese  Bereiche  ist  der  Beweis  bereits  in 
jenen  früheren  Entwicklungen  enthalten. 

So  bleibt  denn  nur  noch  der  eine  Fall  übrig,  daß  der  Rand  ganz 
im  Endlichen  liegt.  Sei  z^^Ue  *  ein  Randpunkt,  dessen  Entfernung  ü 
Ton  ;8r  =  0  am  größten  ist,  und  man  schneide  T  längs  des  Halbstrahls 

z^re     y  ii<r, 

auf.  Im  neuen  Bereiche  T'  gilt  dann  der  Satz.  Des  weiteren  hat  die 
entsprechende  Funktion  F{z)  an  beiden  Ufern  des  Schnittes  gleiche 
Werte,  denn  diese  Werte  unterscheiden  sich  ja  voneinander  um  das 
Integral 

ff{z)dz, 
0 
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wobei  C  als  der  Kreis  |  ^r  |  =  r  genommen  werden  darf.  Nnn  ist  aber 
der  Wert  dieses  Integrals  unabhängig  von  r,  denn  im  Kreisring 
J?  <  r  ^  I  ;8f  I  ^  r'  ist  /'(jgf)  analytisch.  Aus  dem  Cauchyschen  Integral- 
satze folgt  daher,  daß  /  f{z)dZy  erstreckt  über  den  ganzen  Rand  des 
Ringes  in  positivem  Sinne,  verschwindet;  man  vergleiche  eine  ähn- 
liehe Überlegung  in  Kap.  4,  §  4.    Andererseits  ist 


in 


J  fi^)dz^£j  r\f{2)\dq><6^27t, 
sobald  nur  r  so  genommen  wird,  daß 

ist.  Demgemäß  verschwindet  dieses  Integral,  und  F{z)  erweist  sich 
somit  als  eindeutig  in  T.  Infolgedessen  ist  F(z)  ausnahmslos  analy- 
tisch in  T,  und  die  Ergänzung  ist  hiermit  erbracht. 

Beispiel  1.        f{z)  =      , 


dz       , 


wobei  7'  aus  der  ganzen  Ebene  exklusive  der  negativen  reellen  Achse 
nebst  dem  Punkte  z  =  0  bestehen  soU. 

Sei  /  =  r  (?  *  die  obere  Integrationsgrenze,  und  man  nehme  als 
lutegrationsweg  a)  die  Strecke  1  ^x  ^r  der  reellen  Achse,  b)  den 
Kreisbogen  /•  =  r',  0  ^  g?  ^  (p\    Dann  erhält  man  als  Wert  des  Integrals 

/  Y  =J  '^  +J  id^  =  log  r  +  j>'-  log/. 

\  1  0 

Beispiel  2.       /•(^)  =  _1_,^ 

/•    dz  . 

I  j-qry,  =  arctan^, 

0 

wobei  T  aus  der  ganzen  Ebene  exklusive  der  beiden  Teile  der  ima- 
ginären Achse:    »r  =  0,  y^^l,  bestehen  soll. 
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Man  kann  hier  von  der  Zerlegung 

l  +  r*        2  U  +  t       z  —  ij 

ausgehen  und  dann  ans  vorhergehende  Beispiel  anknüpfen. 

B)  Das  unbestimmte  Integral.    Gibt  es  zwei  in  einem  Bereich  T 
eindeutige  analytische  Funktionen^  welche  durch  die  Relation 

dF(z) 


dz 


m 


miteinander  verknüpft  sind,   so  heißt  F{0)  das  unbestimmte  Integral 
der  Funktion  f(^)'^    in  Zeichen 


F{z)=ff{z)dz. 


Ist  F^{z)  ein  besonderes  unbestimmtes  Integral  der  Funtion  f{8)j  sc» 
ist  jede  andere  Funktion  der  Schar 

F{z)  ^F^{z)  +  C,  (C  =  const.) 

ebenfalls  ein  unbestimmtes  Integral  von  f{z).  Umgekehrt  ist  jedes 
unbestimmte  Integral  von  f{z)  in  den  Funktionen  dieser  Schar  ent- 
halten, vgl.  Kap.  6,  §  6,  2.  Aufgabe. 

Zum  Existenzbeweis  für  das  unbestimmte  Integral  dient  der  vor- 
stehende   1.  Satz.     Im    Anschluß   daran    können   wir  nämlich    sagen: 

2.  Satz.  Genügt  f{z)  denselben  Bedingungen  tvie  im  1.  Satze,  so 
entspricht  f{z)  ein  unbestimmtes  Integral,  und  zwar  wird  die  Schar 
solcher  Integrale  durch  die  Formel: 


F{z)^ff{z)dz+  C 


dargestellt.  In  einem  mehrfach  zusammoihängenden  Bereiche  T  ent- 
spricht der  Funktion  f{z)  dagegen  als  unbestimmtes  Integral  im  allge- 
meinen eine  mehrdeutige  Fmiktion, 

Wie    im    reellen  Falle,    so    besteht   auch   hier   auf   Grund    der 
Formel  (11),  §  l  der 

3.  Satz.    Zs'^  F{z)  ein  unbestimmtes  Inte(jral  der  Funktion  f{z) 
in  einem  Bereiche^)  T  und  erstreckt  man  das  bestimmte  Integral  von  f(z) 


1)  Wir  erinnern  an   die  Definition  eines  Bereiches  T^  Kap.  5,  §  1,  wonach 
die  Randpunkte  nicht  zum  Bereiche  gerechnet  werden. 
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über  einen  beliebigen  in  T  gelegenen  Weg  F,  so  ist 


faz)dz  =  F{z)-F{e,). 


Hängt  T  einfach  zusammen^  so  folgt  dieser  Satz  unmittelbar  aus 
dem  vorhergehenden.  Im  anderen  Falle  kann  man  die  Kurve  F  mit 
einem  schmalen  in  T  gelegenen  einfach  zusammenhängenden  Streifen 
umgeben  und  das  soeben  gewonnene  Resultat  darauf  anwenden.  Sollte 
sich  r  indessen  überschneiden,  so  genügt  die  Bemerkung,  daß  der 
Satz  für  die  einzelnen  regulären  Kurvenstücke,  woraus  sich  F  zu- 
sammensetzt, bereits  feststeht. 

Der  3.  Satz  gilt  auch  für  einen  Bereich  S,  wobei  nun  F{z)  und  f{z) 
stetig  am  Rande  sein  sollen.    Vgl.  Kap.  4,  §  3,  Satz  B). 

Wir  fügen  noch  die  Bemerkung  hinzu,  daß,  während  wir  das 
bestimmte  Integral  als  Grenzwert  einer  Summe  definierten,  das  un- 
bestimmte Integral  vielmehr  als  die  allgemeine  Lösung  tv  =»  F{js)  einer 

Differentialgleichung : 

dw 

eingeführt  wird. 

C)  Berechnung  bestimmter  reeller  Integrale,    Schon  vor  Cauchy 

hatte  man  eine  große  Anzahl  reeller  Integrale  durch  formales  Rechnen 

mit  imaginären   Größen   ausgewertet,  allein  damals  fehlte  noch  alle 

strenge  Begründung  des   dazu  angewandten  Verfahrens.    Entbehrten 

doch  die  imaginären  Zahlen  selbst  jeder  wissenschaftlichen  Erklärung, 

während  aUe  Konvergenzfragen  noch  in  dichtem  Nebel  verhüllt  waren. 

Das  Bestreben,  für  jene  Formeln  eine  sichere  Grundlage  zu  schaffen, 

bildete  den  Ausgangspunkt  für  Cauchys  erste  Untersuchungen  auf  dem 

Gebiete  der  Funktionentheorie.  ^)   Wir  wollen  jetzt  einige  Anwendungen 

des  Integralsatzes  zu  diesem  Behufe  kennen  lernen. 

er* 
Beispiel  1:   f{z)=' 

Das  Integral   werde  über   den  Rand  des   in   der  Figur  angedeuteten 
Gebiets  erstreckt.    Dann  hat  man 


ä.-z'W. 


h  n 


0  =  ff{z)de 


=  /  —  dx  +  I  e-^'^'^  +  '^^^'Vu/y  +   I  —  dx  +  I  e-''^^v+iroot<p^'ff^^ 


0  -R 


1)  Man  vergleiche  die  bereits  in  §  2  zitierte  Abhandlang  vom  Jahre  1S14; 
„Memoire  sur  les  integrales  definies." 

Osgood,  Fnnktionentheorie.  I.  9.  Aufl.  19 
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Zieht  man  das  erste  und  das  dritte  Integral  im  letzten  Ausdruck  zu- 
sammen, so  kommt 


dx  =  2i  I dx. 

X  J      X 


zARbene 


Femer  konvergiert  beim  Grenzübergange  lim  r  =  0  das  vierte  Integral 

gegen  den  limes  —  7ci,  Denn  der  In- 
tegrand  ist  eine  stetige  Funktion  der 
beiden  unabhängigen  Veränderlichen 
im  abgeschlossenen  Bereiche 


0^9  ^:r-,        O^r^Ä,        A>0, 

und  infolgedessen    stellt  das  Integi*al 
eine   stetige  Funktion  von  r  im   ab- 
geschlossenen Intervalle  0  ^  r  ^  Ä  vor.     Demgemäß  ist 

0 


Fig.  69. 


lim   I  ß-r9in(p  +  ircoB(pl(J^^  _  ^l 


Endlich  konvergiert  das  zweite  Integral  gegen  0,  wenn  7?  =  oo 
wird.    In  der  Tat  ist 

rt 
n  .  ^  * 

0  'o  'o 

Nun  nimmt  zwar  hier  der  Integrand  für  alle  Werte  von  (p  im  Inter- 
valle 0  <  9  <  ;r  gegen  0  ab;  das  genügt  aber  bekanntlich  nicht,  da- 
mit das  Integral  dem  Werte  0  zustrebt.  Das  Integral  stellt  nämlich 
den  von  der  Kurve  y  =  e~^*^^  eingegrenzten  Flächeninhalt  vor,  und 
es  handelt  sich  eben  darum  zu  zeigen,  daß  diese  Größe  die  Null  zum 
Grenzwerte  hat,  man  vergleiche  Kap.  3,  §  7,  insbesondere  Fig.  32. 
Das  beweist  man  mit  Jordan^)  leicht,  wie  folgt.    Da 

sin  9^-?,         0<g)^^ 

ist,  so  wird  im  selben  Intervalle 


1)  Cours  d'analyse,  Bd.  2,  2.  Aufl.,  S.  286.     Die  vorstehende  Relation  ge- 
winnt man  sofort,  indem  man  die  stetige  Funktion 

/'(qp)  =  sincp/qp,     0  <  qp  ^  ,J  «  ;     /(O)  =  1  , 

vermöge  ihrer  Ableitung  direkt  untersucht.    Letztere  ist  im  Intervall  0<^(p<^{7t 
negativ,  und  darum  nimmt  die  Funktion  monoton  ab. 
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und  daraus  folgt,  daß 


2 


S/2 


0  0 

ist.    Hiermit  ist  der  gewünschte  Beweis  geliefert. 

Als  Endresultat  dieser  Überlegung  hat  sich  nun  ergeben,  a)  daß 

00 

/*  • 

I    Bin    <*•  ^^ 

I  -       dx  konvergiert,  tlnd  b)  daß  beim  Grenzübergange  lim  r  =  0, 


B^oo 


00 


0  =  2t  /  ^^— ^-  dx  —  ni 


wird.    Also  ist 

(1) 


00 


/sinx 
'x" 


dx 


2  • 


.'> 


Beispiel  2.        f{js)^-l-    ^,        h,  reell  und  >  0. 


Nun  ist 


ffiz)dz  +jy{z)dz  +  ff{g)  dz  =-  0. 

*AOB  ßCA  1' 


AOB 
R 


BCA 
R 


AOB  -R  0 


00 


AOB  0 


Femer  ist 


also  ist 


7t 

J'nz)dz  <j^,^^ife-'"^'^dq,,         k<R; 

hm  JV(^)  rf^  =  0. 


19 
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Endlich  sei  längs  F    js  =  hi  +  r€9*-  dann  wird 

0 


-j,  iJ„  U  -  ireV    ^ ' 

lim    // 


f{z)  de  =--"''' 


k 


Diese  Resultate  zusammenfassend  erhält  man  nunmehr 


I 

J 


coBxdx «c   * 

0 


Das  Integral  konvergiert  noch;  wenn  ^*  <  0  ist;  und  zwar  ist 
allgemein  für  alle  reellen  Werte  von  k  mit  der  alleinigen  Ausnahme 
von  Ä  =  0: 


(2)  /s^^=:ri*   (Ä+o). 


;i  +  Ä;«        2|Ä|' 


Beispiel  3.      f(e) 


__     ze'* 


z^  +  k*' 

Verfahrt  man  hier  genau  ebenso^  wie  beim  vorhergehenden  Beispiel, 
so  kommt 


(3)  /^.ff«  '^ = 


5..  e-l* 


00 


Das  Integral  je-'^dx.    Ein  Integral;  welches  in  der  Wahrschein- 

0 

lichkeitslehre  auftritt;  ist  folgendes: 


00 


0 

Die   nachstehende  Auswertung   desselben    ist   besonders    einfach  und 
elegant.^)    Man  gehe  vom  reellen  Doppelintegral 

ffe-^'-y'dS 

aus  und  erstrecke  dies   über  den  ersten   Quadranten.    Das   also  ein- 


1)  Picard,  Tratte  d'analyse,  Bd.  1,  1.  Aufl.,  S.  104;  2.  Aufl.,  S.  116. 
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geführte  uneigentliche  Integral  konvergiert,  da 

lim     r*e-'^-y%        r*  =  a;»  +  y»,        Ä  >  2 

vorhanden  ist.    Und  nun  erhält  man  die  gewünschte  Formel,  indem 
man  dieses  Doppelintegral  einmal  in  der  Form 


00  00 


00 


00 


ffe-^'-y'dxdy  =  i^jWdy)  (  fe-'^dx)  ^  (  fe-^dx}j\ 


dann  aber  mittels  Polarkoordinaten  als 


n 

00  T 


IS"-' 

0     0 


dedr 


T 


auswertet.    So  kommt: 


00 


(4) 


fe-''dx=^- 


Beispiel  4.  Wir  wenden  uns  jetzt  zur 
Ermittlung  der  Fresnelsehen  Integrale  hin. 
Dazu  setze  man  g 


Fig.  71. 


und  integriere  um  den  in  der  Figur  angedeuteten  Bereich.    Hierdurch 
erhält  man: 


R 


7t 

4 


Beim    Grenzübergange   lim  22  =  oo    nähert   sich   das   zweite   Integral 
dem  Werte  0,  denn  es  ist 


4  4 


2 


2yd9 


A>aln9 


de 


< 


n 
4i2 


(1 


,-/P 


), 


% 


WO  2(p  =  -^  —  6  gesetzt  ist,   und   das    dritte  Integral   vermöge   der 
vorhin  im  1.  Beispiel  erhaltenen  Relation  abgeschätzt  ist. 
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Im  dritten  Integrale  trage  man  t  ein,  wo  g  =»  --—*  t    Dann  wird 

1/2 

0  R  RR 


Ä  ««•/'* 


Jetzt  bleibt  nur  noch  übrig,  den  Grenzübergang  jR  «=  oo   vorzu- 
nehmen und  darauf  Reelles  und  Imaginäres  zu  trennen.  So  erhält  man: 


ao 


00 


(5) 


/cos t*dt  =  /sin fidt  =  *  ]/y 


Beispiel  ö.  Man  gehe  von  dem  in  der  Figur  angedeuteten  Be- 
reiche S  und  der  darin  eindeutig 
erklärten  Funktion 


m  =  1 


.«-1 


+  ^' 


0<ii<l 


J'ig.  72. 


aus.  Dabei  soll  f(z)  auf  der  oberen 
Seite  der  positiven  reellen  Achse 
reelle  positive  Werte  erhalten,  wäh- 
rend die  Funktion  sonst  so  erklärt 
wird,  daB  sie  in  S  eindeutig  und 
stetig  bleibt.     Dann   leitet   man  in 


ähnlicher  Weise,  wie  in  den  vorhergehenden  Fällen,  die  Formel 


00 


(6) 


i  f-,^  dx -=."—,  0</i<l, 


her.    Dieser  Satz    ist  von  Wichtigkeit   in    der  Theorie    der  Gamma- 
funktion. 

Weitere  Anwendungen  des  hiermit  auseinandergesetzten  Verfahrens 
findet  man  in  den  gebräuchlichen  Lehrbüchern.  So  wird  z.  B.  bei 
Stolz ^)  die  Formel: 

\-6  oc 

ÄCottt;r=lim  {   /    -      dx  —    \   ^         da 


l+(5 


hergeleitet,  und  femer  bei  Jordan^): 


1)  Difjerential'  und  Integralrechnung,  Bd.  2,  S.  238. 

2)  Cours  d'analyse,  Bd.  2,  2.  Aufl.,  S.  287.     Diese  Auswertung  rührt  von 
Cauchy  her,  1814,  a.  a.  0. 
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0)  Je'^ cos  2axdx  ^^^-  e— *, 

0 

indem  die  Funktion  c"-*  um  das  Rechteck  x  ^  R,  —  -B;  y  -=  0,  a 
integriert  wird,  worauf  man  dann  R  ins  Unendliche  wachsen  läßt. 
Vergleiche  auch  Goursat^  Cours  d'analyse,  Bd.  2.  Kap.  14,  woselbst 
sich  eine  große  Anzahl  von  Aufgaben  findet. 

Alle  die  genannten  Autoren  beginnen  mit  der  Betrachtung  der 
Integrale^) 


00 


f^^'.  im'-'- 


—  30  —00 


WO  F(x)y  G(x)  Polynome  sind  und  G{x)  keine  reellen  Wurzeln  hat, 
und  werten  diese  Integrale  mittels  Integration  durch  komplexes  Ge- 
biet aus. 

Im  übrigen  werde  noch  auf  den  Paragraphen  betreffend  das  Re- 
siduum (§  11)  hingewiesen. 


§  4.    Die  Cauohysohe  Integralformel. 

Aus  dem  Cauchyschen  Integralsatze  ergibt  sich  eine  Hauptformel 
wodurch  der  Wert  einer  analytischen  Funktion  im  Innern  eines  Be- 
reiches mittels  ihrer  Werte  am  Rande  desselben  ausgedrückt  wird. 

Die  Gauchysche  Integralformel.*)  Sei  f{z)  in  jedem  innem 
ufid  Randpmikte  eines  Bereiches  S  stetig  und  im  Innem  von  S  analy- 
tisch}) Dann  ivird  f{z)  ifi  einem  heliebigen  inneren  Punkte  z  von  S 
durch  die  Formel  dargestellt:  » 


wobei  die  Integration  über  sämtliche  Randkurven  in  positiver  Richtung 

£H  erstrecken  ist. 

Die  Funktion  f{t)/(t  —  z)y   als  Funktion  von  t  allein  betrachtet, 
wird  unstetig  im  Punkte  t  =  z.    Umgibt  man  diesen  Pimkt  mit  einem 

1)  Bei  Jordan  ist  die  Formulierung  ein  wenig  anders. 

2)  Cauchy,  Turiner  Abhandlung  vom  Jahre  1881,  sowie  Exercices  d'analyse, 
Bd.  2  (1841),  S.  62.     Man  vergleiche  ferner  die  Zitate  unter  §  18. 

3)  Man  vergleiche  Aum.  2)  unter  §  2. 
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kleinen  Kreise  y:  \t  —  0]  ^  q,  und  hebt  man  die  inneren  Punkte 
dieses  Kreises  aus  S  fort,  so  entsteht  ein  neuer  Bereich^  auf  welchen 
der   Gauchysche   Integralsatz,    für   die    Funktion   f(t)/(t  —  z)   ausge- 

sprochen,  in  Anwendung  gebracht  wer- 
den kann.     Hiemach  ist 

Wir  nehmen  jetzt    den   Grenzübergang 
Fig.  73.  lim  9  =  0  vor  und  sehen  zu,  was  dabei 

aus  dieser  Relation  wird.   Das  erste  Inte- 
gral hängt   überhaupt   nicht    von    q   ab.     Im   zweiten  Integral    setze 

man 

^  —  i9  —  p^S     also     dt  =  iQ&P^dq). 
So  wird 

in 


JfMl  =  _  ijf{z  +  Qeff')d^>. 


Dieses  letzte  Integral  ist  aber  nach  §  1  eine  stetige  Funktion  von  ^ 
in  der  Nähe  der  Stelle  p  =»  0:  0  ^  p  <  /*,    A  >  0.    Darum  ist 


27r  2/r 


Um  ff{z  +  Qeff*)dip  =  (f(z)d(f:  =  2nf{z). 


Als  Endresultat  erhalten  wir  also: 


f(^\        *    /"/"(Od« 


w.  z.  b.  w. 

'    t—  3  ' 

ü 


Die  Gauchysche  Integralformel  ist  in  der  Funktionentheorie  das 
Analogen  der  Formel  der  Potentialtheorie: 


WO  u  eine  in  S  eindeutige  harmonische  Funktion,  U{f)  den  Wert 
von  u{x,  y)  am  Rande  (7,  und  G  die  Greensche  Funktion  des  Be- 
reiches S  bedeuten;  vergleiche  das  Kapitel  über  das  logarithmisehe 
Potential,  Kap.  13,  §  4. 

Die  Gauchysche  Integralformel  subsumiert  sich  als  ein  spezieller 
Fall  unter  den  Hauptsatz  von  §  1,  wenn  man 
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setzt  und  die  Kurve  C  als  geschlossen  annimmt.  Man  darf  aber  nicht 
umgekehrt  schließen,  daß  sich  die  durch  jene  Formel: 

definierte  Funktion  von  Zy  welche  ja  im  ganzen  Innern  der  ge- 
schlossenen Kurve  G  eindeutig  definiert  und  analytisch  ist,  den  Rand- 
werten 2xi(p{t)  stetig  anschließt.  Bei  einer  willkürlichen  Annahme 
der  Funktion  (p(t)  längs  C  wird  dies  im  allgemeinen  nicht  der  Fall 
sein.^) 

Ein  einfaches  Beispiel  zum  Belege  der  letzten  Behauptung  ver- 
danke ich  einer  brieflichen  Mitteilung  von  Hm.  Van  Vleck.  Setzt 
man  nämlich  in  der  Formel  jenes  Hauptsatzes 

und  nimmt  man  als  Kurve  C  den  Einheitskreis,  so  kommt: 

c  c  c 

Hier  sind  die  Werte  von  (p(t)  solche,  welche  eine  in  jedem  Rand- 
punkte des  Bereiches  S:  |  ^  |  ^  1  analytische  Funktion  annimmt.  Auch 
nimmt  die  Funktion  F(ßi)  Randwerte  an.  Letztere  fallen  aber  mit 
den  Werten  von  q>(t)  am  Rande  nicht  zusammen,  und  stehen  auch 
in  keiner  ersichtlichen  Beziehung  zu  diesen. 

Ein  zweites  derartiges  Beispiel  entnimmt  man  einer  Bemerkung 
von  Herrn ite,  der  darauf  hinweist,  daß  das  Cauchysche  Integral 


\7tiJ 


f(r)dt 

t  —  z 
c 


in  jedem  außerhalb  des  Bereiches  S  gelegenen  Punkte  z  den  Wert  0 
hat.    Denn  für  einen  solchen  Wert  von  z  ist  ja 

m 

t  —  z' 


1)  Hierüber  besteht  eine  Untersuchung  von  Morera,  Bendiconti  B.  Istituto 
LombardOy  2.  Reihe,  Bd.  22  (1889).  Man  vergleiche  auch  das  Kapitel  über  das 
logarithmische  Potential. 
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als  Funktion  von  /  betrachtet,  im  ganzen  Bereiche  S  stetig  und  in 
jedem  inneren  Punkte*  von  8  analytisch.  Darum  verschwindet  das 
Integral  nach  dem  Cauchyschen  Integralsatze. 


§  5.    Folgerungen  aus  deir  Caucliysohen  Integralformel. 

Nach  der  in  Kap.  6^  §  5  gegebenen  Definition  einer  analytischen 
Funktion  f(z)  ist  nur  die  Existenz  und  Stetigkeit  bzw.  die  bloße 
Existenz  der  Ableitung  f{z)  vorausgesetzt  worden.  Die  Analogie  mit 
dem  Falle  einer  reellen  Funktion  eines  reellen  Arguments  läßt  hier 
nicht  vermuten ;  daß  höhere  Ableitungen  im  allgemeinen  überhaupt 
vorhanden  sein  werden.  Um  so  bemerkenswerter  ist  daher  die  Aus- 
sage  des  folgenden  Satzes. 

1.  Satz.  Verhält  sich  f{z)  in  einem  beliebigen  Bereiche  T  analy- 
tisch, so  besitzt  f(z)  dort  stetige  Ableitungen  aUer  Ordnungen,  welche 
sich  also  auch  in  T  analytisdi  verJialten, 

Hiernach  existieren  ebenfalls  die  höheren  partiellen  Ableitungen  des 
reellen,  sowie  des  rein  imaginären  Bestamlteils  von  f{z),  und  diese  Funlc- 
tionen,  welche  sämüich  stetig  sind,  geniigen  außerdem  der  Laplaceschen 
Differentialgleich  utig : 

Au  =  --,  +  -,  =  0. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  in  den  Entwicklungen  von  §§  1,4  mit 
enthalten.  Sei  nämlich  z^  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  T,  welchen 
man  mit  einer  kleinen  geschlossenen  Kurve,  etwa  mit  einem  ganz 
innerhalb  T  gelegenen  Kreise  C  umgebe.  Für  den  also  eingegrenzten 
Bereich  gilt  dann  nach  jenen  Paragraphen  die  Darstellung: 


f 


^^-   "■  27t%J   {t  —  z)*' 


woraus  man  leicht  erkennt,  daß  sich  die  Funktion  f'(z)  im  Punkte 
z  =  Zq  analytisch  verhält;  vgl.  §  1,  Aufgabe  2.  Jetzt  braucht  man 
nur  noch  den  Schluß  von  n  auf  n  -\-  1  heranzuziehen,  um  den  Be- 
weis allgemein  zu  liefern.  Dabei  wird  die  n^^  Ableitung  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  Zq  durch  die  Formel  gegeben: 

c 
Da   nunmehr  die  Existenz    und   Stetigkeit  der   partiellen   Ablei- 
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tungen  zweiter  Ordnung  feststeht^  so  darf  man  die  Cauchy-Riemann- 
sehen  Diffentialgleichungen: 

du       dv  du  dv 

dx       dy^  dy  dx 

bzw.  nach  x  und  y  differenzieren: 

d^u d^v  c^u  d*v 

dx'^      cxdy^      ^   dy*  cydx' 

Durch  Addition  letzterer  Gleichungen  erhält  man 

.  d^u   ,   d*u      f. 

^"^aP  +  äp^^' 

mit  einem  ähnlichen  Resultat  für  v. 

Umgekehrt  führt  jede  Lösung  u  der  Laplaceschen  Differential- 
gleichung Am  =  0  zu  einer  analytischen  Funktion  u  +  vi  von  x  +  yi. 
In  der  Tat  sei  T  ein  einfach  zusammenhängender,  den  Punkt  z  ^  <x> 
im  Innern  nicht  enthaltender  Bereich,  worin  eine  Lösung  u  dieser 
Gleichung  betrachtet  wird.    Definiert  man  dann  v  durch  die  Formel: 

wobei  der  Integrationsweg  beliebig  in  T  verläuft,  so  genügen  die 
in  T  eindeutigen  Funktionen  u,  v  den  Cauchy-Riemannschen  Differen- 
tialgleichungen. Hängt  T  dagegen  mehrfach  zusammen,  so  sei  P  ein 
willkürlicher  innerer  Punkt  von  T.  In  einer  geeigneten  Umgebung 
von  P  wird  dann  ein  Zweig  von  v  eindeutig  sein.  Hiermit  erreicht 
man  Anschluß  an  das  soeben  erhaltene  Resultat,  und  der  Beweis  ist 
also  fertig. 

Aus  der  Cauchyschen  Integralformel  leitet  man  ferner  eine  wich- 
tige Abschätzung  für  \f{e)\,  sowie  für  \f^'*\z)\  im  Innern  eines  Be- 
reiches S  ab.  Sei  nämlich  M  der  größte  Wert  von  \f{z)'  auf  dem 
Rande  von  S,  z^  ein  innerer  Punkt  von  8,  imd  q  die  kleinste  Ent- 
fernung des  Punktes  z^  vom  Rande,  also 

Dann  ist 

c 
wo  l  die  Gesamtlänge  des  Randes  bedeutet.  Im  Anschluß  an  Formel  (1) 
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erhält  man  aoch  eine  analoge  Abschatziuig  for  p*  (r^  i  .  In  der 
Praxis  haben  diese  Abschätzungen  den  meisten  Wert  f&r  die  Flache 
eines  am  den  Punkt  z^  gelegten  Kreises.    Wir  gelangen  so  zo  dem 

2.  Satz.  Cauchys  Abschätzung.  Ist  fn   im  Kreise  z  —  z^  <ir 
analytisch  und  am  Rande  dessdben  stetig^  so  ist 

(3,  f(z.)  <Jf,  /•-(/,.  <ii!Jtfr-, 

tco  M  den  größten  Wert  von   fiz)   auf  dem  Bande  des  Kreises  hedetdet. 
Setzt  man  nämlich  in  (1) 

t  —  z^-=^re'f', 
so  kommt 

f^"i^,)  <  ilf^^  <  Hl  Mr- ',      w.  z.  b.  w. 

0 

Hieraus  ergibt  sich  femer  der  Satz: 

Zusatz.  Unter  den  nämlichen  Bedingungen  nimmt  f{z)  seinen 
größtepi  Wert  am  Rande  des  Kreises  an. 

Der  Beweis  ist  der  von  Bocher  gegebenen  zweiten  Herleitung 
des  Po isson sehen  Integrals,  Kap.  13,  §  4  nachgebildet  Sei  z^  ein 
beliebiger  innerer  Punkt  des  Kreises,  und  man  f&hre  diesen  Kreis 
durch  eine  lineare  Transformation,  z  =  L{z'),  in  einen  zweiten  Kreis 
über,  derart,  daß  z^  in  dem  Mittelpunkt  z  ^  z^  des  letzteren  zu  liegen 
kommt  Dadurch  wird  f{z)  in  eine  Funktion  Fiz'^  verwandelt,  welche 
im  neuen  Kreise  denselben  Bedingungen  genügt,  wie  f{z)  im  ursprüng- 
lichen, und  außerdem  stellt  M  wieder  den  absolut  genommen  größten 
Randwert  dar.    Dem  vorstehenden  Satze  gemäß  muß  also 

F{z^)  <  31 
sein,  mithin  ist  auch 

f(Zy)  <  31,  w.  z.  b.  w. 

3.  Satz.  Der  Liouvillesche  Satz.  Ist  die  Funktion  f\z)  für 
alle  Werte  von  z  analytisch  und  bleibt  f{z)  außerdem  in  der  ganzen 
Z'Ebeyie  endlich: 

m  <  (r, 

wo  G  eine  Konstante  bedeutet,  so  ist  f(z)  eine  Konstante, 

Sei  z  ein  beliebiger  Wert  des  Arguments,  und  man  stelle  f{z) 
mittels  der  Cauchyschen  Integralformel  dar,  indem  man  als  Bereich  8 
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einen   großen^   den   genannten  Punkt  im   Innern   enthaltenden   Kreis 
|j2f|^  jR  nimmt    Dann  ist 


in 


^   z_    Cfiße^ydq, 
2«J     Be'f^-z    ' 


u 
Also  hat  man^  sobald  nur  R>2W\  ist: 

2;r 


/^w-^(o);<^/^|  = 


2\z\G 


R 


Durch  passende  Wahl  von  R  kann  man  den  letzten  Ausdruck  beliebig 
klein  machen.  Das  erste  Glied  dieser  Relation  hängt  aber  gar  nicht 
Yon  R  ab.  Hieraus  folgt^  daß 

m = m 

ist. 

Aufgabe.    Man  beweise  den  Satz  mit  Hilfe  von  (3),  n  =  1. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  auch  ein  einfacher  Beweis  des  Fun- 
damentalsatees  der  Algebra.    Sei 

G(z)=^aQ  +  a^0 -i hön^",         »n  +  ^;         w>0, 

ein  beliebiges  Polynom.  Dann  hat  die  Gleichung  G{js)  =0  mindestens 
eine  Wurzel.    Wäre  dem  nämlich  nicht  so,  so  würde  die  Funktion 

allen  Bedingimgen  des  Satzes  genügen  und  wäre  daher  eine  Konstante^ 
und  zwar  die  Null,  da 

ist. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einem  von  Morera^)  herrührenden 
Theorem,  welches  als  die  Ilmkehrung  des  Cauchyschen  Integralsatzes 
angesehen  werden  kann. 

1)  Morera,  Reale  Istituto  Lombardo  di  scieme  e  lettere,  R^tulicanti,  2.  Reihe^ 
Bd.  19  (1886),  S.  304. 
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4.  Satz.  Satz  von  Morera.  Ist  f{z)  in  einem  Bereich  T  stetig 
und  verschwindet  das  Integral  J  f{z)de,  erstreckt  über  eine  hdiebige  ge- 
schlossene Kurve  C  von  T,  welche  nur  Punkte  von  T  umfaßt: 

ff{z)dz-Q, 

c 

so  verhält  sich  f{z)  in  T  analytisch. 

Allgemeiner^)  genügt  die  Voraussetzung,  daß  f{z)  in  T  stetig  ist, 
und  daß  das  Integral  verschwendet,  wenn  es  über  den  Band  eines  be- 
liebigen Bechtecks  erstreckt  wird,  dessen  Säten  mit  der  reellen  resp.  mit 
der  rein  imaginären  Aclise  (oder  mit  irgend  zwei  anderen  festen,  senk- 
recht aufeinander  stehenden  Geraden  der  Zahlenebene)  parallel  verlaufen, 
und  welches  außerdem  weder  im  Innern  noch  am  Bande  einen  Band- 
punkt  V071  T  enthält.  Man  braucht  sogar  nur  solche  Bechtecke  in  Be- 
tracht zu  ziehen,  deren  Seitenlänge  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  posi- 
tive Grröße  nicht  überschreitet. 

Sei  z  ^  Zq  =  Xq  -^^  iyQ  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  T.  Man 
umgebe  Zq  mit  einem  Quadrate, 

lX  —  XQ\<h,  y  — j/ol<A, 

dessen  innere  und  Kandpunkte  ausnahmslos  dem  Bereich  T  zugehören, 

und  verbinde  eine  bestimmte  Ecke  a  +  bi  mit  einem 
willkürlichen  Punkte  S  =  ^  +  lyi  desselben  durch  den 
in  der  Figur  angedeuteten  Weg  L  (man  vergleiche 
auch  Kap.  4,  §  3,  Fig.  34,  Typus- 1,  sowie  Fig.  35). 
Führt  man  jetzt  das  Integral  über  diesen  Weg,  so 
erhält  man  dadurch  eine  im  Quadrate  eindeutig  er- 
klärte Funktion 

{  n 

F{t)  -ff(^)  dz  -ff  ix  +  ib)  dx  +  ij  f{^  -f  iy)  dy. 

La  b 

Diese  Funktion  läßt  offenbar  eine  partielle  Ableitung  nach  ?;  zu, 
und  zwar  ist 


1)  Der  Anstoß  zu  der  allgemeineren  Formulierung  des  Satzes  wurde  durch 
einen  ähnlichen  Gedanken  von  Herrn  Bö  eher  in  seiner  Behandlung  des  loga- 
rithmischen Potentials  gegeben,  Proceedings  Ämer.  Acad.  Arte  and  Sciences,  Bd.  41 
(1906)  S.  577. 
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Andererseits  kann  man^  den  Voranssetznngen  des  Satzes  gemäß, 
die  Funktion  F{^)  durch  das  über  i'  erstreckte  Integral   darstellen: 

^  »/  \ 

F{i)  =  ff(z)dz  =  ij'f(a  +  iy)dy  +J)\x  +  iri)dx, 

V  h  a 

Hiemach  findet  man: 

af  =  /-(H-i'?)- 

Es  hat  sich  somit  ergeben,  daß  die  beiden  reellen  Funktionen 
U(x,y)  und  V(x,y),  wo 

F{z)^  ü{x,y)  +  iV{x,y) 

gesetzt  ist,  stetige  partielle  Ableitungen  erster  Ordnung  zulassen, 
welche  außerdem  den  Cauchy-Riemannschen  Differentialgleichungen 
genügen.  Infolgedessen  verhält  sich  F(z),  und  darum  auch  f(z)'^F\z) 
im  Punkte  Zq  analytisch. 

Geht  man  endlich  von  der  in  der  Klammer  ausgesprochenen 
Voraussetzung  aus,  so  wird  man  zunächst  eine  neue  Veränderliche  z' 
vermöge  der  Relation 


z  «  z  &'' 


einführen.  Durch  passtade  Wahl  von  a  wird  dann  dieser  Fall  auf 
den  soeben  besprochenen  direkt  zurückgeführt. 

Auf  Grund  des  Moreraschen  Satzes  gestaltet  sich  der  Beweis 
der  Weierstraßschen  Keihensätze  außerordentlich  einfach  und  elegant. 

5.  Satz.     Weierstraßscher  Reihensatz.^)     Sei 

f  {z)  ^  u^{z)  +  ■u^{z)  ^ 

eine  unendliche  Reihe  von  FunMionen,  deren  alle  sich  in  einem  Bereich  T 
analytisch  verhalten.  Konvergiert  sie  dann  in  jedem  in  T  gelegenen  Be- 
reiche S  gleichmäßig,  so  stellt  sie  eine  in  T  analytische  Funktion  vor. 

Des  tveiteren  läßt  sich  die  Reihe  gliedweise  differentiieren: 

f[z)  =  u^{z)  +  uj{z)  H . 

lyiese  letztere  Reihe  konvergiert  ebenfalls  gleichmäßig   in  jedem  der  ge- 

1)  Weierstraß,  „Zur  Theorie  der  Potenzreihen**,  Werke,  Bd.  1,  S.  67. 
Diese  Abhandlung  trägt  das  Datum  1841,  wurde  aber  zu  der  Zeit  nicht  veröf- 
fentlicht. In  den  Monatsberichten  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin^ 
1880,  S.  780=  Wtrke,  Bd.  2,  S.  205  hat  Weierstraß  den  Satz  ausgesprochen 
und  bewiesen. 


304    n,  7.  Integralsätze  u.  singnl.  Pankte.  Rationale  Fankt.  Reihenentwicklgen. 

nannten  Gebiete,  und  die  vorgelegte  Reihe  gestattet  somit  eine  unbegrenzte 
WiederJwlung  der  gliedweisen  Differentiation. 

Vor  allem  bemerken  wir,  daß  eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe 
stetiger  komplexer  Funktionen  eine  stetige  Funktion  Torstellt  und 
gliedweise  integrierbar  ist.^)  Damach  erweist  sich  die  vorliegende 
Funktion  fijs)  zunächst  als  stetig.     Bildet  man  jetzt  die  Reihe 

j  f{z)  dz  =^j  u^{z)  dz  +Jt^(z)dz  +  •  •  •, 
c  c  c 

80  verschwindet  jedes  Integral  rechter  Hand  nach  dem  Cauchy sehen 
Integralsatze.  Daher  verschwindet  auch  das  linker  Hand  stehende 
Integral^  und  f(z)  verhält  sich  somit  zufolge  des  Moreraschen  Satzes 
in  T  analytisch. 

Um  noch  die  gliedweise  DifiFerentiierbarkeit  der  Reihe  festzu- 
stellen, setze  man  die  Reihe  an: 

{A\  i   __/W  1     j^M     ,     1      tsffl 

W  2ni(t  —  zy  ^  2xi  {t  —  z)*  "•"  2«»  (t  — £;)«  "^     "' 

WO  t  einen  Randpunkt,  z  einen  innem  Punkt  von  dem  durch  C  be- 
grenzten Bereich  S  bedeutet.  Dann  überzeugt  man  sich  leicht,  daß 
auch  diese  Reihe  längs  C  gleichmäßig  konvergiert.  Hierbei  its  z  als 
ein  fester  Pimkt  anzusehen.  Diese  Reihe  wollen  wir  nun  über  den 
ganzen  Rand  von  S  in  positiver  Richtung  integrieren: 


1     ff{t)dt   _     1     ru^(t)dt  1     ru^{t)dt 

(^)  2Äf_/  {t  —  zY  ""  2  5ri/   {t  —  zy   ■*"  2n%J  \t  —  z)* 

€  C  C 


+ 


Die  Integrale  stellen  aber  nach  (1)  bzw.  die  Funktionen  f"(z),  Ui(z), 
u^{z)j . .  .  vor,  und  hiermit  ist  die  gliedweise  DiflFerentiation  begründet.*) 


1)  Die  Definition  der  gleichmäßigen  Konvergenz,  sowie  der  Beweis  der 
hier  angeführten  Sätze  überträgt  sich  vom  reellen  auf  das  komplexe  Gebiet  ohne 
formale  Modifikation. 

2)  Der  hier  benutzten  Beweismethode  hätte  man  sich  auch  schon  zur  Be- 
gründung des  ersten  Teils  des  Satzes  bedienen  können,  wobei  dann  im  Nenner 
t  —  £f  an  Stelle  von  {t  —  z)*  treten  müßte.  Man  hüte  sich  aber  davor,  gleich 
aus  der  Relation 

{t)dt 

-j 


1    rf{t)dt  __  1    ru^  (t)  dt     _i_  A*, 

27tiJ    t-z    ~2niJ     t  —  z''^2%xj     t 


2n%  J    t—z         2m  j     t  —  z  2%%  J     t  —  z 

C  6'  C 

zu  schließen,  daß  das  linker  Hand  auftretende  Integral  zufolge  der  Cauchyschen 
Integralformel  die  Funktion  f{z)  vorstelle.  Man  kann  nämlich  zunächst  bloß 
folgern,  daß  dieses  Integral  nach  dem  Hauptsatz  von  §  1  eine  innerhalb  S  ana- 
lytische Funktion  F{z)  definiert,  deren  Randwerte  jedoch,  falls  überhaupt  welche 
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Behufs  der  gleichmäßigen  Konvergenz  der  Reihe  der  Ableitungen 
sei  S'  ein  abgeschlossener^  innerhalb  C  gelegener  Bereich.  Dann 
weist  man  ohne  Schwierigkeit  nach^  daß  die  Reihe  (4)  gleichmäßig 
konvergiert,  wenn  die  unabhängigen  Variabelen  z  und  t  auf  5'  bzw.  C 
beschränkt  werden.  Infolgedessen  konvergiert  die  Reihe  (5)  gleich- 
mäßig in  S'  und  daraus  erkennt  man  die  Richtigkeit  des  Satzes. 

Andere  Formulierjung  des  5.  Satzes.     Sei 

eine  unendliche  Reihe  von  FunMionen,  deren  alle  in  jedem  innem  und 
Randpmikte  eines  Bereiches  S  stetig  und  im  Innern  desselben  analytisch 
sind.  Konvergiert  sie  dann  am  Rande  C  von  S  gleichmäßig,  so  stellt 
sie  eine  innerhalb  S  analytische  Funktion  f{z)  vor. 

Des  iveiteren  läßt  sich  die  Reihe  gliedtveise  differenzieren: 

f'{z)  =  U^{Z)  +  Wg'W  •  •  •  • 

Diese  letzte  Reihe  konvergiert  ebenfalls  gleichmäßig  in  jedem  ahgeschlos- 
senen,  innerhalb  S  gelegenen  Bereiche  S\  und  die  vorgelegte  Reihe  ge- 
stattet somit  eine  unbegrenzte  Wiederholung  der  gliediveisen  Differentiation. 

Der  Beweis  erfolgt  nach  der  in  der  Anmerkung  besprochenen 
Methode.^)  Aus  dieser  Form  des  Satzes  leitet  man  auch  die  zuerst 
betrachtete  Form  ohne  weiteres  b©r- 

Zum  Schluß  bemerken  wir  noch,  daß  der  vorstehende  Satz  fol- 
gender allgemeineren  Fassung  fähig  ist. 

6.  Satz.  Allgemeine)'  sei  s(z,  a)  für  unendlich  viele  Werte  von  a 
eine  in  einem  Bereich  T  analytische  Funktion,  Beim  Grenzübergange 
lim  ß  =  ä  möge  s{Zf  a)  ferner  einem  limes  zustreben: 

lim  s{z,  a)  =-  f{z), 


a  =  u 


vorhanden  sein  sollten,  nicht  notwendig  mit  dem  Werte  der  Funktion  f(t)  am 
Rande  zusammenfallen.  Der  Beweis  fährt  nun  so  fort:  Die  rechts  stehenden 
Integrale  stellen  allerdings  laut  der  Cauchjschen  Integralformel  bzw.  die  Glieder 
der  vorgelegten  Reihe  vor.  Daher  stimmt  die  soeben  als  innerhalb  S  analytisch 
erkannte  Funktion  F{z)  dort  mit  f{z)  überein.  Jetzt  ist  man  erst  im  Besitze 
aller  Angaben,  die  zur  Identifizierung  des  betreffenden  Integrals  mit  der  Cauchj- 
sehen  Integralformel  nötig  sind. 

Wie  man  sieht,  ist  der  auf  dem  Moreraschen  Satze  fußende  Beweis  doch 
bedeutend  einfacher. 

1)  Dieser  Satz  subsumiert  sich  übrigens  direkt  unter  den  5.  Satz  auf  Grund 
der  2.  Aufgabe  unter  dem  3.  Satze  Kap.  13,  §  3. 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  S.  Aufl.  20 
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Wir  schließen  diesen  Paragraphen  mit  einem  SatKe^  welcher  für 
die  Theorie  der  bestimmten  Integrale  (im  engeren  Sinne  des  Wortes) 
von  grundlegender  Bedeutung  ist. 

7.  Satz.  Sei  f(t,ss)  eine  stetige  Funktion  der  heiden  unab- 
hängigen Variabelen  t  und  ss,  wo  t  auf  einer  regulären  Kurve  C  und  z 
in  einem  Bereiche  T  liegt.  Erteilt  man  t  einen  beliebigen  Wert,  so 
soll  sich  f{ty  b)  femer,  als  Funktion  von  z  allein  betrachtet,  in  T  ana- 
lytisch verhalten.     Dann  definiert  das  Integral 


ff(t,  z)  dt 


eine  in  T  analytische  Funktion  F(z).     Im  übrigen  ist 


f  *F(z)  dz  =  fdt  ff{ty  z)  dz, 

V  c     l 


tvo  r  eine  reguläre  innerhalb  T  gelegene  Kurve  bedeutet,  soiiie 


ü  a 


Indem  man  das  Integral  in  seine  reellen  und  rein  imaginären 
Bestandteile  zerfällt,  erkennt  man  zunächst  die  Stetigkeit  der  durch 
dasselbe  definierten  Funktion  F{z).  Sei  F^  eine  reguläre  geschlossene 
Kurve  des  Bereiches  T,  welche  außerdem  nur  innere  Punkte  von  T 
umfaßt.  Dann  erkennt  man  wieder  durch  Zerlegung  in  Reelles  und 
Imaginäres,  unter  Einführung  der  Bogenlänge  als  Integrationsvariabele, 
daß 

If(z)  dz  =fdzff(t,  z)  dt^fdtff{t,  z)dz^O 

}\  Y\         C'  C        ix 

ist,    und  hieraus    folgt    vermöge   des  Moreraschen   Satzes,   daß  F{z) 
sich  in  T  analvtiseh  verhält. 

Setzt  man  nun  zunächst  die  Stetigkeit  der  Ableitung  cflcz 
z==f^(t,z),  als  Funktion  der  unabhängigen  Veränderlichen  t,  z  be- 
trachtet, voraus,  so  beweist  man  den  zweiten  Teil  des  Satzes,  indem 
man  das  über  einen  in  7'  gelegenen  Weg  erstreckte  bestimmte  Integral 

3  Z 

fdzj'at,  z) dt  =fdtfat,  z) de  =  F{e)  -  F(e,) 

bildet  und  dasselbe  dann  nach  z  dififerentiiert. 

20* 
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Wir  können  aber  noch  nachweisen,  daß  f^(ty  z)  immer  stetig  ist, 
womit  denn  obigem  Beweise  allgemeine  Gültigkeit  zukommt  Diese 
Behauptung  sprechen  wir  als  einen  besonderen  Satz  aus. 

8.  Satz.^)  Genügt  fit,  z)  denselben  Bedingungen,  wie  im  7.  Satze, 
so  wird  auch  die  Funktion  df/cz  =  f,{t,  e)  stetig  von  t,  z  abhängen 
und  sidi  für  jeden  festen  Wert  von  t  analytisch  in  T  verhalten. 

Dasselbe  gut  dann  allgemein  für  jede  der  Funktionen  c^ffcs^^ 
n=  1,2, ... 

Sei  z  =  z  ein  willkürlicher  Punkt  von  T,  und  man  betrachte 
eine  Umgebung  S^  von  /,  welche  nebst  Rande  Fj  innerhalb  T  liegt 
Dann  läßt  sich  /*,(^,  z)  innerhalb  S^  nach  Formel  (1),  n  =  1,  dieses 
Paragraphen,  wie  folgt,  ausdrücken: 

Da  nun  der  Integrand,  als  Funktion  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen t  auf  C,  l  auf  r^  und  z  in  einem  abgeschlossenen,  innerhalb  F^ 
gelegenen  Bereiche  S^  betrachtet,  stetig  ist,  so  wird  das  Integral  auch 
eine  stetige  Funktion  von  t  auf  C  und  z  in  S^  vorstellen,  womit 
denn  der  Satz  bewiesen  ist. 

Aufgabe  1.  Genügt  f^t,  z)  denselben  Bedingungen,  wie  im 
7.  Satz,  wobei  nun  T  außerdem  einfach  zusammenhängen  und  den 
Punkt  jsr  =  oo  nicht  im  Innern  umfassen  soU,  so  genügt  die  Funktion 


z 


F{t,z)=-J  fit,  n) de 

a 

ebenfalls  jenen  Bedingungen. 

Aufgabe  2.  Genügt  f(t,  z)  denselben  Bedingungen  wie  im 
7.  Satze;  existiert  femer  cf/dt  =  f(t,z)y  und  ist  diese  Funktion 
stetig  für  alle  in  Betracht  kommenden  Wertepaare  (t,  z),  so  ist 
f^{t,  z)  für  jeden  festen  Wert  von  t  eine  in  T  analytische  Funktion 
von  z. 

§  6.    Fortsetzung;  isolierte  singulare  Funkte. 

Die  Funktion  f(z)  sei  an  jeder  Stelle  der  Umgebung  einfes  Punktes 
z  ^^  a  mit  Ausnahme  dieses  Punktes  selbst  analytisch.*)  Wir  wollen 
jetzt  untersuchen,  wie  sich  f{z)  in  dieser  Umgebung  verhalten  kann. 

1)  Böcher,  Annah  of  Mathematics,  2.  Reihe,  Bd.  12  (1910),  S.  20. 

2)  Wir  erinnern  wiederum  an  die  Vereinbarung,  wonach  unsere  Funktionen 
als  eindeutig  angesehen  werden  sollen,  sofern  das  Gegenteil  nicht  ausdrücklieh 
bemerkt  wird. 
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a)  Pole,     Vor  allem   kann  f(0)  im  Punkte  a  unendlich  werden: 

lim  f{0)  =  cx>. 


z  =  a 


Die  Funktion  muß  dann  beim  Herannahen  des  Punktes  z  an  den 
Punkt  a  längs  eines  jeglicJien  Weges  ins  Unbegrenzte  wachsen.  In 
diesem  Falle  heißt  a  ein  Pol  der  Funktion.^) 

Beispiel. 

wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  und  (p{z)  eine  im  Punkte  j?  «  a  ana- 
lytische, dort  nicht  verschwindende  Funktion  von  is  ist. 

b)  Hebbare  Unstetigkeiten.  Verlangen  wir  jetzt,  daß  f(0)  in  der 
Nähe  von  a  endlich  bleibe: 

\f{z)\<G,        0<|;^-a|<Ä. 

Im  Falle  einer  reellen  Funktion  einer  reellen  Veränderlichen 
wäre  mit  dieser  Voraussetzung  noch  nicht  viel  getan.  Man  denke 
z.  6.  an  die  Funktion 

/•(a:)  =  sin^, 

sowie 

welche  beide  in  der  Nähe  des  Punktes  rc  =  0  endlich  bleiben  und 
dennoch  dort  eine  Unstetigkeit  aufweisen;  vgl.  Kap.  1,  §§  2,  3,  ins- 
besondere Figuren  5  und  7. 

Wesentlich  anders  verhält  sich  aber  die  Sache  bei  einer  ana- 
lytischen Funktion  eines  komplexen  Arguments.  Es  ist  ja  klar,  daß 
auch  hier  eine  Art  von  Unstetigkeiten  vorkommen  kann,  wofür  die 
folgenden  Beispiele  typisch  sind. 

a)  Sei 

b)  Sei 

Eine  derartige  Unstetigkeit,  welche  also  durch  Abänderung  des 
Funktionswertes  in  einem  einzigen  Punkte  resp.  durch  eine  geeignete 


1)  Nach  Weierstraß  eine  außerwesentliche  singulare  Stelle. 
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ergänzende  Erklärung  der  Funktion  in  diesem  Punkte  gehoben  wer- 
den kanU;  heißt  nach  Biemann  eine  hebbare  ünstetigkeit.  und 
nun  stellt  sich  das  merkwürdige  Resultat  heraus,  daß  hier  überhaupt 
keine  weitere  Möglichkeit  vorhanden  ist.  Das  wollen  wir  noch  in 
folgenden  Satz  zusammenfassen. 

9.  Satz.  Riemannscher  Satz.^)  Ist  f{z)  in  der  Umgebung  des 
Ptmktes  z  -^  a,  nwr  von  diesem  Punkte  selbst  abgesehen,  analytisch  und 
bleibt  f{z)  in  diesem  Bereiclie  endlich: 

\f{z)\<G,        0<l^-a|<Ä, 

so  nähert  sich  f{z)  einem  Grenzwert  A,  wenn  z  gegen  a  Iconvergiert, 

Legt  man  f(z)  femer  im  PutüUe  a 
den  Wert  A  bei:  f(a)  =  A,  so  wird 
f{z)  dadurdi  amh  in  diesem  Punkte 
analytisch. 

M.  a,  W.  kann  die  Funktion  f(z) 
unter  den  Bedingungen  des  Satzes  hoch- 
Fig.  75.  ster^    eine     hebbare     ünstetigiceit     im 

Punkte  a  aufweisen. 
Um  den  Beweis  zu  führen,  stellen  wir  die  Funktion  f{z)  in  der 
Umgebung  von  a  vermöge  eines  Integrals  dar.  Sei  C  eine  geschlos- 
sene, den  Punkt  a  im  Inneren  enthaltende  einfache  reguläre  Kurve 
der  betreffenden  Umgebung  von  a,  und  z  =^  a  ein  beliebiger  innerer 
Punkt  von  (7,  welchen,  einmal  gewählt,  wir  nun  festhalten  wollen. 
Man  lege  um  a  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  y  vom  Radius  r  und 
bestimme  r  so,  daß  sowohl  C  als  z  außerhalb  y  liegen.  In  dem  von 
C  und  y  also  abgegrenzten  ringförmigen  Gebiete  gibt  dann  die 
Cauchysche  Integralformel  folgenden  Ausdruck  für  die  Funktion: 

../x      1    r  fit)  dt      1    rf(t)dt 
(1)  f^^)  =  2-nij  -t-z+2VtJ  r-z' 

C  Y 

Wir  wollen  zeigen,  daß  das  zweite  Integral  rechter  Hand  verschwindet. 
In  der  Tat  hängt  das  erste  Integral,  sowie  die  Funktion  f(z)  linker 
Hand,  nicht  von  r  ab,  daher  gilt  dasselbe  auch  vom  genannten  Inte- 
gral.    Da  nun  längs  y 

^  —  a  =  re^*,         I  f{t)  \<G,  t-  z  /^\z-a\—r>i) 

1)  Riemann,  Grundlagen  für  eine  allgemeine  Iheorie  der  Funktiotien  einer 
veränderlichen  komplexen  Größe ^  §  12,  Inauguraldissertation,  Göttiugen,  1851; 
Werke,  S.  23. 
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ifit^  so  folgt: 

9.' 


*  f{t)dt\         1_        G'2nr 


e  2«     \s  —  a\  — r 

Der  letzte  Ausdruck  kann  durch  passende  Wahl  von  r  beliebig  klein 
gemacht  werden,  woraus  sich  denn  die  Richtigkeit  .der  Behauptung 
ergibt.     Hiermit  haben  wir  die  gewünschte  Darstellung  gewonnen: 


(2) 


f(')-Aj'.'^':- 


Die  Formel  gilt  für  jeden  inneren  Punkt  von  C  mit  alleiniger  Aus- 
nahme von  z  =  a. 

Nun  knüpfen  wir  an  den  Hauptsatz  von  §  1  an.  Daraus  erhellt, 
daß  das  Integral  eine  auch  im  Punkte  z  ^^  a  analytische  Funktion 
vorstellt.  Mit  dieser  Funktion  stimmt  aber  f{e)  in  allen  inneren 
Punkten  z  =^  a  von  C  überein.     Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Der  Leser  beachte  wohl,  daß  auch  der  letzte  Teil  des  Satzes  eine 
wichtige  Eigenschaft  analytischer  Funktionen  im  komplexen  Gebiete 
konstatiert.     Im  reellen  Falle  ist  beispielsweise  die  Funktion 

/•(x)  =  a; sin  ^  ,    x  +  0;        /-(O)  =  0 

für  alle  Werte  von  x  stetig,  und  diese  Funktion  läßt  außerdem  im 
allgemeinen  eine  stetige  Ableitung  zu,  nur  der  Punkt  ic  =»  0  bildet 
eine  Ausnahme.  Warum  sollte  es  denn  nicht  auch  Funktionen  eines 
komplexen  Arguments  geben,  die  in  einem  Bereiche  S  ausnahmslos 
stetig  sind  und,  von  einem  einzigen  Punkte  z  =  a  abgesehen,  mit  einer 
stetigen  Ableitung  versehen  sindV^) 

Aufgabe.  Die  Umgebung  des  Punktes  z  =  a  möge  ein-eindeutig 
auf  einen  endlichen  Bereich  der  ti;-Ebene  bezogen  sein ;  außerdem  soll 
die  Abbildung  der  Umgebungen  zweier  zugehöriger  Punkte  z  =  /, 
tc  =  IV ,  höchstens   mit  Ausnahme   des  Punktes  z  =  a,   konform    sein. 

1}  Das  Übersehen  dieser  Möglichkeit  hat  auch  früher  zu  einem  falschen 
Beweise  des  obigen  Satzes  geführt,  vgl.  Duröge,  Iheorie  der  Funktionen^ 
2.  Aufl.,  1873,  S.  112.  Dieser  falsche  Beweis  ist  dann  von  späteren  Autoren  vielfach 
reproduziert  worden.  Der  hier  gegebene  Beweis  findet  sich  in  der  ersten  Auflage 
des  Duregeschen  Werkes  und  dürfte  wohl  von  Riemann  herstammen,  welcher 
aber  den  Satz  a.  a.  0.  auf  andere  Weise  bewies.  Wegen  einer  Reihe  anderer  ein- 
facher Beweise  vergleiche  man  Landau,  Bull,  Amer.  Math.  Soc.  2. Reihe,  Bd.  12 
(1906),  S.  155;  Curtiss,  Annais  of  MaUiematics,  2.  Reihe,  Bd.  7  (1906),  S.  161; 
flowie  Böchor,  ibid.  S.  163. 
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Man  zeige^  daß  w  dann  beim  Grenzübergänge  lim  z  =  a  einem  Grenz- 
punkte w  =  h  zustrebt  und  daß,  wenn  der  Punkt  z  ^  a  dem  Punkte 
IC  =  h  entspricht;  die  Beziehimg  auch  in  diesem  Punkte  konform  ist. 

c)  Wesentliche  Singularitäten.  Dieser  Fall  umfaßt  alle  Möglich- 
keiteU;  welche  sich  nicht  unter  a)  oder  b)  subsumieren.  Dem  entspricht 
die  folgende  Definition:  Hat  f\z)  im  Punkte  z^a  eine  Singularität, 
die  weder  ein  Pol  noch  eine  hebbare  Unstetigkeit  ist,  so  heißt  a  nach 
Weierstraß  eine  iveseniliche  singulare  Stelle.^)  Bezüglich  des  Ver- 
haltens der  Funktion  in  der  Nähe  eines  derartigen  Punktes  hat  Weier- 
straß den  folgenden  Satz  gefunden. 

10.  Satz.  In  der  Umgehung  einer  isolierten  wesentlichen  singulären 
Stelle  kommt  die  Funktion  jedem  vorgegebenen  Werte  heliebig  n<ihe. 

Sei  C  eine  beliebige  reelle  oder  komplexe  Größe,  Dann  soll  ge- 
gezeigt werden,  daß  nach  Annahme  zweier  willkürlicher  positiver 
Zahlen  £,  h  ein  Punkt  z^a  von  der  Umgebung    z  —  a<h  der  Stelle  a 

existiert,  wofür 

C-fiz)   <a 

ist.    Träfe  das  nämlich  nicht  zu,  so  müßte  durchweg 

£—         0<|^-a|<Ä, 


sein,  und  die  Funktion  1/[C  — /*(;?)]  würde  somit  aUe  Voraussetzungen 
des  Falles  b)  erfüllen.  Infolgedessen  müßte  diese  Funktion  nach  dem 
9.  Satze  beim  limes  jer  =  a  einem  Grenzwert  X  zustreben.  Ist  A  =  0, 
so  wird  f(z)  im  Punkte  a  unendlich  und  entspricht  daher  den  Be- 
dingungen des  Falles  a).  Ist  dagegen  A  +  0,  so  entspricht  f(z)  den 
Bedingungen  des  Falles  b).  Beides  verstößt  gegen  die  Voraussetzungen 
und  damit  ist  der  Beweis  fertig. 

Beispiel.     Sei 

f{z)==e^,        a  =  0. 

Hat  C  irgend   einen    von   0   verschiedenen  Wert,    so   läßt   sich   die 

Gleichung 

1 

(3)  C  =  e' 

nach  z  wirklich  auflösen  und  zwar  häufen  sich  ihre  Wurzeln  in  der 
Nähe  der  Stelle  a  =  0: 


1)  Die  Definition  einer  isolierten  wesentlichen   singulären  Stelle  läßt   eine 
Erweiterung  zu,  die  wir  später  einmal  besprechen  werden. 
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2i 


'*       logC       log|  C|  +  (y  +  2^•7r)t' 

WO  y  einen  besonderen  Wert  von  arc  C  bedeutet.  Je  größer  Tc  an- 
genommen wird,  desto  näher  rückt  die  entsprechende  Wurzel  an  den 
Punkt  JET  =  0  heran.  Wählt  man  dagegen  C==  0,  so  hat  Gleichung  (3) 
keine  Wurzel.  Trotzdem  bleibt  der  Weierstraßsche  Satz  bestehen, 
denn  die  Funktion  strebt  ja  dem  Werte  0  zu,  wenn  z  etwa  längs  der 
negativen  reellen  Achse  gegen  0  konvergiert. 

Hiermit  wird  die  Frage  nahe  gelegt,  ob  es  im  allgemeinen 
mehrere,  eventuell  auch  unendlich  viele  Werte  geben  kann,  die  die 
Funktion  in  der  Nähe  einer  isolierten  wesentlichen  singulären  Stelle 
nicht  annimmt.  Diese  Frage  hat  Picard  erledigt,  indem  er  zeigte, 
daß  es  höchstens  (wie  im  vorliegenden  Falle)  einen^)  Wert  geben 
kann,  den  die  Funktion  nicht  wirklich  annimmt. 

Einen  besonderen  Fall  des  Picard  sehen  Satzes,  welcher  jedoch 
gegenwärtig  für  die  Praxis  vollkommen  auszureichen  scheint,  kann 
man  noch  mit  elementaren  Hilfsmitteln  beweisen. 

11.  Satz.    Die  Funktion  f{z)  habe  im  Punlie  z  =  a  eine  isolierte 

wesentliche  singulare   Stelle;    sti  ferner   C  eine  willkürliche  komplexe 

Größe,  \tv  —  C  <Ch  eine  beliebig  kleine  Umgebung  des  PunJäes  w^C. 

Dann  gibt  es  innerhalb  dieser  Umgebung  einen  Punkt  C,  wofür  die 

Gleichung 

f{z)  =.  C 

unendlich  viele  Wurzeln  besitzt,  welche  denn  den  Funkt  a  zur  Häufungs- 
stelle  haben. 

Dem  Weierstraßschen  Satze  zufolge  nimmt  nämlich  f{z)  für 
einen  innerhalb  des  Bereichs  0  <  |  ^  —  a  |  <  d^  gelegenen  Punkt  5i 
einen  Wert  C^  an,  welcher  im  Bereiche  w  —  C  '<,h  ^h^  liegt. 
Ist  /"(£i)  +  0,  so  definiert  die  Gleichung 

eine  ein-eindeutige  Abbildung  der  Umgebung  von  g^  auf  die  Umge- 
bung Tj  von  Cj;  erstere  Umgebung  wollen  wir  als  einen  kleinen 
Kreis,  |  ^  —  5i  |  <  ^n  wählen,  welcher  ganz  im  Bereiche  \z  —  a\<^S^ 
liegt,  aber  nicht  bis  an  den  Punkt  a  hinanreicht,  und  wofür  sich 
außerdem  T^  ganz  im  Bereiche    w  —  C\<C,h^  befindet.    Sollte  indessen 

1)  bzw.  zwei  Werte,  falls  man  die  in  der  letzten  Anmerkung  erwähnte  Erwei- 
terung der  Definition  der  isolierten  wesentlichen  singulären  Stellen  zuläßt,  wonach 
sieb  Pole  in  der  Nähe  derselben  häufen  dürfen.    Man  vergleiche  Kap.  13,  §  15 
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/"(gj)=»0  sein,  so  kann  man  jedenfalls  einen  zweiten  Punkt  £,'  finden, 
wofür  /"(^lO  +  0  ist,  während  f{ti)  noch  im  Bereiche  |  w;  -  C|  <  A^ 
liegt,  und  diesen  dann  als  den  Punkt  g^  nehmen. 

Man  wiederhole  diesen  Schritt,  indem  man  nun  C^  an  Stelle  Ton  C 
treten  läßt  und  überdies  Äj,  d,  so  klein  nimmt,  daß  der  Kreis  w  —  C^lKh^ 
innerhalb  T^  liegt,  während  andererseits  kein  Punkt  des  Kreises 
I ;?  —  a  I  <  d,  mit  einem  Punkte  des  Kreises  '  ^  —  &i  <  «i  zusammen- 
fällt. Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  einem  neuen  Punkte  ^,  wo- 
für Cj  =  fiti)  im  Kreise  |  w  —  6\  i  <  h^  liegt  und  außerdem  r(4)  +  0 
ist.  Infolgedessen  wird  ein  kleiner  Kreis  1^  — 52l<*f;  welcher  im 
Kreise  \z  —  a\  K^d^  liegt  und  nicht  bis  an  a  hinanreicht,  ein-eindeutig 
auf  eine  Umgebung  T^  Ton  C^  abgebildet;  im  übrigen  soll  s^  so  klein 
genommen  werden,  daß  T^  in  T^  liegt. 

Durch  fortgesetzte  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erhält  man 
eine  unbegrenzte  Folge  ineinander  eingeschachtelter  Bereiche  Tj,  T,, . . ., 
welche  mittels  der  Relation 

tv^f  {z) 

bzw.  auf  die  Kreise  iS?  —  J;^  <  £^,  n  ==  1,  2, .  .  .,  ein-eindeutig  ab- 
gebildet werden.  Diese  Bereiche  T^  haben  mindestens  einen  Punkt  C 
gemeinsam,  und  diesem  Punkte  entspricht  nunmehr  in  jedem  jener 
Kreise  ein  Bildpunkt  e^: 

C'-fM,        (n=l,  2,...). 
Hiermit  ist  der  Beweis  erbracht. 

Zusatz.  Der  Satz  gilt  auch  für  eine  wesentliche  singulare  Stelle 
zweiter  Art,  d.  h.  für  den  Fall,  daß  f{z)  in  der  Nähe  der  Stdle  z^a 
bis  auf  Pole  analytisch  ist,  daß  sidi  aber  Pole  in  jeder  Umgebung  des 
Punktes  z  ^  a  befinden. 

In  der  Tat  sei  C  eine  beliebige  Zahl.  Nimmt  f(z)  den  Wert  C 
in  jeder  vorgegebenen  Nachbarschaft  des  Punktes  ^  =  a  an,  so  wird 
der  Satz  bereits  zugestanden.     Im  anderen  FaUe  hat  die  Funktion 

wo  F{z)  in  den  Polen  von  f(z)  als  0  erklärt  wird,  eine  wesentliche 
singulare  Stelle  im  Punkte  z  =  a,  wie  sie  der  vorstehende  Satz  vor- 
aussetzt, und  der  Beweis  erfolgt  jetzt  ohne  weiteres  auf  Grund  dieses 
Satzes. 

Isolierte  singtdäre  Linien.  Im  Anschluß  an  das  Vorhergehende 
woUen  wir  noch  den  folgenden  Satz  beweisen. 
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12.  Satz.^)  Id  f(js)  in  einem  Bereicfie  S  stetig  undy  abgesehen 
von  den  Funkten  einer  einfadien  regulären  Kurve  F,  im  Innern  von  S 
analytisch,  so  ist  f{z)  atu:h  in  den  innerhalb  S  gelegenen  Punkten  von  F 
nncäytisch. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  S  durch  die  Kurve  F  in 
zwei  Bereiche  S^,  /S,  zerlegt  wird.  Die  Ränder  von  S,  S^,  Sj  mögen 
mit  C,  Cj,  Cj  bezeichnet  werden.    Sei  z  ein  beliebiger  innerer  Punkt 

von  S^,    Dann  ist 

1      ffmt^ 


f{^) 


Andererseits  ist  nach  Hermites  Bemerkimg,  §  A,  Ende 

2«»^      t  —  z 

Durch  Addition  der  beiden  Gleichungen  kommt*) 


fi'^-tj's- 


Nach  demselben  Raisonnement  steUt  diese  Formel  die  Funktion  f{z) 
im  Bereiche  S^  ebenfalls  dar.  Nun  definiert  aber  das  Integral  nach  dem 
Hauptsatz  von  §  1  eine  Funktion,  die  sich  im  ganzen  Innern  von  S 
analytisch  verhält.  Wegen  der  Stetigkeit  von  f{z)  wird  also  diese 
Punktion  auch  in  den  Punkten  von  F  durch  die  vorstehende  Formel 
ausgedrückt,  womit  denn  der  Satz  für  diesen  Fall  bewiesen  ist 

Um  den  Satz  jetzt  allgemein  zu  beweisen,  fassen  wir  einen  be- 
liebigen innerhalb  S  gelegenen  Punkt  P  von  F  ins  Auge  und  legen 
einen  kleinen  Kreis  um  ihn.  Dann  sind  für  diese  Kreisfläche  alle  Be- 
dingungen des  soeben  erledigten  Falles  erfüllt,  und  darum  verhält 
sich  f  {z)  analytisch  in  P.  Hiermit  ist  der  Beweis  fertig.  Man  kann 
auch  mehrere  Kurven  F^, .  . .,  F„  zulassen,  welche  eine  endliche  An- 
zahl von  mehrfachen  und  Schnittpunkten  haben;  doch  wäre  es  ein 
Irrtum  zu  glauben,  daß  der  Satz  notwendig  gelte,  wenn  die  Anzahl 
dieser  Kurven  unendlich  wird. 


1)  Riemann,  Inaugurahiissertation,  §  12;  Werke,  S.  23. 

2)  Daß  bei  den  beiden  Integrationen  F  zweimal  durchlaufen  wird  und  zwar 
das  zweite  Mal  in  entgegengesetztem  Sinne,  leuchtet  ja  ohne  weiteres  ein.  Die 
arithmetische  Begründung  dieser  Annahme  wird  durch  die  Entwicklungen  von 
Kap.  6,  §  7  geliefert. 
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Aufgabe  1.  In  einem  Bereich  T,  welcher  aus  einem  längs  eines 
Radius  ah  aufgeschnittenen  Ereisringe  besteht,  sei  f{z)  analytisch. 
Dabei  wollen  wir  die  beiden  Ufer  von  «6  als  das  positive  und  das 
negative  unterscheiden.  Wenn  sich  z  einem  Punkte  von  ah  von  der 
positiven  (negativen)  Seite  her  nähert,  so  soll  f(z)  einem  Grenzwert 
w+  (i(;~)  zustreben,  und  zwar  soll  stets  w^  =  ?«?~  +  A  sein,  wo  X  eine 
Eonstante  bedeutet.  Man  zeige,  daß  sich  dann  die  Ableitung  f'{i)  im 
ganzen  aufgeschnittenen  Ereisringe  analytisch  verhält,  sofern  man 
dieser  Funktion  in  den  Punkten  von  ah  zweckmäßige  Werte  beilegt. 

Aufgabe  2.  Man  beweise  den  12.  Satz  mit  Hilfe  des  Morera- 
schen  Satzes. 

§  7.    Das  Analogen  des  Mittelwertsatzes  in  der  Differentialrechnung. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Rolle,  welche  das  in  diesem  Paragraphen 
zu  besprechende  Theorem  in  der  Funktionentheorie  spielt,  wird  man 
dasselbe  neben  den  Mittelwertsatz  der  Differentialrechnung: 

f{a  +  h)  -  f{a)  =  hfia  +  0A),        0  <  Ö  <  1, 

und   die  Verallgemeinerung  desselben,  nämlich  den  Taylorschen  Lehr- 
satz mit  Restglied: 

f{a  +  Ä)  -  /•(«)  +  f\a)h  +  ...  +  %~2-p^-'  +  f'^+'-'h" 
zu  stellen  haben. 

Hauptsatz.  In  einem  Bereich  T  sei  f{z)  analytisch,  und  sei  a  ein 
heliebiger  Funkt^)  von  T.  Dann  läßt  sich  f(z)  durch  die  Fornid  darstellen: 

WO  n  eine  heliehige  natürliche  Zahl  hedeutet  und  P„{z)  sich  in  T  ana- 
lytisch verJuilt. 

Ist  S  ein  regulärer  Bereich^  ivelcher  den  Funkt  a  im  Innern  enthält 
und  nebst  seinem  Bande  in  T  liegt,  so  tvird  P^iz)  innerhalb  S  durch 
das  Integral  ausgedrückt: 

P(z)=^-L   C  ..1^K._. 

c 
Man  geht  von  der  Darstellung  der  Funktion  f(z)  im  Bereiche  S 
durch  die  Integralformel  aus  und  formt   den  Integranden  folgender- 
maßen um. 


1)  Wir  erinnern  nochmals  daran,  daß  ein  Bereich  T  nur  aua  Innern  Punkten 
besteht. 
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Sind  A  und  B  irgend  zwei  ungleielie  komplexe  Zahlen,  so  hat 


man 

B 

Ä  ^  Ä' 

Setzt  man  hier 
so  kommt 

A-t- 

1 

1 

,+ 


a, 


t  —  z       {t  —  a)  —  {z  —  a)       t  —  a 


B  =>  z  —  a, 


'-.  +  4^^.+ 


+ 


{t  -  ay 

{z  -  ay 


+ 


Diesen  Ausdruck  für   1/ (^  —  z)  trägt  man  nun   in   die  Integral- 
formel ein.   Das  gibt: 


f{^) 


1   r  f(t)dt .  z— 


2ni  J     t  —  a 


+  •  ••  + 


—  a     r  f{t)dt 

2ni   J    (t  —  ay 
c 


~z) 


Mit  Rücksicht  auf  §  5,  (1),  sowie  den  Hauptsatz  von  §  1  erweist  sich 
dies  aber  geradezu  als  die  in  Aussicht  genommene  Darstellung. 

Aus  der  Integraldarstel- 
lung für  P„(£f)  leitet  man  eine 
wichtige  Abschätzung  für 
I  P^{z)  I  her.  Um  den  Punkt  a 
lege  man  einen  Kreis  K  vom 
Radius  i?,  welcher  nebst  sei- 
nem Rande  in  T  liegen  soll; 
darauf  nehme  man  S  so,  daß 
K  auch  im  Innern  von  S  liegt. 
Sei  M  der  größte  Wert  von 
\f({)\  längs  C,  X  die  kleinste 
Entfernung  eines  Punktes  der 
Peripherie  des  Kreises  K  von  einem  Randpunkte  von  S,  und  L  die 
Gesamtlänge  von  C: 

f(t)\£M,        \t-z\>x, 

sofern  z  im  Kreise  K  liegt.    Dann  erhält  man  das  folgende  Resultat. 

Abschätzung  von  Pn{z).    Für  die  Punkte  z  des  um  a  gelegten 
Kreises  K  gut  gleidimäßig  die  Abschätzung: 

p  (^\  i  <- ^L 


Fig.  76. 
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In  der  Tat  ist 

PM    ^±    I'       /'W   •   dt       ^         ML 

c 
Dabei  ist  das  letzte  Glied  dieser  Relation  unabhängig  von  g. 

Aufgabe.  Man  zeige;  daß  die  obige  Darstellung  eindeutig  ist, 
d.  h.  daß  es  keine  zweite  Darstellung  von  der  Form 

f{^)  =  ^0  +  ^i(^  —  «)  H h  ^n-i(^  —  c^)"""^  +  (^  —  öt)"y(f ) 

gibt;  welche  mit  der  yorstehendeu  nicht  identisch  wäre. 

Anwendung  des  Hauptsatzes.  Auf  Grund  der  Toraufgehenden  Ent- 
wicklungen wollen  wir  jetzt  ein  wichtiges  Theorem  beweisen ,  auf 
welches  sich  die  Sätze  des  folgenden  Paragraphen  stützen  werden. 

Lehrsatz.  Ist  .f{z)  im  Bereiche  T  analytisch  und  verschtvinden 
sämtliche  Ableitungen  von  f{js)  in  einem  einzigen  Funkte  a  von  T,  so 
hat  f  {z)  im  ganzen  Bereich  T  einen  konstanten  Wert, 

Nach  dem  Hauptsatze  ist  nämlich  hier  für  jeden  Wert  von  n 

f{z)  =  f{a)  +  {z-arP,{z). 
Für  einen  im  Innern  des  Kreises  K  befindlichen  Punkt  z  ist  aber 

z-Sa   =h<Bj 

Der  letzte  Teil  dieser  Relation  kann  durch  Wahl  von  n  beliebig  klein 
gemacht  werden,  darum  muß  der  erste  Teil,  welcher  ja  von  n  gar 
nicht  abhängt,  den  Wert  0  haben,  und  f(z)  hat  also  im  ganzen  Kreise  K 
den  konstanten  Wert 

/•  («)  =  c. 

Sei  jetzt  Z  ein  beliebiger  Punkt  von  7\  der  K  nicht  zugehört. 
Wir  wollen  zeigen,  daß  auch  für  Z 

f{Z)  =  c 

ist.  Dazu  verbiüde  man  a  mit  Z  durch  eine  in  T  gelegene  reguläre 
Kurve  F.  Längs  F  ist  f{z)  eine  (komplexe)  stetige  Funktion  der 
von  a  aus  gemessenen  Bogenlänge  s  und  außerdem  hat /"(-?)  wenigstens 
im  Kreise  K  den  Wert  c.  Sollte  dies  nicht  durchweg  der  Fall  seiu^ 
so  fasse  man   alle  Punkte  von  F  ins  Auge,  in   welchen  /'  (z)  4=  c  ist. 
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Die  untere  Grenze  der  entsprechenden  Werte  von  s  soll  mit  $\  der 
zugehörige  Punkt  von  F  mit  a  bezeichnet  werden.  Dann  ist  längs 
des  Bogens  O^s^s'  f(z)^c,  während  es  in  jeder  Nähe  von  a 
Punkte  gibt,  für  welche  diese  Gleichung  nicht  gilt.  Das  geht  aber 
nicht  an.  Denn  längs  des  genannten  Bogens  und  also  insbesondere 
im  Punkte  a  verschwindet  ja  zunächst  /"(js)  (man  vgl.  Kap.  6,  §  4, 
Aufgabe),  sodann  auch  f"(z),  usw.,  also  verschwinden  schließlich  da- 
selbst alle  Ableitungen  von  f{js).  Infolgedessen  gibt  es  einen  Kreis  K' 
um  a,  in  welchem  f{z)  den  konstanten  Wert  f{a')^c  annimmt.  Hier- 
mit ist  die  Unmöglichkeit  der  Annahme,  daß  f{z)  längs  F  nicht  durch- 
weg den  Wert  c  besitze,  ;Eur  Evidenz  gebracht,  und  der  Beweis  ist 
fertig. 

Aus  diesem  Theorem  erschließt  man  unmittelbar  den  folgenden^) 

Identitätssatz.  Ist  f{z)  in  einem  Bereiche  T  analytisch  und  ver- 
schwindet  f{z)  für  alle  Punkte  der  Umgebung  eines  Punktes  z  =  a  von  T, 
oder  auch  bloß  für  die  Punkte  eines  beliebig  kleinen  von  a  ausgehenden 
Kurvehbogens,  so  ist  in  T  durchweg  f{z)  =  0. 

Eine  scheinbar  allgemeinere  Formulierung  dieses  Satzes,  wenn 
auch  damit  dem  Inhalt  nach  identisch,  ist  folgende. 

Sind  f{z)y  q>{z)  in  einem  Bereiche  T  analytisdi  und  stimmen  ihre 
Werte  in  allen  Punkten  der  Umgebung  eines  Punktes  a  von  T,  oder  auch 
bloß  in  den  Punicten  eines  beliebig  kleinen  von  a  ausgehenden  Kurven-- 
bogens  miteinander  übereiny  so  ist  im  ganzen  Bereiche  T 

f{z)  =  <piz). 

Im  nächsten  Paragraphen  wird  dieser  Satz  noch  erweitert,  vgl. 
daselbst  unter  dem  1.  Satze. 


§  8.    Die  Nullpunkte  und  Pole  einer  analytischen  Funktion. 

Es  handelt  sich  jetzt  um  zwei  grundlegende  Sätze  betreflfend  das 
Verhalten  einer  analytischen  Funktion  in  der  Nähe  eines  Nullpunktes 
oder  Poles.     Der  erste  Satz  lautet,  wie  folgt. 

1)  Gauß,  „Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehun^^  auf  die  im  verkehrten  Ver- 
hältnis des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstoßungs- 
kräfte," Beobachtungen  des  7na(jnetischen  Vereins  für  das  Jahr  IS 39,  Leipzig, 
1840,  =  TKer^,  Bd.  5,  S.  223;  Kiemann,  Inauguraldissertation^  1851,  §  11.  So- 
wohl Gauß  als  Riemann  verHUchten,  mit  Integral darstellun gen  für  die  in  Be- 
tracht kommenden  Funktionen  auszukommen,  sind  aber  zu  keinen  stichhaltigen 
Beweisen  gelangt. 
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1.  Satz.  Ist  f{z)  im  Punkte  z  =  a  analytisch  und  verschwindet  f{z) 
dort,  ohne  identisch  ^0  m  seittj  so  läßt  sich  f{z)  in  der  Form  darstellen: 

az)  ^  {z  -  af  q,{z) , 

WO  m  eine  natürlidie  Zahl  und  q>(z)  eine  im  Punkte  a  analytische,  dort 
nicht  verschwindende  Funktion  von  z  ist.  Infolgedessen  verschunndet 
f{z)  in  keinem  zweiten  Punkte  der  Umgebung  von  z  =»  a. 

Nach  dem  Satze  von  §  1,  S.  318  könDen  nämlich  alle  Ableitungen 
von  f{z)  im  Punkte  a  nicht  ==0  sein.  Sei  also  f^^\a)  die  erste,  die 
dort  nicht  verschwindet.  Dann  ergibt  der  Hauptsatz  von  §  7  die 
Darstellung : 

f{z)  =  iz  -  ay  Y^nf  +  (-^  -  «)^«+i  W]' 

und  darin  ist  eben  der  Beweis  des  Satzes  enthalten. 

Der  Punkt  a  heißt  ^)  ein  Nullpunkt  oder  eine  Wurzel  n^^  Ordnung, 
Man  sagt  wohl  auch,  die  Funktion  habe  m  (einfache)  Nullpunkte 
oder  Wurzeln  im  Punkte  a.  Unter  dem  Ausdruck:  f{z)  nimmt  im 
Pu/nkte  a  den  Wert  h  =  f{a)  m-mal  an,  wollen  wir  verstehen,  daß  die 
Funktion  f{z)  —  h  einen  Nullpunkt  m**'  Ordnung  dort  besitzt: 

f{e)-h^{z-aY(p{z). 

Wir  sagen  ferner,  f{z)  nimmt  den  Wert  h  in  einem  Bereich  T  k-mal 
an,  wenn  die  Summe  der  Ordnungen  der  innerhalb  T  befindlichen 
Nullpunkte  von  f{z)  —  h  gleich  k  ist. 

Aus  diesem  Satze  folgt  vor  allem,  daß  der  Identitätssatz  des 
vorhergehenden  Paragraphen  auch  dann  noch  gilt,  wenn  man  an  Stelle 
jener  zweidimensionalen  Umgebung  von  a  bzw.  des  von  a  ausgehenden 
Bogens  nur  eine  unendliche  Menge  isolierter  Punkte  mit  der  Häufungs- 
stelle z  =  a  treten  läßt. 

Im  Anschluß  an  den  soeben  bewiesenen  Satz  erhält  man  einen 
analogen  betreffend  das  Verhalten  einer  Funktion  in  der  Nähe  eines 
Poles,  z  =  a.     Da  nämlich  hier 

lim  ,;,  ,  =  0 

ist,  so  verhält  sich  die  Funktion 

F{z)  =  ^^,    z^a;        F(a)  =  0 

1)  unter  einem  Nullpunkt  oder  einer  Wurzel  einer  Funktion  versteht  man 
allgemein  jeden  Wert  des  Argumenta,  wofür  die  Funktion  verschwindet.  Der 
Inhalt  der  obigen  Definition  besteht  eben  in  der  Erklärung  des  Begriffs  der 
Ordnung  eines  Nullpunktes. 
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nach  §  6,  9.  Satz  im  Punkte  a  analytisch  und  läßt  sich  also  laut  des 
obigen  Satzes  in  der  Gestalt  schreiben: 

F(z)  =  (£r  -  a)"'0(e) ,         *(a)  +  0 . 

^  

Der  reziproke  Wert  der  Funktion  ^(js),  (p(g)  =  l/0{g),  verhält  sich 
nun  auch  im  Punkte  a  analytisch ,  und  wir  gelangen  somit  zu  fol- 
gendem Satze. 

2.  Satz.  Hat  die  Funktion  f{z)  im  Punkte  a  einen  Pol,  so  läßt 
sich  f{z)  in  der  Form  schreiben: 

wo  m  eine  natürliche  Zahl  und  (p{z)  ei^ie  im  Punkte  a  analytische,  dort 
nicht  verschwindende  Funldion  von  z  ist. 

Unter  der  Ordnung  eines  Poles  versteht  man  die  Zahl  m,  welche 
bei  der  obigen  Darstellung  den  Exponenten  bildet.  Man  sagt  wohl 
auch^  die  Funktion  f{z)  habe  im  Punkte  a  m  (einfache)  Pole. 

An  die  Partialbruchzerlegung  der  rationalen  Funktionen  anknüpfend 
erhalten  wir  noch  eine  zweite  Darstellung  für  eine  Funktion  f(js)  in 
der  Nähe  eines  Poles.    Schreibt  man  nämlich  nach  §  7 

ip(z)  =  ^^  +  Ä^_,{z  -  a)  +  •  •  •  +  ^i(^  -  a)— 1  +  {z  -  a)^t(^), 

80  gelangt  man  zu  folgendem 

Zusatz.  In  der  Umgebung  eines  Poles  z^a  kann  f(z)  audi  in 
der  Gestalt  dargestellt  werden: 

fi")  =  (T^of  +  (7^-'  +  •••  +  .-«  +  *(-)' 

wobei  Ä^^  =^0  ist  und  il;{z)  sich  im  Punkte  a  analytisch  verhalt. 

Die  Summe  der  rechter  Hand  auftretenden  Brüche  bildet  den 
Hauptteil  der  Funktion  f{z)  im  Pole  a. 

Wie  man  sieht ,  sind  alle  Darstellungen  dieses  Paragraphen 
eindeutig. 

Aufgabe  1.  Die  Funktionen  f(z)  und  <p{z)  mögen  im  Punkte 
jz  ^  a  einen  Pol  rw**'  bzw.  n*®'  Ordnung  haben.  Was  kann  man  dann 
über  das  Verhalten  der  Funktionen 

in  diesem  Punkte  aussagen?   (Man  erörtere  alle  Fälle.) 

Osgood,  Punktionenthcorii.  I.  2.  Aufl.  21 
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Aufgabe  2.    Im  Punkte  je?  =»  a  habe  f{z)  einen  m-fachen  NuU- 
punkt.    Man  zeige^  daß  dann  das  Integral 

s 

F(z)  =ff{z)dz 


a 


einen  {m  +  1) -fachen  Nullpunkt  dort  erhält. 

Man  spreche  einen  analogen  Satz  für  das  Integral 


F{z)  =ff{B)dz 


«o 


in  der  Umgebung  eines  Poles  a  aus. 

Die  Sätze  dieses  Paragraphen  sind  deshalb  alle  bemerkenswert, 
da  die  Analogie  mit  den  reellen  stetigen  Funktionen  einer  oder  zweier 
reeller  Veränderlichen  einen  derartigen  Sachverhalt  nicht  vermuten 
läßt.     Man  denke  etwa  an  die  Funktion 


1 

ar»     •        1 


f{x)  =  e      sin^,    x  +  0;         /(O)  =  0. 


X 


Sie  ist  ja  nebst  allen  Ableitungen  stetig  und  verschwindet  im  Punkte 
X  ^0.  Sie  hat  aber  noch  unendlich  viele  andere  Wurzeln  in  der 
Nähe  dieses  Punktes.  Allein  wenn  man  dieses  Vorkommnis  aus- 
schließt, braucht  ein  Nullpunkt  immer  noch  keine  selbst  durch  eine 
gebrochene  oder  gar  irrationale  Zahl  ausdrückbare  Ordnung  zu  be- 
sitzen, wie  das  Beispiel  zeigt: 

^(^)  =  i?^x"    ^  +  ^5        /•(0)  =  0, 

wobei  ft  ^  0  eine  beliebige  reelle  Konstante  bedeutet. 

Ahnliche  Bemerkungen   gelten   auch  bezüglich  eines  Poles,   wie 
man  sich  an  den  Beispielen 

__J_        und        '^«^',       ^^0 


klar  macht. 


x  sin  —  (•'^  / 

X 


§  9.    Der  Funkt  oo. 

In  der  projektiven  Geometrie  sieht  man  sich  genötigt,  neben 
den  eigentlichen  Punkten  und  Geraden  der  Ebene  noch  ideale  Ele- 
mente, nämlich  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden,  einzuführen. 
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damit  die  Sätze  der  Geometrie  den  dem  Wesen  der  Sache  entspre- 
chenden umfang  erhalten  und  damit  an  Inhalt  gewinnen.  In  der 
Funktionentheorie  verhält  sich  die  Sache  genau  ebenso,  —  eine  Be- 
hauptung, wofür  schon  die  rationalen  Funktionen  (vgl.  den  folgenden 
Paragraphen)  einen  ersten  Beleg  liefern  werden;  nur  ist  es  für  die 
Funktionentheorie  die  Transformation 

(1)  «'  =  4' 

welche  für  die  Festsetzung  bzgl.  des  unendlich  fernen  Bereiches  maß- 
gebend ist.  Durch  diese  Transformation  gehen  die  außerhalb  des 
Einheitskreises  |£r|  =  1  befindlichen  Punkte  der  ;8r-Ebene  ein-eindeutig 
und  stetig  in  die  innerhalb  des  Einheitskreises  ,w\  ^  1  gelegenen 
Punkte  der  w- Ebene  über,  den  Punkt  w;  =  0  aUein  ausgenommen; 
man  ygl.  Kap.  6,  §  10.  Rückt  der  Punkt  e  längs  eines  beliebigen 
Weges  ins  Unendliche,  so  strebt  der  Punkt  w  dem  Punkte  w  =  0  zu, 
und  umgekehrt. 

Den  Bedürfiussen  der  Transformation  (1)  entsprechend  wollen 
wir  also  den  eigentlichen  Punkten  der  Ebene  noch  einen  idealen 
Punkt  hinzufügen  und  denselben  als  den  Punkt  oo  bezeichnen.^)  Die 
Transformation  (1)  er  weitem  wir  auch  zugleich  dadurch,  daß  wir 
dem  Punkte  0^00  den  Punkt  w?  =  0,  sowie  dem  Punkte  w  =  00 
den  Punkt  jer  =  0  zuordnen.  Dann  entspricht  der  Umgebung  des 
Punktes  m;  =  0  in  ausnahmslos  ein-eindeutiger  Weise  ein  Teil  der 
erweiterten  jsr- Ebene.  Dieser  Teil  bildet  die  Umgebung  des  Punktes 
jer  =  cx),  welche  wir  nun  direkt  definieren  wollen  als  denjenigen  Teil 
der  j^-Ebene  inklusive  des  Punktes  jgr  =  00,  welcher  außerhalb  einer 
beliebigen  geschlossenen  Kurve  liegt.  Wenn  wir  sagen:  der  Bereich  T 
enthalt  den  Punkt  z  =  00  im  Inneren,  so  heißt  das,  daß  T  alle  eigent- 
lichen Punkte  der  Ebene  umfaßt,  welche  außerhalb  eines  geeignet 
gewählten  Kreises  liegen.  Der  Punkt  jer  =  00  heißt  eine  Häufungs- 
stelle einer  Punktmenge,  wenn  es  außerhalb  eines  beliebig  vorgegebenen 
Kreises  stets  einen  Punkt  der  Menge  gibt.  Jede  unendliche  Punkt- 
menge hat  ofienbar  mindestens  eine  Häufungsstelle  in  der  erweiterten 
Ebene. 


1)  Dag  System  der  komplexen  Zahlen  in  ähnlicher  Weise  durch  Hinxu- 
fügung  einer  Zahl  "v,  —  des  sogenannten  .^eigentlichen  Unendlichen",  —  zu 
erweitem,  ist  nicht  angebracht;  man  vgl.  die  Einleitung  zum  2.  Abschnitte, 
sowie  S.  6,  Anm.  2.  Will  man  sich  doch  ein  abgeschlossenes  Zahlensystem  ver- 
sohaifen,  damit  die  Sonderstellung  des  Punktes  00  gehoben  wird,  so  empfiehlt 
sich  der  Gebrauch  homogener  Variabelen. 

21* 
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Eine  durch  den  Punkt  xr  =»  oo  gehende  Kuire  C  heißt  eine  re- 
guläre Kurve  der  erweiterten  Ehene^  falls  sie  der  auf  S.  150  erwähnten 
Definition  genügt.  Eine  solche  Kurve  bleibt  invariant  gegenüber  einer 
linearen  Transformation  der  Ebene. 

Projiziert  man  die  Ebene  stereographisch  auf  die  Kugel  (vgl. 
Kap.  6,  §  9)  und  ordnet  man  dabei  dem  Nordpol  letzterer  den  Punkt 
g  ^  oo  zu^  so  wird  dadurch  die  ganze  erweiterte  ir- Ebene  in  ein- 
eindeutiger Weise  auf  die  Kugel  bezogeu.  Insbesondere  geht  die  Um- 
gebung des  Punktes  ;?  =  cx>  in  die  Umgebung  des  Nordpols  über. 

Über  das  Verhalten  einer  Funktion  im  Punkte  z  =^  oo.  In  einem 
Bereiche  T,  welcher  den  Punkt  jp  =  <x>  im  Innern  enthalt,  sei  f{z) 
analytisch.     Durch  (1)   geht  f{s)  dann  in  eine  Funktion  von  w  über: 

/•(5)==9(m'), 

welche  in  der  Umgebung  von  m;  =  0,  diesen  Punkt  allein  aus- 
genommen, analytisch  ist  Das  Verhalten  von  q>{w)  im  Punkte  m?  «=  0 
soll  für  das  Verhalten  von  f{z)  im  Punkte  jer  =  oo  maßgebend  sein. 
Nach  den  Entwicklungen  von  §  6  unterscheidet  man  hier  drei  Fälle. 

a)  f{z)  wird  unendlich,  wenn  jet  =  oo  wird: 

f{oo)  =  <x>. 

Dann  sagen  wir:  f{z)  hat  einen  Toi  im  Funkte  z  =  oo. 

b)  Die  Funktion  f(z)  bleibt  endlich  im  Bereiche  T.  Dann  bleibt 
(p(:iv)  auch  endlich  und  strebt  zufolge  des  9.  Satzes  von  §  6  einem 
Grenzwert  A  zu,  wenn  iv  =  0  wird.  Setzt  man  noch  (p(0)  =  Ay  so 
verhält  sich  q)(w)  auch  im  Punkte  w  ^  0  analytisch.  Dem  entspricht 
die  folgende  Definition:  Bleibt  f(z)  in  T  endlich: 

\m  <G, 

so  verhält  sidi  f{z)  im  Punkte  z  =  oo  analytisch  und  hat   dort   den 

Wert 

A  =  \imf{z)  =  f{po). 


S  =  oo 


c)  In  jedem  anderen  Falle  sagt  man:  f(z)  hat  eine  wesentliche 
singulare  Stelle  im  Punkte  z  =  oo.  Die  Funktion  kommt  dann  jedem 
vorgeschriebenen  Werte  in  jeder  Umgebung  dieses  Punktes  beliebig 
nahe. 

Darstellung  einer  Funktion  in  der  Umgehung  des  Punktes  z  =^  oo. 
An  den  Hauptsatz   von  §  7,  sowie  an  die  Sätze   von  §  8   betreffend 
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die  Darstellung  von  (p{w)  in  der  Nähe  von  w  ==  0  anknüpfend^  können 
wir  nun  folgende  Sätze  aussprechen. 

1.  Satz.  Verhält  sich  f{z)  im  Punkte  z  =  <x>  analytisch,  so  hat 
man 

/ 1^;  -  ^0  +  "7  H r  zn-l  +  ^  y 

ico  n  beliebig  und  q>{z)  im  Punkte  oo  analytisch  ist 

2.  Satz.  Verschicindet  f{z)  im  Punkte  oo,  ohne  identisdi  =  0 
zu  sein,  so  ist 

wo  m  eine  natürliche  Zahl  ist  und  (p{z)  sich  im  Punkte  oo  analytisch 
verhalt,  dort  aber  nicht  verschtvindet. 

3.  Satz.     Hat  f{z)  im  Punkte  oo  einen  Pol,  so  ist 

f{z)  =  irq>{z)  =  C^;sr-+  c^_,z'--'+  ,  ,  ,  +  c,Z  +  i,{z), 

wo  m  eine  natürliche  Zahl  ist,  die  Funktionen  (p{z),  tl;(z)  sich  beide 
im  Punkte  oo  analytisch  verhalten,  und  überdies  c^=  9{^  +  0  ^^• 

Definitionen.  Die  im  2.  und  3.  Satze  sich  einstellende  Zahl  m 
definiert  die  Ordnung  des  Nullpunktes  bzw.  Poles,  welchen  f(0)  im 
Punkte  oo  hat.  Ist  f[z)  im  Punkte  ;er  =  oo  analytisch,  so  sagt  man: 
f(z)  nimmt  den  Wert  A  im  Punkte  z  =  (x>  m  mal  an,  falls  die  Funk- 
tion f'(z)  —  A  dort  m  Wurzeln  hat.  Das  in  der  letzten  Formel 
des  3.  Satzes  auftretende  Polynom  heißt  der  Hauptteü  von  f(z)  im 
Punkte  oo. 

Beispiel.     Die  Funktion  von  §  1: 

F{z)  =  /  -j—y 

verhält  sich  analytisch  in  allen  eigentlichen  Punkten  der  Umgebung 
des  Punktes  j^  =  oo .     Ferner  findet  man 


!'»  /e 


■"-0, 


d.  h.  F(z)  verhält  sich  auch  im  Punkte  oo  analytisch  und  verschwindet 
dort.      Um    die    Ordnung    dieser   Wurzel    zu   bestimmen,    setze   man 
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(p{t)dt 


und  beachte,  daß 


/ 


t  —  z 


1^  r  q>(f)dt 

zj  tz-^—i 


^fm-/^^'>'" 


ist.     Verschwindet  dieses  letzte  Integral  nicht,  so  liegt  eine  einfache 
Wurzel  vor. 

Konforme  Abbildung  der  Umgebung  des  Punktes  z^oo.  Der 
durch  (1)  definierten  Transformation  der  Ebene  entspricht  nach 
Eap.  6,  §  10  eine  Transformation  der  Kugel  in  sich,  welche  aus 
einer  Rotation  derselben  um  eine  in  der  Ebene  des  Äquators  ge- 
legene Achse  durch  den  Winkel  Jt  besteht,  und  welche  also  die  Um- 
gebung ihres  Nordpols  auf  die  Umgebung  des  Südpols  konform 
überführt.  Hiermit  wird  hinsichtlich  besagter  Transformation  der 
Ebene  die  folgende  Definition  nahegelegt:  Die  durch  die  erweiterte 
Transformation  (1)  definierte  Beziehung  der  Umgebung  des  Punktes 
jgf  =  cx)  auf  die  Umgebung  des  Punktes  w  =  0  soll  auch  im  Punkte- 
paare z  =  <x>,  tv  =^0  konform  heißen.  Allgemeiner  seien  Zq  und  Wq 
zwei  beliebige  Punkte  der  js-  bzw.  w;-Ebene,  wovon  mindestens  einer 
der  Punkt  cx>  sein  soll.  Die  Umgebungen  dieser  Punkte  sollen  ein- 
ander in  ein-eindeutiger  Weise  zugewiesen  sein,  wobei  außerdem  Zq 
und  Wq  einander  entsprechen  sollen.  Dann  heißt  die  Beziehung 
auch  im  Punktepaare  Zq,  Wq  konform,  wenn  sie  es  in  jedem  anderen 
jenen  Umgebungen  angehörigen  Punktepaare  ist.  Es  ergibt  sich, 
daß  dann  die  entsprechenden  Bereiche  der  Kugeln  ebenfalls  konform 
aufeinander  bezogen  werden.  Das  zeigt  man  nämlich  dadurch,  daß 
man  jeden  dieser  Bereiche  auf  einen  endlichen  Bereich  der  Ebene 
stereographisch  projiziert  und  dann  den  in  der  Aufgabe  von  S.  311 
ausgesprochenen  Satz  in  Anwendung  bringt.  Nun  hatten  wir  früher 
den  Satz:  Wird  die  Umgebung  eines  Punktes  P  auf  die  Umgebung 
eines  Punktes  Q  und  diese  wieder  auf  die  Umgehung  eines  Puuktes  R 
ein-eindeutig  und  konform  bezogen,  so  ist  die  dmlureh  defnierte  Ab- 
bildung der  Umgebung  von  P  auf  diejenige  von  U  auch  eine  konforme. 
Bei  der  erweiterten  Definition  der  konformen  Abbildung  bleibt  dieser 
Satz  noch  bestehen. 

Um  die  J-Ebene,  der  Transformation  (1)  gemäß,  auf  die  «r -Ebene 
abzubilden,  kann  man  unter  Benutzung  der  Kugel  folgendermaßen 
vorgehen.  Die  «e- Ebene  möge  die  Kugel  im  Südpol,  die  w- Ebene 
diese  im  Nordpol  berühren,  und  zwar  sollen  dabei  die  reellen  Achsen 
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der  beiden  Ebenen  gleichgerichtet,  die  imaginären  Achsen  einander 
entgegengesetzt  gerichtet  sein.  Dann  wird  man  die  ^sr-Ebene  mit  dem 
Nordpol  als  Projektionszentrum  auf  die  Kugel  und  diese  dann  wieder 
mit  dem  Südpol  als  Projektionszentrum  auf  die  u;- Ebene  stereographisch 
projizieren.  Hierdurch  kommt  die  in  Rede  stehende  Transformation 
gerade  zustande.  Vgl.  darüber  Neumann,  Äbelsche  Integrale,  1.  Aufl., 
1865,  4.  Vorlesung;  2.  Aufl.,  1884,  3.  Kap. 

Aufgabe  1.     Ist  f{z)  eine  rationale  Funktion: 

wo  G{z),  r{z)  zwei  Polynome  sind,  so  zeige  man,  daß  f{z)  entweder 
im  Punkte  z  =  <x>  analytisch  ist  oder  einen  Pol  dort  besitzt. 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  daß  eine  in  jedem  Punkte  der  erwei- 
terten ^- Ebene  analytische  Funktion  nichts  anderes  als  eine  Kon- 
stante sein  kann. 

Aufgabe  3.  Es  ist  bereits  einmal  bewiesen  worden,  daß  sich 
eine  im  Punkte  z  =  a  analytische  Funktion,  deren  Ableitungen  alle 
in  diesem  Punkte  verschwinden,  auf  eine  Konstante  reduziert.  Gilt 
dieser  Satz  auch  in  der  erweiterten  Ebene? 

Aufgabe  4.     Man  zeige,   daß  die  notwendige  und  hinreichende 

Bedingung  dafür,  daß  die  Umgebung  des  Punktes  z  =  oo  durch  die 

Funktion 

w  =  t\z) 

auf  die  Umgebung  des  Punktes  w  ==  oo  konform  bezogen  werde, 
darin  besteht,  daß  f{z)  einen  einfachen  Pol  in  z  =^  oo  habe.  Wie 
lautet  die  Bedingung,  daß  jener  Bereich  der  jer-Ebene  auf  die  Um- 
gebung eines  endlichen  Punktes   iv  =  h   konform  abgebildet   werde? 

Aufgabe  5.^)  Sei  T  ein  Bereich,  welcher  den  Punkt  z  =^  cx>  im 
Innern  enthält  und  von  einer  endlichen  Anzahl  einfacher  regulärer 
geschlossener  Kurven  C  begrenzt  ist.  Sei  ferner  f{z)  innerhalb  T 
analytisch  und  am  Rande  von  T  stetig.     Dann  ist 


/•(.)  -  f{^)  =  ^J  f^ 


dt 

z 
c 


wo  z  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  T  ist. 

1)  Auf  diesen  Satz  hat  mich  Hr.  Curtiss  aufmerksam  gemacht. 


328    n,  7.  Integralsätze  u.  äinguL  Punkte.  Rationale  Funkt.  Reihenentwicklgen. 

Aufgabe  6.  Ist  f{z)  in  der  Umgebung  des  Punktes  j?  =  oo, 
höchstens  von  diesem  Punkte  selbst  abgesehen^  analytisch,  so  besteht 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Eindeutigkeit 
des  Integrals 


F{z)^ff{z)dz 


in  diesem  Bereiche  darin,  daß  das  Residuum  (vgl.  unten,  §  11)  von 
f{s)  im  Punkte  z  =  oo  verschwinde.  Soll  F{z)  überdies  im  Punkte 
z  =  oo  analytisch  sein,  so  muß  f{z) .  dort  mindestens  zweimal  ver- 
schwinden. —  Wie  lautet  der  Satz  für  einen  endlichen  Punkt? 

§  10.  Die  rationalen  Funktionen. 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  die  hauptsächlichsten  funktionen- 
theoretischen Sätze  betreffend  Polynome*)  imd  rationale  Funktionen  zu- 
sammenstellen, deren  Beweis  schon  in  der  niederen  Algebra  gegeben 
zu  werden  pflegt,  und  ihnen  dann  noch  einen  weiteren  Satz  (den 
7.  Satz)  hinzufügen,  welcher  für  die  Funktionentheorie  von  großer 
Bedeutung  ist. 

Was  den  Fundamentalsatz  der  Algebra  anbetrifft,  nämlich  den 
Satz,  daß  jedes  Polynom  vom  Grade  n  ^  1  eine  Wurzel  besitzt,  so 
gehört  sein  Beweis  allerdings  nicht  in  die  niedere  Algebra.  Wir 
haben  ja  bereits  zwei  Beweise  dieses  Satzes  kennen  gelernt,  Kap.  6, 
§  3  und  Kap.  7,  §  5;   vgl.  auch  Kap.  13,  §  3. 

Unter  einer  ganzen  rationalen  Funktion  einer  oder  mehrerer  Ver- 
änderlichen versteht  man  eine  Funktion,  die  sich  auf  die  Form  eines 
Polynoms  bringen  läßt.  Eine  Funktion,  welche  als  der  Quotient 
zweier  teilerfremder  Polynome  dargestellt  werden  kann,  wobei  sich 
das  Nennerpolynom  nicht  auf  eine  Konstante  reduziert,  heißt  eine 
gebrochene  rationale  Funktion. 

1.  Satz.     Jedes  Polynom 

(1)  GJz)  =  a^z"+a,z'^-'+'"  +  a^,     a,+  0,     w^l, 

läßt  sich  auf  eine,  aber  audi  nur  auf  eine  Weise  in  das  Produkt 
linearer  Faktoren  zerlegen: 


1)  Wegen  der  hierher  gehörigen  Definitionen,  sowie  auch  der  Beweise  der 
Sätze,  Bei  auf  Bö  eher 's  Algebra^  Kap.  1  verwiesen. 
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WO  Tc^, . , .  Jc^  naiürliche  Zahlen  bedeuten^  deren  Summe  gleich  n  ist,  und 
wo  die  Wwrzdn  «,.  im  übrigen  voneinander  verschieden  sind. 

Im  Anschluß  daran  ergeben  sich  noch  die  weiteren  Sätze: 

2.  Satz.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß 
zwei  Polynoyne  einen  gemeinsamen  Teiler  haben,  welcher  sich  nicht  auf 
eine  Konstante  reduziert,  besteht  darin,  daß  sie  eine  gemeinsame  Wu/rzd 
haben. 

Eine  Funktion  verschtvindet  idmitisch,  wenn  sie  für  alle  in  Be- 
tracht kommenden  Werte  des  Arguments  gleich  0  ist.  Zwei  Funk- 
tionen sind  einander  identisch  glei<:h,  wenn  ihre  Diflferenz  identisch 
verschwindet. 

3.  Satz.  Identitätssatz.  Verschwindet  ein  Polynom  für  mehr 
getrennte  Werte  seines  Arguments  als  die  Zahl,  welche  seinen  Grad 
anzeigt,  so  verschwinden  sämtliche  Koeffizienten,  und  das  Polynom  ver- 
schwindet  somit  identisch. 

Allgemeiner:  Haben  zwei  Polynome, 

G{z)  =  a^^«  +  ai^'»-^  +  •  •  •  +  a„,        ao+  0, 
r{z)  =  b^z-^  +  6i^— 1  +  •  •  •  +  6„,        6o+  0, 

gleiche  Werte  für  mehr  als  N  Werte  des  Arguments,  wo  N  die  größere 
der  beiden  Zahlen  n,  m  bedeutet,  so  stimmen  ihre  Koeffizienten  be- 
ziehungsweise miteinander  überein: 

a.=  b^,         i  =  0,  1,  •  •  •,  w  =  w. 

Mithin  sind  die  Polynome  einander  identisch  gleich. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Entwicklungen  von  §§  8,  9  können  wir 
femer  sagen: 

4.  Satz.  Eine  rationale  Funktion  E(z)  ist  eine  eindeutige  Funk- 
tion, weldie  sich  in  der  ganzen  erweiterten  z- Ebene  im  allgemeinen  ana- 
lytisch verhält  und  keine  anderen  singidären  Punkte  als  nur  Pole  besitzt. 

5.  Satz.  In  der  eriteiterten  z-Ebene  ist  die  Anzahl  n  der  Pole 
eifier  rationalen  Funktion 

wo  G{z),  r(z)  teilerfremde  Polynome  sind,  gleich  dem  höheren  der 
beiden  Grade  von  G{z),  r(z).  R(z)  nimmt  dort  jeden  Wert  genau 
n  mal  an. 
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Besonders  einfach  gestaltet  sich  jetzt  die  Herleitung  der  Partial- 
brachzerlegung. 

6.  Satz.     Eine  rationale  Funktion   läßt  sich  sowohl  durch  den 
Quotienten  zweier  Produkte: 


als  auch  mittels  partieller  Brüche: 

+ 

Der  erste  Teil  des  Satzes  erhellt  sofort.  Zum  Beweise  des  zweiten 
Teiles  ziehe  man  von  R(a)  den  Hauptteil  der  Funktion  in  jedem  Pole 
ab.     Die  dadurch  erhaltene  Funktion 

,=1  j=i\^     Pi)  >=i 

verhält  sich  dann  in  jedem  Punkte  der  erweiterten  ^r- Ebene  mit  Aus- 
nahme der  Pole  ßi, . .  -  ß,j,  wo  sie  nicht  definiert  ist,  analytisch,  und 
bleibt  überdies  endlich.  Definiert  man  ä>(^)  noch  in  den  Punkten 
/J,.,    i=  1,  •  •  •  Qj    als  lim  ^(z),  so  erweist  sich  0(ß)  nach  dem  9.  Satze 

von  §  G  als  eine  in  der  ganzen  erweiterten  ;?- Ebene  ausnahmslos  ana- 
lytische Funktion.     Darum  ist  ^{2)  eine  Konstante,  §  9,  Aufgabe  2. 

Zum  Schluß  beweisen  wir  die  ümkehrung  des  4.  Satzes. 

7.  Satz.^)  Eine  Funktion  f(z),  die  in  der  ertveiterten  z-Ebene  im 
allgemeinen  analytisch  ist  und  keine  änderest  Singularitäten  als  nur 
Pole  dort  besitzt,  ist  eine  ratiotmle  Funktion.  Hat  die  Funktion  ins- 
besondere keine  Pole  im  Endlichen,  so  ist  sie  eine  ganze  rationale  Funktion, 


1)  Meray,  Comptes  liendus,  Bd.  40  (1855),  S.  788.  Man  vgl.  auch  wegen 
der  Sätze  dieses  Paragraphen  Briot  et  Bouquet,  Fmictions  elliptiqties,  1859, 
Kap.  4,  S.  34. 
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Zunächst  ist  klar,  daB  die  Anzahl  der  Pole  eine  endliche  sein 
muß.  Denn  sonst  g^he  es  ja  mindestens  eine  im  Endlichen  oder  im 
Punkte  (x>  gelegene  Häufungsstelle  von  Polen.  Ein  solcher  Punkt 
kann  aber  kein  Pol  sein,  denn  in  der  Nähe  eines  Poles  verhält  sich 
die  Fimktion,  wie  wir  wissen,  vom  Pole  selbst  abgesehen,  ausnahms- 
los analytisch. 

Zieht  man  jetzt  von  f{ß)  den  Hauptteil  der  Funktion  in  jedem 
Pole  ab,  so  kann  man  hier  wieder  genau  so  schließen,  wie  beim  Be- 
weise des  6.  Satzes. 

Aus  den  vorstehenden  Sätzen  geht  hervor,  daß  eine  rationale 
Funktion  durch  Angabe  der  Pole  nebst  dem  Hauptteile  der  Funktion 
in  jedem  derselben,  resp.  durch  Angabe  der  Nullpunkte  und  Pole  (je 
mit  der  zugehörigen  Multiplizität)  bis  auf  eine  additive  bzw.  multi- 
plikative  Eonstante  bestimmt  wird.  Bei  der  letzten  Bestimmung  muß 
nur  die  Gesamtzahl  der  Nullpunkte  und  Pole  in  der  erweitei*ten 
Ebene  die  nämliche  sein. 

Zusatz.  Wird  die  enveiterte  Ebene  (resp,  die  Kugel)  ausnahms- 
los  ein-eindeutig  und  konform  in  sich  übergeführtf  so  läßt  sich  diese 
Verwandlung  vermöge  einer  linearen  Transforination  ausdrücken. 
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Sei  f{z)  eine  Funktion,  welche  in  der  Umgebung  einer  Stelle 
^  =»  a,  höchstens  mit  Ausnahme  dieses  Punktes  selbst,  analytisch  ist, 
und  sei  femer  S  ein  von  einer  einfachen  regulären  geschlossenen 
Kurve  C  begrenzter  Bereich,  welcher  a  umfaßt,  innerhalb  des  Be- 
reiches T,  wo  fiß)  betrachtet  wird,  liegt  und  weiter  keinen  singu- 
lären  Punkt  von  f{2)  im  Inneren  oder  auf  seinem  Rande  enthält. 
Dann  heißt  das  in  positivem  Sinne  über  den  Rand  von  S  erstreckte 
Integral 

c 

das  Itcsuluiun  von  f{z)  im  Punkte  a.  Ist  a  «  oo,  so  wird  man,  wie 
erinnerlieh,  unter  dem  positiven  Sinne  denjenigen  verstehen,  in  welchem 
C  durchlaufen  werden  muß,  damit  man  den  außerhalb  C  gelegenen 
Teil  der  ^-Ebene  zur  Linken  hat.  In  einem  endlichen  Punkte  a,  in 
welchem  f{z)  analytisch  ist,  hat  das  Residuum  den  Wert  0. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  das  Residuum  einer  Funktion  in 
einem  Pole  a.    Stellt  man  f{z)  hier  in  der  Form  dar: 
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80  hat  das  Residuum  den  Wert  6\.   Ist  f(z)  im  Punkte  oo  analytisch 
oder  hat  f{z)  dort  einen  Pol: 

f{z)  -  (7„,r-  +  . . .  +C^z  +  Co  +  C_i^-^  +  ^- VWi        ^  ^  0, 

so  erhält  man  als  Wert  des  Residuums  nicht  C^,  sondern  —  C_y 

1.  Satz.  In  jedem  inneren  und  Randptinlie  eines  von  einer  oder 
meJireren  einfachen  geschlossenen  regulären  Kurven  hegrengten  Bereiches 
Z  sei  f{z)  bis  auf  innerhalb  Z  gelegene  Pole  stetig  und  innerhalb  Ly 
von  jenen  Polen  abgesehen,  analytisch.  Dann  erJUiU  man  die  Summe 
der  Besiduen  von  f(z)  in  den  Polen,  indem  man  f{z)/27ci  in  positivem 
Sinne  über  den  Gesamirand  von  2J  hin  integriert.  Der  Satz  gut  auch 
dann  tioch,  wenn  Z  den  Punkt  oo  als  inneren,  nicht  aber  als  Randpunkt 
enthält. 

Der  Beweis  ergiht  sich  sofort  aus  dem  Cauchyschen  Integralsatze^ 
indem  man  jeden  singulären  Punkt  durch  einen  kleinen  Kreis^  den 
Punkt  xr=  oo,  falls  er  in  Z  enthalten  ist,  durch  einen  großen  Kreis 
ausschneidet  und  dann  über  den  Rand  des  neuen  Bereichs  integriert.  In 
der  deutschen  Literatur  ist  diese  Art,  die  Summe  der  Residuen  inner- 
halb eines  gegebenen  Bereiches  zu  erhalten,  als  die  Methode  des  Herum" 
integrierens  bekannt. 

Unter  dem  logarithmischen  Residuum  von  f{z)  im  Punkte  a  wollen 
wir  das  Residuum  der  Funktion  f\z)/f(z)  in  diesem  Punkte  ver- 
stehen, also  das  Integral 


1   rf{z)dz     1  ,    .,  X ' 


wo  der  letzte  Ausdruck  den  Zuwachs  bedeutet,  welchen  die  Funktion 
log  f{z)/ 27t i  erfährt,  wenn  £?  die  Kurve  C  in  positivem  Sinne  durch- 
läuft. Das  logarithmische  Residuum  ist  also  nichts  anderes  als  der 
Zuwachs  der  Funktion  arc  f{z)  längs  der  Kurve  C,  geteilt  durch  2n. 
Im  Anschluß  an  den  Zusatz  von  Kap.  6,  §  3  kann  man  also  jetzt 
den  folgenden  Satz  aussprechen. 

2.  Satz.  Die  Ordnung  eines  Nidlpunkies  oder  eines  Poles  der 
FunJction  f{z)  ist  gleich  dem  logarithmischen  Residuum  bzw.  dem  nega- 
tiven Werte  des  logarithmischen  Residuums  der  Funktion  in  diesem 
Punkte,  der  auch  insbesondere  der  Punkt  oo  sein  kann. 
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Nach  den  gegenwärtigen  Methoden  würde  man  den  Beweis,  wie 
folgt,  fähren.     Sei  a  zunächst  ein  im  Endlichen  gelegener  Nullpunkt 

w**'  Ordnung: 

/•(^)  =  (^-a)-<)p(e),  9(«)4=0. 

Dann  ist 

wo  if  (js)  im  Punkte  z  ==  a  analytisch  ist.  Daraus  folgt  der  erste 
Teil  des  Satzes  für  den  genannten  Fall.  In  dieser  letzten  Gleichung 
ist  fernerhin  der  Beweis  für  den  Fall  eines  im  Endlichen  gelegenen 
Poles  enthalten,  indem  man  jetzt  unter  m  eine  negative  ganze  Zahl 
versteht.  In  ähnlicher  Weise  wird  auch  der  Fall  behandelt,  daß  der 
Nullpunkt  oder  Pol  im  Punkte  je?  =»  oo  liegt. 

An  diese  Sätze  schließt  sich  noch  ein  wichtiges  Kriterium  bezüg- 
lich der  Anzahl  der  NuUpunkte  und  Pole  einer  analytischen  Funktion 
in  einem  gegebenen  Bereiche. 

3.  Satz.  Im  Innern  eines  von  einer  oder  mehreren  einfachen  regti- 
läreti  geschlossenen  Kurven  hegrenzten  Bereiches  E  sei  f{z)  höchstens 
mit  Ausnahme  van  Polen  analytisch;  femer  sei  f(js),  sowie  f'(z)  am 
Bande  stetig,  und  außerdem  sei  f{z)  dort  von  Null  verschieden.  Dann 
ist  die  Gesamtzahl  der  in  2J  gelegeneti  Nullpunkte  von  f(z)  weniger  der 
Gesamtzahl  der  Pole,  jeden  dieser  Punkte  seiner  Multiplizität  nach  ge- 
rechnet, gleich  dem  längs  der  ganzen  Begre^izung  C  von  2J  in  positivetn 
Sinne  erstreckten  Integral 

1  rnz)dz 

2niJ      nz)     ' 
c 

Der  Satz  gilt  selbst  dann  noch,  wenn  Z!  den  Punkt  z  =^  oo  zum  inneren 
oder  Bandpunkte  hat. 

Liegt  der  Rand  im  Endlichen,  so  kann  man  gerade  so  verfahren, 
wie  beim  Beweise  des  1.  Satzes.  Im  andern  Falle  wird  man  den  Rand 
zunächst  durch  eine  lineare  Transformation  ins  Endliche  schaffen. 

Vermöge  dieses  Satzes  kann  man  auch  den  letzten  Teil  des 
6.  Satzes  von  §  10  beweisen,  indem  man  die  erweiterte  Ebene  durch 
eine  geschlossene  Kurve  zerlegt  und  den  Satz  dann  auf  jeden  der 
beiden  dadurch  entstehenden  Bereiche  anwendet.  Einen  besonderen 
Fall  des  3.  Satzes  wollen  wir  noch  explizite  erwähnen. 

Besteht  E  aus  dem  Innern  einer  einzigen  im  Endlichen  gelegenen 
Kurve  C  und  hat  f(z)  keine  Pole]  wächst  ferner  das  vorstehende  Integral, 


334    Ut  7-  IntegraUfttze  u.  amgol.  Punkte.  Ratioiude  Funkt.  Reihenentwicklgen. 

oder  auch  die  Funktion  s^cf{z)/2x  um  n,  tcenn  a  den  Band  in  posi- 
tivem Sinne  durcUäufty  so  hat  f{z)  genau  n  Wurzdn  in  E. 

Bei  Cauchy  spielte  der  Begriff  des  Residuums  und  die  Methode 
des  Herumintegrierens  von  Yomherein  eine  wesentliche  Rolle.  Den 
Kern  dieser  Methode  findet  man  schon  in  der  Abhandlung  vom  Jahre 
1814/)  während  das  Residuum  bereits  zur  Zeit  der  Abfassung  der 
Exercices  de  matfiemaiiques  (1826),  also  fünf  Jahre  vor  der  Entdeckung 
des  Cauchy-Taylorschen  Reihensatzes,  ein  gebrauchliches  Werkzeug  in 
seinen  Banden  war.  Ist  doch  die  Cauchysche  Integralformel  selbst 
weiter  nichts,  als  eine  Anwendung  des  1.  Satzes  dieses  Paragraphen 

auf  die  Funktion  von  i\  - — r  •  -j-^- .    Auch  zur  Herleitung  von  Reihen- 

und  Produktentwicklungen  wandte  Cauchy  dieses  Verfahren  an,  und 
neuere  Forscher  haben  den  Gedanken  wieder  aufgenommen  und  mit 
Erfolg  verwertet.  Man  vgl.  vornehmlich  Dini,  Serie  di  Fourier,  sowie 
die  damit  verwandten  Untersuchungen  von  Eneser.')  Zur  Einführung 
in  diesen  Gedankenkreis  leistet  die  Darstellung  bei  Picard,  Traue 
d!analysey  Bd.  2,  Kap.  6  vorzügliche  Dienste.  Wir  werden  später  einmal 
wieder  hierauf  zurückkommen. 

Aufgabe  1.  Hat  f{z)  eine  einfache  Wurzel  jet  =  a,  aber  keine 
Pole  in  einem  Bereiche  S,  so  ist 


1  r  rw 


(^)rf.. 


c 
Aufgabe  2.    Man  zeige,  daß  das  Residuum  von 

A 

{z  —  ä)(x  —  z) 

im   Punkte  z  ^  a  den  Wert  A/{x  —  a)  hat.    AUgemein  hat  dort  die 

Funktion 

A 


{z  —  aT  ix  —  z) 
das  Residuum 

A 

Aufgabe  3.    Man  bestimme  das  Residuum,  sowie  das  logarith- 
mische Residuum  der  Funktion 

z 
(z  —  a){z  —  by 
im  Punkte  ^  =  6. 


1)  Man  vergleiche  die  1.  Anmerkung  zu  §  2. 

2)  Math.  Ann,  Bd.  58  (1903),  S.  81. 
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§  12.    Über  Potenzreihen. 
Sei 

(1)  Cq+  c^e  +  CiZ^+"' 

eiJle  Potenzreihe,  von  der  man  weiß,  daß  sie  für  einen  von  0  ver- 
schiedenen Wert  z^Z  konvergiert,  oder  allgemeiner,  daß  die  Terme 
der  Reihe  für  z  =  Z  bloß  endlich  bleiben: 

(2)  \CnZ''\<G, 

wo  G  eine  positive  Konstante  bedeutet.  Sieht  man  von  dem  be- 
sonderen Falle  ab,  daß  die  Reihe  überhaupt  für  alle  Werte  von  z 
konvergiert,  so  gibt  es  stets  einen  Kreis,  den  sogenannten  Konvergenz- 
hreis^)j  innerhalb  dessen  die  Reihe  absolut  konvergiert  und  außerhalb 
dessen  sie  divergiert.  In  den  Randpunkten  dieses  Kreises  kann  sowohl 
Konvergenz  als  Divergenz  herrschen.  Der  Beweis  des  entsprechenden 
Satzes  im  Bereiche  reeller  Veränderlicher  (Kap.  3,  §  4)  paßt  auch  hier 
ohne  formale  Modifikation. 

Hinsichtlich  des  funktionentheoretischen  Verhaltens  einer  Potenz- 
reihe besteht  der  folgende  Satz. 

Lehrsatz.  Sei  T  ein  beliebiger  Bereich,  wdclier  nebst  seinen 
Randpunli^n  innerhalb  des  Konvergenzlcreises  der  Potenzreihe 

liegt.  Dann  l'oncergiert  die  Reihe  für  den  Bereich  T  inJdusive  seines 
Bandes  gleichmäßig  und  stellt  infolgedessen  eine  im  Konvergenzhreise 
analytische  Ftuildion  vor. 

Man  kann  nämlich  eine  positive  6röße  H  so  wählen,  daß  H 
einerseits  kleiner  als  der  Konvergenzradius  der  Potenzreihe  ist,  wäh- 
rend H  andererseits  groß  genug  ist,  damit  T  im  Kreise  \z\^H  liegt. 
Nun  konvergiert  aber  die  Reihe  nach  dem  Vorhergehenden  für  z  =  H 
absolut;  d.  h.  die  Reihe 

konvergiert.  Daraus  erschließen  wir  die  gleichmäßige  Konvergenz  der 
vorgelegten  Reihe  für  alle  Punkte  ^  |  ^  fi  und  also  insbesondere  für 
die  Punkte  von  T  nebst  Rand.  Denn  das  Weierstraßsche  Kriterium 
für  gleichmäßige  Konvergenz  (Kap.  3,  §  4i  gilt  ja  auch   für  Reihen 


1)  Auch  wcüirer  Konvergenzkreis  genannt. 
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mit  komplexen  Gliedern.    Im  vorliegenden  Falle  braucht  man  also  nur 

ZU  setzen^  dann  ist  durchweg 

I  c^g^  I  <  Jf 

und  alle  Forderungen  des  Kriteriums  sind  erfüllt. 

Man  beachte  wohl^  daß  der  vorstehende  Satz  nicht  gleichbedeutend 
mit  dem  folgenden  Satze  ist:  Eine  Potenzreihe  konvergiert  gleich- 
mäßig innerhalb  ihres  Konvergenzkreises.  Dieser  Satz  ist  falsch^  wie 
schon  die  geometrische  Reihe. 

zeigt.  Diese  Reihe  hat  den  Einheitskreis  zum  Konvergenzkreise^  kon- 
vergiert aber  nicht  gleichmäßig  innerhalb  desselben,  denn  der  auf  die 
ersten  n  Glieder  folgende  Rest  hat  ja  den  Wert 

»»       1  —z 

und  bleibt  somit  in  besagtem  Kreise  nicht  einmal  endlich,  geschweige 
denn  dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  vorgegebenen  positiven* 
Größe  B,  Eine  Potenzreihe  konvergiert  stets  ahsoltU  im  Innern  ihres 
Konvergenzkreises,  im  allgemeinen  aber  nicht  gleichmäßig. 

Aufgabe.    Man  zeige,  daß  der  Konvergenzbereich  der  Reihe 

im  allgemeinen  aus  dem  Äußern  eines  Kreises  '  z  —  a  —  R  besteht. 
Insbesondere  kann  JR  =  0  sein,  die  Reihe  kann  für  alle  Werte  von  s 
mit  Ausnahme  von  z  ^  a  konvergieren.  Andererseits  erleidet  der  Satz 
eine  Ausnahme,  falls  die  Reihe  überhaupt  für  keinen  Wert  von  z  kon- 
vergieren sollte.  Des  weiteren  konvergiert  die  Reihe  gleichmäßig  in 
jedem  abgeschlossenen,  außerhalb  des  Kreises  z  —  a  ^  li  gelegenen 
Bereiche  T,  welcher  nur  keinen  Randpunkt  mit  besagtem  Kreise  ge- 
mein hat,  und  stellt  somit  in  ihrem  Konvergenzbereiche  eine  ana- 
lytische Funktion  vor. 

Identitätssatz.  Verschwindet  eine  Potenzreihe  für  alle  WeHe 
des  Arguments  in  der  Umgebung  der  Stelle  ^  =  0,  so  verschwindet  jeder 
Koeffizient  derselben. 
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Siimmm  die  Werte  zweier  Totenzreihen  für  alle  Werte  des  Argu- 
ments in  der  Umgebung  der  Stelle  z  ^0  miteinander  überein,  so  haben 
ihre  Koeffizienten  bzw.  gleiche  Werte. 

Allgemeiner  genügt  es  vorauszusetzen,  daß  das  Verschwinden  resp. 
die  Übereinstimmung  bloß  in  einer  abzählbaren  Menge  von  Punkten  mit 
der  Häufungsstelle  z  ^0  stattfindet. 

Setzt  man  nämlich  in  der  gegebenen  Reihe: 

O^Cq  +  Cj^z  +  c^z^  H 

zuerst  z  =  Oj  so  folgt  Cq  =  0.    Daraus  schließt  man: 

0  =  z{c^  +  c^z  +  c^z^  +  •••)• 

Solange   ^  +  0   ist   und    im    Konvergenzkreise   der   gegebenen    Reihe 
liegt;  ist  also 

Diese  letzte  Reihe  stellt  aber  eine  im  Punkte  j?  =  0  stetige  Funktion 
vor,  und  infolgedessen  verschwindet  sie  auch  für  jet  =  0.  Biermit  ist 
gezeigt,  daß  Cj  =  0  ist. 

Durch  Wiederholung  dieses  Schlusses  beweist  man  allgemein, 
daß  c^  =  0  ist. 

Der  zweite  Teil  des  Satzes  ergibt  sich,  indem  man  die  eine  Reihe 
gliedweise  von  der  anderen  abzieht  und  dann  den  ersten  Teil  des 
Satzes  auf  die  neue  Reihe  anwendet.  Den  Beweis  des  letzten  Teils 
wird  der  Leser  mit  Leichtigkeit  führen. 


§  13.    Die  Cauchy-Taylorsohe  Beihe. 

Die  Reihenentwicklung  einer  analytischen  Funktion  f(ji)  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  z  —  a  ergibt  sich  auch  unmittelbar 
aus  dem  Theorem  von  §  7. 

Der    Cauchy-Taylorsche    Reihensatz^).     Isi  f{z)  in   einem 


•  l)Brook   Taylor,    Methodus  incrementorum   directa   et  inversa^  London, 

1715,  S.  21;  man  vergleiche  Pringsheim,  „Zur  GeBchichte  des  Taylorschen 
Lehrsatzes''  Bibliotfieca  Mathematica,  3.  Folge,  Bd.  1  (1900)  S.  433.  Die  erste 
Veröfifentlichung  dieses  Satzes  in  der  gegenwärtigen  Formulierung  findet  sich  in 
«iner  lithographierten  Abhandlung  von  Gauchy  aus  dem  Jahre  1881;  „Sur  la 
mäcanique  Celeste  et  sur  un  nouveau  calcul  appell^  calcul  de  limites'S  lu  ä 
TAcad^mie  de  Turin  le  11  octobre  1831;  darüber  eine  Anzeige  in  F^russaa's 
Bulletin  des  sciences  mathematiques,  physiqxiea  et  chimiques,  Bd.  15  (1831)  S.  260. 

Osgood,  Funktionenthcoric.  I.  2.  Aufl.  22 
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Bereich  T  analgtisei  und  igt  a  eim  bdiebigar  Pimki  nm  T,  so  läßt 
skk  f(z)  im  eine  noA  ganzem  posUirem  Paiemsem  rem  g  —  a  forigdtrei' 
iende  Hake  emitcidxlm: 

f(z)  ^  f(a)  +  r  ojU  -  a)  -r  Q^^  ^r  ^  ay+  '••-r^'(^-ay  +  --^ 

IkAei  hmtergiert  die  Beihe  umd  stefU  die  Fmmktiom  f{£)  fwr  atte  Werte 
z  dar,  die  inmerkalb  des  größtem  Kreises  mm  a  liegemy  trdeker  mur  leimem 
dem  Bereich  T  nicht  zugdtörigem  [Pumki  im  Lmem  eimsddießt.  Die 
DarsUüung  ist  überdies  eimdeutig. 

Sei  z  ein  iniierer  Punkt  des  im  Satze  genannten  Kreises.  Dann 
hat  man  nach  §  7 

f(z)  -  f(a)  +  fia)  (z  -  a)  -  . . .  +  ^^^  (,  _  a)- » -i-  (*  -  o)-  P.(z) 

und  es  handelt  sich  bloß  noch  nm  den  Nachweis,  daß  das  Bestglied 
(z  —  ayP^iz)  bei  wachsendem  n  gegen  0  abnimmt  Man  nehme  den 
Kreis  K  so,  daß  er  z  umfaßt.  Dann  ist  nach  der  Abschätzung  jenes 
Paragraphen 

und  das  Restglied  konvergiert  auch  in  der  Tat  gegen  0,  w.  z.  b.  w. 
Daß  die  Darstellung  außerdem  eindeutig  ist,  ergibt  sich  aus  dem  Iden- 
titatssatz  von  §  12. 

Insbesondere  kann  die  Reihe  för  alle  Werte  von  z  konvergieren. 
Der  Definition&bereich  der  Funktion  f{z)  läßt  sich  dann  auf  die  ganze 
Ebene  ausdehnen.  In  diesem  Falle  heißt  f{z)  eine  ganze  Funktion, 
und  zwar,  sofern  die  Reihe  nicht  gerade  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  Gliedern  abbricht  und  somit  zum  Polynom  wird,  eine  ganze  tran- 
szendente Funktion  fWeierstraß). 

Die  Enticicklung  im  Tunkte  z  «=  oc.  Enthält  der  Bereich  T  den 
Punkt  z  =  oc  im  Inneren,  so  nehme  man  die  Transformation 

w;  =  —     oder  allgemeiner     ir  = 

vor.    Ist  nun  f{z)   im   Punkte  ;2'  =  ex   analytisch,  so  geht  f{z)  dabei 

Hierauf  folgte  eine  italienische  Übersetzung  der  Abhandlung  (resp.  der  ersten 
Teile  davon;  in  den  OpuscfAi  matematici  e  fisici  di  diversi  auton^  Bd.  2,  S.  1, 
183,  261;  Milan,  1834.  Der  erste,  für  die  Funktionentheorie  am  wichtigste  Teil 
der  Abhandlung  ißt  in  der  Ursprache  von  Cauchy  in  den  Exercices  d^analyse 
et  de  physique  matJumatique,  Bd.  2,  1841,  S.  41  abgedruckt.  Wegen  weiterer 
Zitate  vergleiche  man  Enzyklopädie,  II  B  1,  Nr.  7. 
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in  eine  Funktion 

über,  welche  sich  bei  gehöriger  Festsetzung  bezüglich  ihres  Wertes 
im  Punkte  u;  »  0  auch  dort  analytisch  verhält  und  infolgedessen  durch 
eine  Potenzreihe  dargestellt  werden  kann: 

^  W  =  ^0  +  ^i^  +  ^^^  H • 

Daraus  findet  man,  .indem  man  sich  bloß  auf  die  erste  Transformation 
beschränkt: 

/•(^)  =  Co  +  ^  +  ^  +  --- 

Die  Reihe  konvergiert  und  stellt  die  Fimktion  für  alle  diejenigen 
Werte  von  z  vor,  welche  außerhalb  des  kleinsten  um  a  »  0  gelegten, 
alle  Randpunkte  von  T  im  Innern  oder  auf  seiner  Begrenzung  ent- 
haltenden Kreises  liegen. 

Diese  Entwicklung  wird   in   der  Regel   erst  aus   der  Laurent- 
schen   Reihe   abgeleitet.     Die   beiden   auf  die   Koeffizienten    sich   be-* 
ziehenden  Formeln  (vgl.  §  15): 


^n 


-^nij^'^'f^^)^^^  ;^n    <-»f^% 


lassen  sich  hier  aber  auch  direkt,  also  ohne  Voraussetzung  des  Lau- 
rentschen  Satzes  ableiten,  und  zwar  nach  demselben  Verfahren,  wie 
das  in  §  15,  Ende,  angewandte. 


§  14.    Zur  Beihenentwicklung  zusammengesetzter  Funktionen. 

Die  Koeffizienten  der  Cauchy-Taylorschen  Reihenentwicklung  für 
einige  der  wichtigsten  elementaren  Funktionen  lassen  sich  direkt  durch 
Differentiationen  berechnen.    So  erhält  man  die  Darstellungen 

(1)  r=l+^  +  |^+3'+---, 

(2)  sin^  =  ^- :;"  +  ;■;- ;;  +  •••, 

(3)  cosÄ=l- .^,  + ^,  -  g, +  •••, 

(4)  (1  +  zy  =  1  +  mz  +  ^";- '^  ir»  +  . . . , 

(5)  log(l  +  ^)  =  ^  _  -^'  X  -^■'  _  •'^*  +  . . . , 


\e 

<00; 

• 

z 

<oo; 

z 

<oo; 

1 

z 

<i; 

'  Z' 

1 

<i. 

22* 
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Die  ersten  drei  Reihen  konvergieren  für  alle  Werte  Ton  By  die  beiden 
letzten  haben  den  Einheitskreis  zum  EonTergenzkreise  (sofern  m  nidit 
gerade  eine  natürliche  Zahl  oder  0  ist).  Bei  den  Formeln  (4)  nnd  (5) 
handelt  es  sich  ja  selbstredend  um  eine  besondere  Bestimmung  der 
linker  Hand  stehenden  yieldeutigen  Funktionen. 

Die  Formel  (5)  wird  auch  durch  gliedweise  Integration  der  geo- 
metrischen Reihe  hergeleitet: 

log(l+5)=J'^-=£-"J  +  ^-.... 


u 


Hierbei  soll  der  Integrationsweg  auf  das  Innere  des  Einheitskreises 
1 5 1  <  1  beschränkt  werden.  Dann  stellt  das  Integral  nach  §  3,  1.  Satz 
(bzw.  die  Reihe  nach  §  12,  Lehrsatz)  eine  in  diesem  Kreise  analytische 
Funktion  vor.  Längs  der  Strecke  der  reellen  Achse  —  1  <  x  <  1 
stimmt  diese  Funktion  femer  mit  dem  reeUen  Logarithmus  log(l  +a:) 
überein.  Dem  Identitatssatze  von  §  7  zufolge  fallt  also  das  Integral 
resp.  die  Reihe  mit  derjenigen  Bestimmung  der  Funktion  log(l  +jp) 
zusammen,  welche  sich  im  Einheitskreise  analytisch  verhält  und  längs 
jener  Strecke  der  reellen  Achse  reelle  Werte  annimmt.  —  Im  übrigen 
sei  an  das  erste  Beispiel  von  §  3  erinnert;  vermöge  eines  ähnlichen 
Integrationsweges  kann  auch  hier  das  Integral  mit  einer  geeigneten 
Bestimmung  der  Funktion  log  (1  +  z)  identifiziert  werden.  Oder  man 
kann  das  vorgelegte  Integral  mittels  der  Transformation  /  =  j?  —  1 
in  jenes  frühere  Integral  direkt  überführen.  • 

Auf  ähnliche  Weise  findet  man   ferner  die  Entwicklungen 


(6)  arctan^=  /      ^^^,  =^-^  +  ^^' ,  ^;<1; 


+  r«  -"-y-T-  g 


% 


fn  •  r      dz  1    2'        1  •  3   2;^ 

(7j      arcsm^=J  — _-^  =  ^  +  y-3-  +  .^^y  +  ...,      \b\<\. 

0 

Allgemein  lassen  sich  die  Koeffizienten  der  Reihenentwicklung 
für  die  Funktionen  (1) ...  (5)  in  einem  beliebigen  Punkte  jet  =  o  der 
Ebene,  in  welchem  sich   die  betreffende  Funktion   analytisch  verhält, 
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dnrch  die  soeben  verwendeten  Methoden  berechnen.    Im  besonderen 
wollen  wir  noch  die  beiden  Entwicklungen  hersetzen: 

logif  =  loga  +  ^  (£f  -  a)  -  ^,(£f  -  a)H  •  •  •, 

;erm=.  a'^H-  wa"*-i(ir  -  a)  +  —'^^^a'^-^e  —  a)'+  •  •  •, 

bemerken  aber  zugleich^  daß  sie  sich  auch  direkt  ergeben^  indem  man 
einerseits 

log^r  =  log[a  +  (jer  —  a)]  ==  loga  +  log  (l  +  -^ -), 
andererseits 

0m^^a_^_(g_  ^)-]m  _  et"»  (l  +  -~-)'" 

setzt   und   sodann    die   Formel   (5)    bzw.    (4)    in  Anwendung   bringt. 
Beide  Reihen  haben  zum  Konvergenzkreis  \g  —  a  ■  <C\aK 

Der  Quotientensatz.  Wird  eine  Funktion  in  der  Form  eines  Quo- 
tienten f{^)/g>{e)  gegeben  und  entwickelt  man  Zähler  und  Nenner 
nach  dem  Cauchy-Taylorschen  Satze ^  so  erhält  man  eine  Reihenent- 
wicklung für  besagten  Quotienten  dadurch^  daß  man  die  Nennerreihe 
in  die  Zählerreihe  gerade  so  dividiert,  als  ob  es  sich  bloß  um  Poly- 
nome handelte.    In  der  Tat  sei 

9(^)  =  &o  +  h^  +  h^^  H ; 

und  sei  zunächst  6q  +  0.   Dann  hat  man  nach  dem  Cauchy-Taylorschen 
Lehrsatze 


J-|)=7C,+  <'l«  +  V* 


Um  die  Koeffizienten  c^  nun  wirklich  zu  berechnen,  multipliziere 
man  diese  Gleichung  mit  (p(z)]   so  kommt: 

«0  +  ^l^  +  «2^*  H =  (^0+  ^^  +  ^2^*H )(^0+  ^1^  +  ^2^^+  •  •  0 

=  ^0^0+  (^0^1  +  ^^o)^  +  (^0^2  +  ^1^1  +  &2^o)^*  H • 

Bringt  man  nun  noch  den  Identitätss^tz  von  §  12  in  Anwendung,  so 
ergibt  sich: 

^0^2+  ^^1+  ^2^0=  ^2; 
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Das  sind  aber  nichts  anderes,  als  die  Gleichungen,  woraus  sich  die 
ersteren  Tenne  des  Quotienten  zweier  Polynome  bestimmen,  und  das 
wollten  wir  eben  beweisen. 

Beispiel 

f{z)  =  sin  jgr,       q>{z)  =  cos ;?, 

z^       z^ 

i.  81  ^  6!  ,     1     a   .     2     c   , 

tan  z  = -^ . =  jß?  -I z  A jsr  4-  •  •  • . 

"*"""  z^       z*  '^  ^  8       ^  16      ^ 

^"2!+4'!-*-- 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  behält  das  Verfahren  selbst  dann 
noch  seine  Gültigkeit  bei,  wenn  die  Nennerfdnktion  eine  Wurzel  m*" 
Ordnung  in  5  »  0  hat,  nur  tritt  dann,  sofern  die  Zählerfunktion  nicht 
mindestens  eben  so  oft  resp.  identisch  verschwindet,  der  Hauptteil  des 
Poles  vor  die  Potenzreihe. 

Beispiel: 

COtff^  = -Z  —  TT»   •  •  •• 

o  ;?  3  45 

Zusammengesetzte  Funktionen,  Handelt  es  sich  um  die  Berechnung 
einer  bestimmten  Anzahl  der  Koeffizienten  der  Reihenentwicklung  für 
eine  zusammengesetzte  Funktion,  so  leistet  häufig  das  folgende  Ver- 
fahren gute  Dienste.  Wir  wollen  es  zunächst  an  einem  Beispiele  er- 
läutern.    Es  sollen  nämlich  die  Koeffizienten  der  Reihe  für 

bis  zum  Gliede  mit  z^  wirklich  ausgerechnet  werden.    Dazu  setze  man 

w  =^  zsinz 
und  ziehe  die  Entwicklungen  (1),  (2)  heran: 

e-=l+w;+^-  +_+-  +  ... 

z  sm  z  =^  z \-        —  •  •  • . 

6     '    120 

Nun  ist  nach  dem  Satze  der  elementaren  Reihenlehre  betreffend  die 
Multiplikation  zweier  absolut  konvergenten  Reihen 

1  =  1, 

ä  ä  6'        45'  > 


•    •    • 
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Femer  wird  in  der  elementaren  Reihenlehre  gezeigt^  daß  eine  endliche 
Anzahl  von  Reihen  gliedweise  znsammenaddiert  werden  können.  Es 
handelt  sich  hier  aber  um  die  gliedweise  Addition  einer  unendlichen 
Anzahl  solcher  Reihen.  Daß  dieser  Schritt  unter  gewissen  Bedingungen^ 
welche  hier  auch  erfüllt  sind,  wirklich  gestattet  ist,  besagt  der  so- 
gleich zu  besprechende,  von  Weierstraß  herrührende  Reihensatz. 
Damach  erhält  man  die  in  Aussicht  genommene  Entwicklung: 

Ein  Reihensatz.^)    Es  mögen  unendlich  vieie  Potenzreihen  vorge- 
legt sein: 

«*i  W  =  ^0^'^  +  ^^^^^  +  ^^'^^*  +  •  •  •, 


deren  alle  in  ein  und  demselben  Kreise  \z\  <^R  konvergieren.  Außer- 
dem soll  die  Reihe 

in  jedem  kleineren  Kreise  \z\  ^R' <i  R  gleiclimäßig  konvergieren.  Die 
hiermit  erhaltene  Funktion  f{z),  tvelche  sich  ja  im  ersten  Kreise  ana- 
lytisch  verhälty  möge  nach  dem  Cauchy -Taylor sehen  Lehrsatze  in  eine 

Potenzreihe 

f{z)  «  tto  +  a^z  +  a^z^  H 

entwickelt  werden.  Dann  konvergiert  jede  der  obigen  Vertikalreihen  und 
zwar  ist 


00  00 


«=1  n—l  «=1 

Mit  anderen  Worten  lassen  sich  die  unendlich  vielen  Potenzreihen 
wie  Polynome  zusammenfassen,  indem  man  alle  Terme  gleicher  Dimen- 
sion in  z  zu  einem  einzigen  Gliede  verbindet,  wodurch  dann  die 
Cauchj-Taylorsche  Reihenentwicklung  für  die  Funktion  f{z)  gerade 
zu  Stande  kommt. 

Der  Beweis  ist  äußerst  einfach.  Setzt  man  nämlich  zunächst 
js  =  0,  so  kommt: 

00 

/•(O)  =  a„  =  M,(0)  +  «,(0)  +  . . .  -2 '^o^"'- 

n=l 


1)  Mun  vergleiche  das  in  §  5  gegebene  Zitat  auf  Weierstraß. 
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Differentiiert  man  dann  die  Reihe 

gliedweise^  was  hier  nach  dem  5.  Satze  von  §  5  gestattet  ist,  und  setzi 
man  darauf  z  =  0,  so  wird 

f'(U)  =  a,  =  «,'(0)  -  «,'. 0)  ^ 2 '^^"  ■ 

«=1 

Durch  fortgesetzte  Wiederholung  dieses  Verfahrens  ergeben  sich  die 
weiteren  Relationen^  um  welche  es  sich  handelt.  Hiermit  ist  der  Be- 
weis erbracht. 

In  diesem  Theorem  ist  folgender  Satz  enthalten. 

Zusatz.    Sei 

(fite)  =  fc^  +  6j <r  +  ij'r*  +  • :  • 

eine  Pciefizreihe  mit  dem  Kaiivergenzkreise    tc   <  S,  und  sei 

f[2)  =  a^  +  a^z  +  Ojr*  H 

eine  ztceite  Fotenereihe  mit  dem  Konvergenzkreise  z  <i  B,  Sei  ferner 
j  a^ '  <  S.     Setzt  man  dann 

so  erhält  man  die  Cauchy- Taylor  sehe  Eeihc  für  die  zusammengesetzte 
Funktion  q>(fiz)),  indem  man  die  einzelnen  Terme  fe.tr*  der  ersten  Beihe 
als  Poienzreihen  nach  z  darstellt: 

hjc'*  =  ÜQ^"^  +  a^^"'z  +  aj^^'^z'  H , 

und  darauf  alle  Glieder  gleicher  Dimc-nslon  zusamminfaßt: 

OD  ^  äC  '^  ''  OB  ^' 

9(/"(^))  =  2«o<''^+  (  2"«!'"'  )'  +  [  2*««""  )  ^+  •  •  •  • 

In  der  Tat  sei  W  ein  Wert  von  «*,  wofür  die  erste  Reihe  absolut 
konvergiert  und  überdies  W  >  |  a^  ist.  Alsdaim  bestimme  man  h 
so,  daß 

Dann  konvergiert  die  Reihe 

gleichmäßig,  sofern  z  ^h  bleibt  (Kap.  3,  §  4),  und  darum  kann  man 
den  vorausgehenden  Satz  in  Anwendung  bringen. 
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Nach  den  yorhergehenden  Entwicklangen  ist  man  jetzt  im  Stande, 
alle  diejenigen  formalen  Prozesse  zu  rechtfertigen,  welche  zur  Her- 
stellung solcher  Entwicklungen  nötig  sind,  wofür  folgende  Beispiele 
typisch  sind.  Tritt  eine  mehrdeutige  Funktion  auf,  so  handelt  es  sich 
selbstredend  immer  um  eine  besondere  Bestimmung  derselben.^) 

arc  sin  (Je  sin  z)  ^  kz  +    —         z"  +         ---  z'+  •  ■  -, 

(l+r)'=l  +  ^»-|/^+|^-  J-^+..., 

log  sin^  =  log^  -  6  ^*-  i80  ^-  iö  ^*+  •  •  •• 

Eine  große  Anzahl  derartiger  Reihenentwicklungen  findet  sich 
bei  B.  0.  Peirce,  Ä  Short  Table  of  Integrals,  1899,  Ginn  &  Co.,  Boston, 
ü.  S.  A.,  pp.  88 — 94.  Vgl.  auch  Schlömilch,  Übungsbuch  zum  Stu- 
dium der  höheren  Anaiysis,  1888,  §  40. 

Aufgabe  1.  Man  entwickle  die  folgenden  Funktionen  nach  auf- 
steigenden Potenzen  von  z  bis  zum  Gliede  5**'  Dimension  hin  \md  be- 
stimme den  Konvergenzkreis  der  jeweiligen  Potenzreihe: 

_^      -     _— -  ,         u  reell  und  'ui  <  1 , 

y  1  —  2fi;S  +  ^ 

iog(i  +  e-),     i/cos^,       ,s_2,.+fL.;  • 

Aufgabe  2.    Man  zeige  daß 

log(a+v^a'  +  ^*)  =  log2a+  ^  2a' "  .."4  4««  +  2:4:6  Oa«  +  " " "' 

sofern  a  reell  und  positiv  ist  und  }/ a^  +  z*  so  bestimmt  wird,   daß 
y  a^+  z^  ^^Q=  a  wird. 

Aufgabe  3.    Man  entwickle 

log  (yz'~+ 1  ~  z) 

für  große  Werte  von  z. 


1)  Zur  einwandfreien  Begründung  dieser  Entwicklungen,  sofern  es  sich  um 
mehrdeutige  Funktionen  handelt,  bedarf  man  noch  des  Satzes  von  Kap.  1,  §  10, 
für  Funktionen  eines  komplexen  Arguments  ausgesprochen;    vgl.  Kap.  8,  §  9. 
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§  15.    Der  Laurentaohe  Sats. 

Sei  S  ein  endlicher  Bereich;  dessen  Begrenzung  ans  zwei  ein- 
fachen regulären  geschlossenen  Kurven  besteht^  und  sei  f{e)  eine  in  8 
inklusive  des  Randes  stetige^  innerhalb  S  analytische  Funktion.  Stellt 
man  f(z)  dann  in  S  mittels  der  Cauchyschen  Integralformel  dar,  so 
hat  man: 

z 


'W       äjrtj    t-z'^tnij    t  — 


wobei  sich  C  auf  die  äußere,  F  auf  die  innere  Begrenzung  von  S  be- 
zieht. Nun  betrachte  man  jedes  dieser  Integrale  für  sich.  Nach  dem 
Hauptsatz  von  §  1  stellt  das  erste  eine  im  Innern  der  Kurve  C  ana- 
lytische Funktion  von  z  vor,  während  das  zweite  eine  überall  außer- 
halb der  Kurve  JT,  auch  im  Punkte  z  =^  oo  analytische  Funktion  von  z 
definiert.    Darin  liegt  der  Kern  des  Laurent  sehen  Sates. 

Laurentscher  Satz.^)  Seif(z)  eine  innerhalb  eines  Kreisrings  K 
anaiytisdie  Funktion  von  z.    Dann  läßt  sich  f{z)  in  zwei  Funktionen 

spalten: 

f{z)--q>{z)+tl;{z), 

wo  <p(z)  überall  innerhalb  der  äußeren,  -^{z)  überall  außerhalb  der 
inneren  Begrenzung  von  K,  inklusive  des  Punktes  z  ^  oo,  analytisch  ist. 

Sei  S  ein  konzentrischer  Kreisring,  welcher  mit  Einschluß  seines 
Randes  innerhalb  K  liegt.  Dann  gilt  der  Satz  nach  dem  Voraus- 
geschickten zunächst  für  diesen  Bereich,  also  ist 


f{z)  =  (p{z)  +  tl;(z), 
wo 

"mdt 

z 


ist.  Jetzt  lasse  man  die  innere  Begrenzung  F  von  S  an  die  Begren- 
zung von  K  heranrücken.  Dadurch  wird  der  Bereich,  in  welchem  die 
Funktion  tß(z)  definiert  ist,  erweitert,  ohne  daß  sich  der  Wert  dieser 
Funktion  in  einem  einmal  erreichten  Punkte  z  dabei  änderte.  Denn 
die  Funktionen  f^z),  ^(z)  hängen  ja  von  F  überhaupt  nicht  ab,  und 
iß(z)  ^  f(z)  —  (p(z).    Auf  diese  Weise   wird   die   Funktion  tß{z)   ganz 

1)  Laurent,  Cumpies  Bendiis,  Bd.  17,  (1843)  S.  938.  Weierstraß  war 
bereits  im  Jahre  1841  im  Besitze  dieses  Satzes  nebst  einem  Beweise;  vergleiche 
eine  s.  Z.  nicht  veröffentlichte  Abhandlung,   Werke^  Bd.  1,  S.  51. 
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bis  an  die  innere  Begrenzung  des  Kreisringes  K  heran  fortgesetzt 
und  es  entsteht  also  eine  Funktion  ^(^),  wie  der  Satz  sie  verlangt. 
Verfährt  man  mit  der  Funktion  q>{z)  ebenso,  indem  man  C  an  die 
äußere  Begrenzung  von  K  heranrücken  läßt,  so  erhält  man  die  in 
Aussicht  gestellte  Funktion  q>{z)y  und  der  Beweis  ist  hiermit  fertig. 
Von  dem  Umstände,  daß  der  Radius  der  inneren  Begrenzung 
von  K  positiv,  derjenige  der  äußeren  Begrenzung  endlich  ist,  hat 
man  beim  Beweise  des  Satzes  keinen  Gebrauch  gemacht;  daher  bleibt 
der  Satz  fQr  diese  beiden  Grenzfälle  noch  bestehen.  Auch  brauchen 
die  Begrenzungen  des  Ringes  keine  Kreise  zu  sein.  Der  Satz  gilt 
mithin  allgemein  für  einen  beliebigen  Bereich  T,  dessen  Begrenzung 
nur  im  Sinne  der  in  Kap.  5,  §  7  getroffenen  Definition  aus  zwei 
Stücken  besteht;   vgl.  unten,  Aufgabe  3. 

Aufgabe  1.  Sei  f{ss)  eine  Funktion  von  z^  die  in  der  ganzen 
erweiterten  Ebene  mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten 
^i>  ^%y  •  •  ^n  analytisch  ist.  Man  zeige,  daß  sich  f{z)  dann  in  die 
Summe  von  n  Funktionen  spalten  läßt: 

/■w=A('^)+/;('^)  + •••+/•», 

wo   f.{z)    eine   in   der   ganzen  erweiterten  Ebene   mit  Ausnahme   des 
Punktes  a,.  analytische  Funktion  ist. 

Aufgabe  2.  In  einem  Bereich  T  der  erweiterten  Ebene,  welcher 
von  n  einfachen  regulären  geschlossenen  oder  nicht  geschlossenen 
Kurven  C^,  L\,  ...  C^  der  erweiterten  Ebene  begrenzt  ist,  sei  f{z) 
analytisch.  Der  Bereich  T.  bestehe  aus  demjenigen  Teil  der  erwei- 
terten Ebene,  welcher  allein  von  der  Kurve  C,.  begrenzt  ist  und, 
falls  CV  geschlossen  ist,  zum  Teil  mit  dem  Bereich  T  zusammenfällt. 
Man  zeige,  daß  sich  f{z)  dann  in  die  Summe  von  n  Funktionen 
spalten  läßt, 

wo  f^{z)  eine  in  T,.  analytische  Funktion  von  z  ist. 

Aufgabe  3.  Sei  T  ein  beliebiger  Bereich  der  erweiterten  Ebene, 
dessen  Begrenzung  aus  mehr  als  einem  Stück  besteht;  und  sei  L  eine 
einfache  reguläre  geschlossene  ganz  in  T  verlaufende  Kurve,  die  einen 
Teil  der  Begrenzung  von  T  umfaßt.  Die  Bereiche  T^,  T^  mögen  aus 
dem  Innern  von  L,  inkl.  dieser  Kurve  selbst,  nebst  demjenigen  Teil 
von  Ty  welcher  außerhalb  L  liegt,  bzw.  aus  dem  Äußern  von  Z,  inklusive 
dieser  Kurve  selbst,  nebst  demjenigen  Teil  von  T,  welcher  innerhalb  L 
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liegt,  bestehen.  Ist  f{z)  eine  in  T  analytische  Funktion^  so  läßt  sich 
f{z)  in  die  Summe  von  zwei  Funktionen  spalten: 

f{z)  =  q>{z)  +  ^{z), 

wo  ff{z)j  ^{e)  bzw.  in  T^,  T^  eindeutige  analytische  Funktionen 
von  z  sind. 

Die  Lanrentsche  Beihe,  Nach  dem  Cauchy-Taylorschen  Lehrsätze 
kann  man  die  Funktion  q){z)  in  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  z  —  a  fortschreitende  Reihe  entwickeln,  wo  a  den  Mittelpunkt 
des  Kreisringes  K  bedeutet: 

00 

Diese  Reihe  konvergiert  innerhalb  der  äußeren  Begrenzung  von  K. 
Andererseits  läßt  sich  ^{z)  vermöge  der  Erweiterung  des  genannten 
Lehrsatzes  ebenfalls  in  eine  Potenzreihe,  und  zwar  nach  absteigenden 
Potenzen  von  z  —  a  entwickeln: 


00 


'^W=2'(Äar- 


n  =  l 


Diese  Reihe  konvergiert  außerhalb  der  innem  Begrenzung  von  K. 
Daraus  ergibt  sich  mm  für  f{is)  die  Darstellung  mittels  der  Lauretiir 
sehen  Reihe: 

00 

(1)  A^)=2'<^«(''-«)"- 


n  =  —  00 


Diese   Reihe   konvergiert   im    Kreisringe  K  und    stellt  die  Fimktion 
f(z)  dort  dar. 

Die  Koeffizienten  der  Laurentschen  Reihe  werden  durch  dieselbe 
Integralformel  gegeben,  wie  diejenigen  der  Cauchy-Taylorschen  Reihe: 


t 

c 

wo  C  eine  reguläre  geschlossene,  den  Punkt  z  =  a  enthaltende,  in  K 
verlaufende  Kurve  bedeutet;  nur  fällt  die  Beziehung  zu  den  Ablei- 
tungen, c„  =  f^'^\a)ln\  hier  fort.  In  der  Tat  konvergiert  die  Reihe  (1), 
sowie  die  daraus  mittels  Division  durch  2%i(z  —  d)^'^^  erhaltene  Reihe 


m  —  —00 
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längs  der  Earve  C  gleichmäßig  und  läßt  sich  daher  über  dieselbe 
gliedweise  integrieren.  Dabei  verschwindet  jedes  Integral  rechter  Hand 
mit  Ausnahme  desjenigen,  wofür  w  =  n  ist: 


2 

c 


und  hiermit  ist  der  Beweis  geliefert.  ^ 

Auch  hier  gilt  die  Relation 

r  0      1      2 


^nl^-^^"""»  **  =* 


i-1,   -2, 


wo  |;8r  —  a|  =-  r  einen  beliebigen  im  Kreisringe  K  gelegenen  Kreis  und 
M  den  größten  Wert  von  \f{t)\  längs  desselben  bedeuten. 

Es    gibt   keine    zweite   Darstellung   der   Funktion  f{z)    von   der 
Form  (1):^ 


00 


m-S^i'-'^y' 


n  =  — eo 


die  mit  der  Laurentschen  Reihe  nicht  identisch  wäre.  Die  neue,  sowie 
die  daraus  mittels  Division  durch  (j8?  —  a)" "*"  ^  erhaltene  Reihe  würde 
nämlich  auch  längs  der  Kurve  C  gleichmäßig  konvergieren.  Integriert 
man  nun  die  Differenz  der  beiden  Reihen,  jede  durch  U  — a)""*"^  ge- 
teilt, über  C,  so  kommt  c„  —  c„'=  0. 


§  16.    Der  Goursatsohe  Satz. 

Wir  wollen  jetzt  über  einen  Satz  berichten,  welchen  Herr  Goursat 
gefunden  hat  und  welcher  die  Grundlagen  der  Funktionentheorie  in 
wünschenswerter  Weise  ergänzt.  Bisher  haben  wir  nämlich  die  Stetig- 
keit der  Ableitung  mit  in  die  Definition  der  analytischen  Funktion 
aufgenommen.  Kraft  der  6 oursat sehen  Untersuchung  kann  man  diese 
Forderung  fallen  lassen,  da  es  sich  herausstellt,  daß  die  Stetigkeit 
eine  notwendige  Folge  der  bloßen  Existenz  der  Ableitung  ist. 

G oursat  ging  ursprünglich  von  dem  Gedanken  aus,  den  Beweis 
des  Cauchy scheu  Integralsatzes  zu  vereinfachen,  indem  er  direkt  mit 
dem  komplexen  Integral  operierte,  anstatt  es  erst  in  reelles  und  rein 
imaginäres  zu  spalten.^)    Dabei  ergab  sich  noch  über  das  nächste  Ziel 

1)  Goursat,  Acta  Mathematica,  Bd. 4  (1884),  S.  197. 
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seiner  Forschung  hinaus^  daß  man  auf  die  Stetigkeit  der  Ableitung 
ganz  verzichten  kann.^) 

Der  Goursatsche  Satz.  Istf(js)  in  jedem  Punkte  eines  Bereichs  T 
mit  einer  Ableitung  f\z)  versehen^  so  wird  f\z)  dort  stetig  sein. 

Aus  der  Existenz  einer  Ableitung  folgt  bereits  die  Stetigkeit  der 
Funktion.  Zum  Beweise  des  Satzes  genügt  also,  unter  Heranziehung 
des  verallgemeinerten  Mo  reraschen  Satzes,  zu  zeigen^  daß  das  Inte- 
gral ff{z)  de,  erstreckt  über  den  Rand  F  eines  beliebigen  Rechtecks  R^ 
verschwindet,  wobei  alle  innern  und  Randpunkte  von  R  in  T  liegen. 
Dies  kann  man  in  der  Tat,  wie  folgt,  dartun.  ^) 

Gesetzt,  es  wäre 


//•w 


dz 


g>0. 


Man  zerlege  R  in  vier  kongruente  Rechtecke  und  erstrecke  das  Inte- 
gral  über  den  Rand  eines  jeden  derselben.  Für  mindestens  eines  dieser 
letzteren  Rechtecke,  r^  werde  es  genannt,  muß  dann 


fn 


z)dz   >j- 


sein.  Durch  Wiederholung  dieser  Überlegung  gelangt  man  so  zu  einer 
Reihe  ineinander  eingeschachtelter  Rechtecke  ^i,  *2;  •  •  •;  wofür 

(1)  I  //^W  dz  >  {-, 

Yi 

ist,  und  deren  Seitenlängen  im  übrigen  gegen  0  abnehmen.  Hierdurch 
wird  ein  Punkt  z  bestimmt,  welcher  in  jedem  der  genannten  Recht- 
ecke liegt. 

Andererseits  hat  man  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen  posi- 
tiven Größe  6 

z  —  z 

I 

Wir  setzen 


-f'{z)  <e,        0<\z-z  <8. 


i  =    ^_j    - f K-),        «  +  ^ ; 

5=^0,        z  =  z, 


1)  Goursat,  Transactions  Amer.  Math.  Soc,  Bd.  1  (1900),  S.  14.  In  der 
ersten  Auflage  dieses  Werkes,  Kap.  7,  §§  IC,  17  sind  die  Beweise  dieser  Sätze 
reproduziert,  welche  Goursat  gegeben  hat. 

2)  E.  H.  Moore,  Transactions  Auter.  Math.  Soc,  Bd.  1  (1900),  S.  499.  In 
dieser  Arbeit  gibt  Moore  einen  neuen  Beweis  des  verallgemeinerten  Integral- 
satzes. Der  Gebrauch  des  Morera sehen  Satzes,  um  den  analytischen  Charakter 
der  Funktion  f(z)  direkt  zu  erweisen,  kommt  bei  ihm  nicht  vor. 
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woraus  dann  folgt,  daß 

f{z)  =  m  +  («  -  z)f\z)  +  {z-  z)  g 
ist.    Hieraus  findet  man: 


ff{B)dz==^j\z-z)^dz 


'U 


Denn  die  beiden  ersten  Terme  rechter  Hand  lassen  ja  ein  unbestimmtes 
Integral  zu,  welches  für  alle  Werte  yon  z  eindeutig  und  stetig  ist,  und 
infolgedessen  verschwindet  nach  §  1,  (11),  das  bestimmte  Integral  dieser 
Terme,  erstreckt  über  einen  geschlossenen  Weg. 

Wir  nehmen  nun  i  so  groß,  daß  das  Rechteck  r^  ganz  inneriialb 
des  Kreises  \z  —  z\<8  liegt.  Bezeichnet  man  die  Länge  der  längeren 
Seiten  von  72  mit  \  so  wird  die  entsprechende  Seitenlänge  des  Recht- 
ecks r^  gleich  /{/2'  sein,  und  die  Länge  des  ganzen  Randes  von  r^  wird 
jedenfalls  nicht  größer  als  4A/2'  ausfallen.  Femer  wird  offenbar  im 
Integranden  des  letzten  Integrals 

sein.     Demgemäß  erhalten  wir  nunmehr  folgende  Abschätzung: 
(2)  \j'i,-t)^ä^^^.,.^^^y,,. 

Aus  (1)  und  (2)  erkennt  man,  daß 


l  <^1^A'^,     also     (7<41/2A«£ 


ist.   Nun  ist  aber  g  von  der  Wahl  von  £  unabhängig.     Infolgedessen 
kann  g  nicht  positiv  sein,  und  der  Beweis  ist  hiermit  geliefert. 

Dem  soeben  erlangten  Resultat  zufolge  kann  man  den  Cauchy- 
schen  Integralsatz  jetzt,  wie  folgt,  aussprechen. 

Der  verallgemeinerte  Cauchysche  Integralsatz.  Sei  f  {z) 
in  jedem  innern  Fmildv  eines  Bereichs  S  mit  einer  Ableitung  versehen^ 
timl  sei  f(z)  außerdem  am  Bande  von  S  stetig.  Dann  verschwindet 
das  über  den  ganzen  Band  vofi  S  in  positivem  Sinne  erdrtckte  Integral 
von  f{z): 

ff{z)dz  =  Q. 

c 
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Denn  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satz  von  Qoursat  wird  f{ss) 
im  Innern  von  S  analytisch  ^  und  hiermit  erreicht  man  Anschluß  an 
die  Voraussetzungen  des  Cauchyschen  Integralsatzes  in  seiner  frfiheren 
Formulierung,  §  2. 

Der  in  §  2  gegebene  Beweis  des  Integralsatzes  beruhte  auf  einer 
Trennung  des  Integrals  in  reelles  und  rein  imaginäres,  unter  Heran- 
ziehung der  Sätze  bezüglich  des  Integrals  (Pdx  +  Qdy,  Eine  der- 
artige Zerlegung  wurde  beim  vorstehenden  Beweise  des  Goursatschen 
Satzes  nicht  vorgenommen.  Will  man  sie  auch  fernerhin  beim  Be- 
weise des  verallgemeinerten  Cauchyschen  Integralsatzes  vermeiden,  so 
braucht  man  nur  die  Methoden  von  Kap.  4,  §  3,  direkt  auf  den  kom- 
ple^n  Fall  zu  übertragen,  indem  man  S  nach  Kap.  5,  §  9  in  Be- 
reiche 6  von  normalem  Typus  zerlegt  und  eine  Funktion 

F{z)=ff(z)dz 

L 

im  Bereiche  6  gerade  so  definiert,  wie  früher  die  Funktion  F(x^  y) 
eingeführt  wurde,  vgl.  Fig.  34.  Diese  Funktion  F(js)  verhält  sich  zu- 
nächst im  Innern  von  6  analytisch.  In  der  Tat  kann  man  hier  den- 
selben Beweis  verwenden,  wie  bei  der  Begründung  des  Moreraschen 
Satzes,  §  5,  denn  man  weiß  ja  jetzt,  daß  Jf{z)dZj  über  den  Rand 
eines  innerhalb  S  gelegenen  Rechtecks  erstreckt,  verschwindet.  Daß 
sie  auch  am  Rande  von  6  stetig  ist,  beweist  man  nun  direkt.  Hier- 
aus folgt  der  Beweis  des  Integralsatzes  für  einen  Bereich  (y,  indem 
man  bloß  nachweist,  da&  J  f{z)d0j  über  den  oberen  Rand  F  von  6 
hinerstreckt,  den  Wert  F(Z)  —  F{£!q)  hat,  wo  jSq,  Z  die  Endpunkte 
dieses  Bogens  bedeuten.  Denn,  daß  das  genannte  Integral,  über  den 
übrigen  Rand  genommen,  jenen  Wert  hat,  folgt  unmittelbar  aus  der 
Definition  von  F{z), 

Da  der  verallgemeinerte  Cauchysche  Integralsatz  nunmehr  für 
alle  Bereiche  6  feststeht,  so  folgt  daraus  seine  Richtigkeit  für  einen 
allgemeinen  Bereich  S, 

§  17.    Rückblick  auf  die  Entwicklungen  dieses  Kapitels. 

Der  Begrifi",  auf  welchem  die  Entwicklungen  dieses  Kapitels 
basieren,  ist  der  des  bestimmten  Integrals: 

n-l  Z 

lim  ^f{z,]Az,  =  f'tXz)  dz. 

'■  =  «,=0  t 
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Zur  Einführung  dieses  Begriffs  muß  man  vor  allem  nachweisen^  daß 
die  Yorstehende  Summe  bei  wachsendem  n  überhaupt  gegen  einen 
Grenzwert  konvergiert.  Alsdann  leitet  man  den  Hauptsatz  Ton  §  1  her 
und  stellt  den  Cauchyschen  Integralsatz  auf;  woraus  sich  dann  die 
Cauchysche  Integralformel  unmittelbar  ergibt.  Hiermit  ist  aber  auch 
die  Grundlage  für  die  ganze  Theorie  fertige  denn  die  Beweise  der 
Beihensätze  erfordern  ja  nichts  spezifisches^  sondern  sie  bedienen  sich 
bloß  der  allgemeinen  Methoden  der  modernen  Analysis. 

In  der  letzten  Instanz  sind  es  also  drei  spezifische  Sätze,  welche 
hier  die  Fimktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  der  Behandlung 
mittels  jener  allgemeinen  Methoden  zuzüglich  machen,  und  zwar 
haben  wir,  um  dieselben  noch  einmal  explizite  herzusetzen: 

I)  den  Konvergenzbeweis,  auf  den  sich  die  Definition  des  be- 
stimmten  Integrals  gründet; 

n)  den  eigentlichen  Kern  des  Hauptsatzes  von  §  1,  den  wir  jetzt, 
wie  folgt,  aussprechen  wollen:  Sei  F  eine  reguläre  Kurve  der  t -Ebene 
und  sei  S  ein  regulärer  Bereich  der  z -Ebene.  Sei  femer  q)(t,  z)  eine 
stetige  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Argumente  t  und  z,  wobei  t 
auf  r  und  z  in  S  liegen  soU.    Dann  stellt  das  Integral 


f{z)^ffp{t,z)dt 


eine  in  S  stetige  Funktion  von  z  vor; 

ni)  den  Cauchyschefi  Integralsatz. 

Diese  Sätze  haben  wir  in  den  früheren  Paragraphen  des  Kapitels 
dadurch  bewiesen,  daß  wir  Reelles  und  Imaginäres  jeweils  trennten 
und  die  entsprechenden  Sätze  für  reelle  Funktionen  heranzogen.  Der 
Gedanke  liegt  jetzt  nahe,  das  alles  ohne  jene  Trennung,  also  direkt  an 
den  komplexen  Funktionen,  als  einheiüiches  Ganze  aufgefaßt,  zu  ent- 
wickeln.   Hierbei  müßte  man  vor  allem  die  Summe 

n-l 
«  =  0 

bilden  und  deren  Konvergenz  bei  wachsendem  n  nachweisen.  Zu  dem 
Behufe  wird  man  die  betreffende  Kurve  am  zweckmäßigsten  in  2**  gleiche 
Bogen  zerlegen  und  den  Konvergenzbeweis  zperst  für  diese  Teilung 
durchführen.  Das  geht  aber  auch  ohne  jegliche  Schwierigkeit  vermöge 
des   auf  komplexe   Größen  bezogenen   2.  Theorems  von  Kap.  1,  §  7. 

Osgood,  Funktionentheorie.  L  8.  Aufl.  23 
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Alsdann  wird  noch  nachtnlglich  durch  eine  leichte  Untersnchnng  die 
Konvergenz  für  eine  beliebige  Zerlegung  dargetan.  Die  in  den  Formeln 
(2)  bis  (8),  §  1,  ausgesprochenen  Sätze  erfolgen  jetzt  sofort. 

Nachdem  die  Untersuchung  nun  soweit  gediehen  ist^  sieht  man 
leicht  ein,  wie  der  Begriff  der  gleichmäßigen  Konvergenz  einzuführen 
und  mit  deren  Hilfe  der  unter  II)  ausgesprochene  Satz  zu  beweisen  ist. 
Setzt  man  nämlich 

n— 1 

so  kommt  es  bloß  darauf  an  zu  zeigen,  daß 

I  s{z,  n')  -  s{js,  n)\<B 

bleibt,  sobald  nur  n^n^m  genommen  sind,  wobei  m  von  e  nicht 
abhängt. 

Was  zuletzt  noch  den  Cauchyschen  Satz  HI)  anbetrifft,  so  muß 
man  sich  ja  nach  einem  wesentlich  neuen  Beweise  desselben  umsehen. 
In  der  Tat  ist  auch  ein  solcher  Beweis,  wie  man  ihn  hier  braucht, 
im  vorhergehenden  Paragraphen  angedeutet,  und  zwar  geschah  das 
im  Anschluß  an  die  von  Goursat  herrührenden  Untersuchungen. 

Hiermit  ist  die  Begründung  der  Theorie  nach  dem  neuen  Ge- 
sichtspunkte bewerkstelligt.  Die  genaue  Ausarbeitung  der  Einzelheiten 
möchten  wir  dem  Leser  als  eine  wertvolle  Übung  zur  Stärkung  und 
Verfestigung  seiner  Kenntnisse  aufs  wärmste  empfehlen. 


Achtes  Kapitel. 

Mehrdeutige  Funktionen  und  Riemannsche  Flächen. 

§  1.    Die  Biemaxmsohe  Fläche  für  w  »  logjer. 

Für  die  Veranschaulichung  der  Vieldeutigkeit  einer  reellen  Funk- 
tion einer  oder  zweier  reellen  Variabelen  hat  man  ein  äußerst  ein- 
faches geometrisches  Mittel,  indem  man  die  zugehörige  Kurve  oder 
Fläche  konstruiert.  Alsdann  läßt  sich  diese  in  der  Regel  derart  zer- 
legen,  daß  die  zu  untersuchende  mehrdeutige  Funktion  in  eine  Reihe 
eindeutiger  stetiger  Bestandteile  zerfällt,  deren  Zusammenhang  mit- 
einander leicht  zu  überschauen  ist.  Die  entsprechende  geometrische 
Deutung  einer  komplexen  Funktion  eines  komplexen  Arguments  w  ■=»  f{z) 
führt  dagegen  auf  einen  vierdimensionalen  Punktraum  und  ist  deshalb 
weniger  brauchbar.^)  Darum  verzichtet  man  auf  eine  vollständige  geo- 
metrische Veranschaulichung  des  Wertepaares  {Wy  z)  durch  ein  einziges 
geometrisches  Element  und  begnügt  sich  mit  einer  Vorstellung,  wo- 
durch wenigstens  die  verschiedenen  Bestimmungen  der  Funktion  w 
auseinander  gehalten  werden. 

Fangen  wir  mit  der  Funktion 

w  =  log  z  =*  log  \z\  +  i  arc  z 

an.  Aus  dem  ganzen  Vorrat  von  Werten,  welche  diese  Funktion  an- 
nimmt, stellten  wir  uns  in  Kap.  6,  §  15  eine  eindeutige  stetige  Funktion 
her,  indem  wir  als  Bereich  T  die  ganze  xr-Ebene  exkl.  der  negativen 
reeUen  Achse  nebst  dem  Punkte  z  ^0  wählten  und  dem  Arcus  den 
besonderen  an  die  Relation: 

—  ;r  <  arc  z  <% 

verknüpften  Wert  zuwiesen.    Durch  diese  Funktion,  —  den  sogenannten 

1)  Eb  gibt  freilich  noch  andere  vierfach  ausgedehnte  Systeme  geometri- 
scher Elemente,  welche  man  zu  diesem  Zwecke  verwenden  könnte,  —  beispiels- 
weise die  oo^  Geraden  des  dreidimensionalen  Baumes. 

23* 
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Hauptwert  des  Logarithmus,  die  sich  ja  in  T  analytisch  verhalt,  wurde 
der  durch  die  Geraden  v  =  jr,  v  =»  —  ä  begrenzte  Streifen  der  w^u  +  vi- 
Ebene  auf  den  Bereich  T  ein-eindeutig  und  konform  abgebildet. 
Auf  Grund  der  Festsetzung: 

{2k  —  l)jc<eLicz<{2k+  1)ä, 

wo  k  eine  bestimmte  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  entsteht 
nun  wiederum  eine  in  T  eindeutige  analytische  Funktion,  die  T  auf 
den  durch  die  Geraden  t;  =  (2Ä;  —  l)5r,  v  ^  (2k  +  l)n  begrenzten 
Streifen,  —  wir  wollen  ihn  den  k^^  Streifen  nennen,  —  konform  ab- 
bildet. Den  Punkten  von  T  würden  auf  diese  Weise  je  zwei  Funktions- 
werte zugewiesen  sein.  Um  dem  vorzubeugen,  denken  wir  uns  noch 
eine  zweite  Ebene  über  der  ersten  ausgebreitet  und,  wie  jene,  längs  der 
negativen  reellen  Achse  aufgeschnitten.  Diese  Ebene  soll  die  Trl^erin 
der  neuen  Funktionswerte  sein  und  als  T^*^  bezeichnet  werden. 

Jetzt  führe  man  für  jeden  positiven  und  negativen  ganzzahligen 
Wert  von  k  eine  solche  Ebene  ein.  Diese  Ebenen  sollen  in  beliebig 
kleinen  Abständen^)  voneinander  verlaufen  und  nach  der  Größe  von 
k  geordnet  werden,  die  den  positiven  Werten  von  k  zugehörigen  etwa 
nach  oben.  Hierbei  stößt  der  Bereich  Tf*^  an  die  negative  reelle 
Achse  von  zwei  Seiten  her.  Denjenigen  Rand,  welcher  die  positive 
(negative)  Halbebene  begrenzt,  woUen  wir  mit  (7^^+  (C^")  bezeichnen. 
Alsdann  entsprechen  der  positive  Band  C^"*"  von  T^*^  und  der  nega- 
tive Rand  Ck  +  i  von  Tt*+  '^  beide  der  Geraden  v  =  (2Ä:  +  1)7C,  Demgemäß 
wollen  wir  uns  diese  Bereiche  zu  einem  zusammenhängenden  Ganzen 
dadurch  verschmolzen  denken,  daß  wir  (7^+  und  Ck  +  i  unter  leichter 
Deformierung  der  Bereiche  in  der  Nähe  besagter  Ränder  nach  oben 
bzw.  nach  unten  hin  zur  Koinzidenz  bringen.  Geschieht  dies  für  alle 
Werte  von  k:  k  =  0,  ±1,±2,  ...,  so  entsteht  hierdurch  eine  Fläche, 
welche  sich  nirgends  durchsetzt  und  deren  Blätter  im  allgemeinen 
aus  Ebenen  bestehen;  nur  in  der  Nähe  der  negativen  reellen  Achse 
weichen  die  Blätter  ein  wenig  von  Ebenen  ab.    Ein  Querschnitt  der 

Fläche,  welcher  durch  eine  auf  der  negativen  reellen 
Achse  senkrecht  stehende  Ebene  entsteht,  wird  durch  bei- 
gefügte Zeichnung  veranschaulicht.  Im  übrigen  ent- 
spricht dem  Punkte  z  =^  0  kein  Punkt  der  Fläche,  welche 
hier  eben  nicht  definiert  ist. 


1)  Man  kann  diese  Abstände  alle  gleich  nehmen  oder  sie  auch  so  be- 
stimmen, daß  sämtliche  Blätter  in  beliebiger  Nähe  der  £r-Ebene  verlaufen,  indem 
man  die  Entfernung  zwischen  dem  ä:*«"  und  dem  {k  +  1)**"  Blatte  etwa  gleich 
«/(l  -{-  k*)  setzt  und  dabei  e  >  0  beliebig  klein  wählt. 
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Die  hiermit  konstruierte  Fläche  ist  auf  die  ganze  endliche  w-^hene 
ein-eindeutig  und  stetig  bezogen.  Sie  veranschaulicht  in  gewisser 
Weise  den  Gesamtverlauf  der  Funktion  w  =»  logier,  indem  ihre  Punkte 
den  Wertepaaren  (w,  e)  ein-eindeutig  zugeordnet  sind.  Läßt  man  den 
Punkt  P  einen  beliebigen  Weg  auf  (fer  Fläche  beschreiben  und  ver- 
folgt man  dabei  die  Änderung  der  Funktion  w  längs  dieses  Weges, 
so  wird  man  zu  einem  bestimmten  Endwert  geführt,  welcher  nur  dann 
mit  dem  Anfangswert  übereinstimmen  wird,  wenn  der  Weg  ein  auf 
der  Fläche  geschlossener  isi  Hierzu  genügt  nämlich  nicht,  daß  seine 
Projektion  auf  die  schlichte  Ebene  bloß  geschlossen  sei;  vielmehr 
muß  sein  Endpunkt  überdies  in  demselben  Blatte  liegen,  wie  sein 
Anfangspunkt.  Denkt  man  sich  jene  Projektion  als  einen  dehnbaren 
Faden,  welcher  frei  in  der  Ebene  hin-  und  hergeschoben  werden  kann, 
und  sich  auch  kreuzen  darf,  so  wird  ihr  stets  dann  und  nur  dann 
ein  auf  der  Fläche  geschlossener  Weg  entsprechen,  wenn  sie,  ohne 
den  Punkt  ^  =  0  zu  überschreiten,  stetig  auf  einen  Punkt  j^q'^O  zu- 
sammengezogen werden  kann. 

Die  Abbildung  der  mehrblättrigen  Fläche  auf  die  u^- Ebene  ist 
zwar  eine  ein-eindeutige  und  stetige,  in  der  Nahe  der  negativen  reellen 
Achse  hört  sie  aber  auf,  konform  zu  sein.  Dieser  Übelstand  läßt  sich 
auf  zweierlei  Weisen  beseitigen.  Erstens  können  wir  den  Abstand  der 
Blätter  voneinander  gegen  0  abnehmen  lassen,  derart,  daß  die  Ab- 
bildung immer  noch  mehr  einer  konformen  zustrebt.  In  der  Grenze 
fallen  alle  Blätter  zusammen.  Hierdurch  wird  man  zur  Vorstellung 
einer  mehrfach  zählenden  Ebene  geführt,  deren  Blatter  nach  obiger 
Vorschrift  zusammenhängen. 

Eine  andere  Weise,  die  ausnahmslose  Konformität  der  Abbildung 
aufrecht  zu  erhalten,  besteht  darin,  den  Abstand  der  Blätter  von- 
einander, der  Anschaulichkeit  halber^  immer  noch  als  klein^  jedoch 
jetzt  als  unveränderlich  zu  nehmen,  und  dann  eine  Nicht-Euklidische 
Maßbestimmung  auf  der  Fläche  einzuführen,  wobei  die  Länge  einer 
Kurve  als  gleich  der  entsprechenden  Länge  ihrer  Projektion  auf  die 
ir-Ebene,  und  ebenso  der  Winkel,  unter  welchem  sich  zwei  Kurven 
schneiden,  als  gleich  dem  Winkel,  unter  welchem  sich  ihre  Projek- 
tionen auf  die  ^-Ebene  schneiden,  erklärt  werden.  Welcher  der  beiden 
Vorstellungen  man  sich  auch  immer  bedienen  möge,  man  denkt  sich 
doch  die  mehrblättrige  Fläche  selbst  in  der  Nähe  der  Verzweigungs- 
schnitte als  konform  auf  die  schlichte  Ebene  bezogen. 

Die  hiermit  erklärte  Fläche  heißt  die  Riemannsche  Fläche^)  für 
1)  Riemann,  Inauguraldissertation,  Nr.  6,  1861,  Werke,  S.  7. 
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die  Funktion  log  z.  Im  Punkte  g  ^0  hängen  unendlich  viele  Blatter 
zusammen,  welche  sich  um  diesen  Punkt  herumwinden  und  verschie- 
denen Bestimmungen  oder  Zweigen  der  Funktion  entsprechen.  Dem- 
gemäß heißt  dieser  Punkt  nach  Riemann  ein  Windungs-  oder  Ver- 
Zweigungspunkt  unendlich  Iioher*  Ordnung.  Er  gehört  nicht  zur  Flache. 
Ahnliches  gilt  auch  vom  Punkte  z  =^  oo.  Die  Fläche  ist  ausnahmslos 
ein-eindeutig  und  konform  auf  die  endliche  i<;-Ehene  abgebildet.  Ferner 
heißt  die  negative  reelle  Achse  ein  VerzweigungsschniU.  Er  verbindet 
hier  die  beiden  Punkte  z  =  0  und  z  ^  oo.  Seine  genaue  Lage  ist 
belanglos,  so  lange  er  nur  diese  beiden  Punkte  miteinander  verbindet 
und  sich  selbst  nicht  überschneidet.  So  hätte  man  ebenso  gut  die  posi- 
tive reelle  Achse  oder  die  Kurve  y='xlogx  nehmen  können«  Die 
Begrenzungen  der  Streifen  in  der  t<;-Ebene  hätten  sich  dann  auch  in 
entsprechender  Weise  verschoben  und  wären  insbesondere  nicht  stets 


Fig.  78. 


geradlinig  geblieben.  Dabei  entstehen  aber  die  Streifen  nach  wie  vor 
alle  aus  einem  einzigen  derselben,  indem  dieser  parallel  der  imaginären 
Achse  um  Vielfache  von  2ä  verschoben  wird. 

Die  ebene  Riemannsche  Fläche  kann  man  in  leicht  ersichtlicher 
Weise  auf  die  Kugel  stereographisch  projizieren.  Im  vorliegenden 
Falle  entsteht  dann  eine  mehrfach  überdeckte  Kugelfläche,  deren 
Blätter  sich  unendlich  oft  um  die  beiden  Pole  herumwinden,  sonst 
aber  schlicht  verlaufen.  Auf  der  Kugel  erscheinen  übrigens  die  beiden 
Verzweigungspunkte  als  gleichberechtigt.^) 

Auch  die  stereographische  Projektion  der  w 'Ebene  ist  von  In- 
teresse. Dabei  gehen  die  Streifen  in  Sicheln  über,  (wenn  diese  Be- 
zeichnung für  eine  ähnlich  gestaltete  Figur  auf  der  Kugel  gestattet 
ist,)  welche  im  Nordpol  aUe  eine  gemeinsame  Tangente  haben,  und 


1)  Der  Leser  wird  fernerhin  auf  die  trefif liehe  AuseinaDdersetziing  dea  Be- 
grififs  der  Kiemannschen  Fläche  bei  Burkhardt,  Analytische  Funktionen,  6.  Ab- 
schnitt verwiesen. 
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dersn  jede  ein  Tolles  Blatt  der  ^-Fläche  Tertritt.  Hierdarch  springt 
auch  die  Tatsache  in  die  Angen,  daß  die  Funktion  e"  in  der  Nähe 
des  wesentlichen  singulären  ENinktes  «1  =  00  jedem  Toi^egebeaeu 
Werte  beliebig  nahe  kommt. 

Dreht  man  die  Kugel  endlich  durch  einen  Winkel  von  180  Örad 
um  denjenigen  Durchmesser,  dessen  Endpunkte  den  Werten  u>  ^  1,  —  1 


entsprechen,  und  projiziert  man  sie  dann  wieder  auf  die  w-Ebene  za- 
rflck,  so  erhält  man  die  Abbildung,  welche  der  Funktion 

«ntspricht. 

§  2.  Die  Biemannsohe  ü&otie  für  w  =  2". 
Sei  zunächst  m  ^  l/ti,  wo  »  eine  natürliche  Zahl  ist,  und  man  setze: 
w  =  s^'-,  £  =  r&r\  w  =  iJe*'. 
Als  Bereich  T  nehme  man  die  ganze  z-Ebene  exklusive  der  positiven 
reellen  Achse  nebst  dem  Punkte  *  =  0.  Durch  paasende  Bestimmung 
des  FunktioDswertes  in  jedem  Punkte  von  T  (vgl.  Kap.  6,  §  12)  ent- 
steht dann  eine  in  T  eindeutige  analytische  Funktion  von  e,  die  T 
auf  das  Innere  des  Winkels 

0<^<~,        0<Ä<oo 
in  der  «('-Ebene  ein-eindeutig   und  konform  abbildet.    Diesen  ersten 
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Bereich  bezeichne  man  mit  T^'^  und  breite  man  n  -  1  weitere  ahn- 
liche Bereiche  T^^\  . . .  TW  über  der  jer-Ebene  aus,  wobei  Tf*+*3  unter 
TW  lieiren  möire.  Dann  kann  man  letztere  durch  zweckmäßiire  Be- 
Stimmung  des  Funktionewerts  in  jedem  ihrer  Punkte  bzw.  arf  die 
weiteren  Winkel 

(Ä  -  1)  ^  <  a>  <  Ä  ^,    Ä:  =  2,  . . .  n, 

konform  abbilden.  Jetzt  wird  man  die  n  Blätter  in  gehöriger  Weise 
miteinander  verbinden  und  zwar  so,  daB  man  zuerst  den  negativen  Band 
des  ersten  mit  dem  positiven  Rande  des  zweiten  Blattes  (vgl.  §  1),  sodann 
den  negativen  Rand  des  zweiten  mit  dem  positiven  Rande  des  dritten 
Blattes  usw.  zur  Koinzidenz  bringt.  Schließlich  bleiben  nur  noch 
zwei  Ränder  übrig,  nämUch  der  positive  Rand  des  ersten  und  der 
negative  Rand  des  i^ten  Blattes.  Diese  entsprechen  einander  gegen- 
seitig und  sollen  deshalb  auch  zusammengefügt  werden,  was  aller- 
dings erfordert,  daß  die  Fläche  sich  durchsetzt,  wofern  wir  die  Vor- 
stellung eines  vierdimensionalen  Raumes  nicht  heranziehen  wollen. 
Die  Linien,  längs  deren  ein  Blatt  ein  anderes  durchstößt,  sind  indessen 
für  beide  Blätter  belanglos.  Denkt  man  sich  endlich  den  Abstand 
der  Blätter  voneinander  als  klein,  so  gelangt  man,  wie  in  §  1,  zur 
Riemannschen  Fläche  für  die  Funktion  z^^\ 

Im  Punkte  e  =  0  hängen  n  Blätter  im  Zyklus  zusammen,  des- 
halb heißt  der  Punkt  ein  Verzweigungspunkt  (n  —  Vj-ter  Ordnung,  Ist 
insbesondere  n  =  2,  so  spricht  man  von  einem  einfachen  Verzweigungs- 
punkte. Wie  wir  später  sehen  werden,  kann  man  sich  einen  Ver- 
zweigungspunkt (n  —  l)ter  Ordnung  als  durch  das  Zusammenrücken 
von  n  —  1  einfachen  Verzweigungspunkten  entstanden  denken.  Ähn- 
liches gilt  auch  vom  Punkte  z  =  oo.  Durch  stereographische  Pro- 
jektion der  ebenen  Fläche  auf  die  Kugel  werden  die  beiden  Ver- 
zweigungspunkte unter  einen  einheitlichen  Gesichtspunkt  gebracht. 
Den  Übergang  von  der  z-  zur  w;-Kugel  kann  man  sich  übrigens  in 
ähnlicher  Weise  bewerkstelligt  denken,  wie  in  Kap.  6,  §  12  bei  der 
Überführung  des  Kugelzweiecks  der  j?-Kugel  in  die  volle  t^-Kugel  des 
näheren  auseinandergesetzt  wurde. 

Die  n-blättrige  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  x?  ==  0  wird 
auf  die  schlichte  Umgebung  des  Punktes  tv  =  0  ein-eindeutig  und  stetig 
und,  vom  Punktepaare  m;  =  0,  z  ^0  abgesehen,  auch  konform  be- 
zogen. Ein  solcher  Punkt  wie  w  =  0,  also  ein  Punkt,  dessen  schlichte 
Umgebung  auf  die  Umgebung  eines  Verzweigungspunktes  endlicher 
Ordnung  abgebildet  wird,  heißt  ein  ausgezeichneter  oder  merkunirdiger 
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Punkt  der  «(;-Ebene  oder  Fläche,  und  zwar  ein  solcher  von  der  (n  —  lyten 
Ordnung,  wenn  der  entsprechende  Verzweigungspunkt  diese  Ordnung 
hat.  In  einem  ausgezeichneten  Punkte  verhält  sich  die  Funktion 
analytisch,  oder  aber  sie  hat  dort  einen  Pol. 

Wir  heben  noch  einmal  hervor^  daß  es  auf  die  besondere  Form 
des  Yerzweigungsschnittes  keineswegs  ankommt.  Nur  die  Yerzweigungs- 
punkte  stehen  fest.  Statt  der  positiven  reellen  Achse  hätte  man  als 
Yerzweigungsschnitt  jede  andere  Kurve  nehmen  können,  die  nur  die 
beiden  Yerzweigungspunkte  z  ^0,  (x>  miteinander  verbindet  und  sich 
selbst  nicht  überschneidet. 

Durch  die  Funktion  z^^^  wird  also  die  n-blättrige  Riemannsche 
Fläche  ausnahmslos  ein-eindeutig  und  stetig,  und  im  allgemeinen  kon- 
form, auf  die  schlichte  Ebene  abgebildet. ')  Nur  in  den  Yerzweigungs- 
punkten  hört  die  Beziehung  auf^  konform  zu  sein.  In  der  Tat  wird 
dort  ein  Winkel  a,  unter  welchem  zwei  Kurven  der  jer-Ebene  zusammen- 
stoßen, auf  den  n-ten  Teil  desselben,  a/n,  verkleinert.  Aber  auch 
die  Größe  der  Figuren  wird  unendlich  verändert.  Genauer  gesagt: 
Sind  A£?,  l^w  zwei  entsprechende  dem  Punkte  z  ^0  bzw.  w  ^0  be- 
nachbarte Punke,  so  ist 

I  At«;|  =  l  Aißf''* 


wonach  sich  die  Entfernungen  dieser  Punkte  von  den  beiden  festen 
Punkten  z  =^0  bzw.  w  ^0  als  imendlich  kleine  Größen  verschiedener 
Ordnungen  erweisen: 


All7|  l:^       IAM7 


lim    ^^1  =  oo  lim  ^^-A-  „  l 

• 

Einem  beliebigen  Werte  von  z  entsprechen  im  allgemeinen  n  ver- 
schiedene Werte  von  w.  Nähert  sich  z  dem  Yerzweigungspunkte 
z  =  0y  so  nähern  sich  zugleich  die  entsprechenden  n  Werte  von  w 
ein  und  demselben  Grenzwerte,  nämlich  der  0,  welchen  sie  denn  auch 
in  der  Grenze  wirklich  erreichen,  so  daß  also  im  Yerzweigungspunkte 
^  =  0  w  Werte  der  Funktion  zusammenfallen. 

Sei  jetzt  m  =  piq  eine  beliebige  rationale  Zahl^  wobei  j  >  0  und 

p  teilerfremde   ganze  Zahlen   sind.    Durch   Einführung  einer  dritten 

Yariabelen  t: 

z  =  t%        w  =  P 

wird  die  schlichte  ^Ebene  nach  dem  Yorhergehenden  einmal  auf  eine 

1)  Was  die  Konformität  der  Abbildnng  in  der  Nähe  eines  YerzweigungB- 
schnittes  anbetrifft,  so  denken  wii  uns  eine  ähnliche  Festsetzung  getroffen,  wie 
in  §  1. 
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{-blättrige  jer-Fläche^  sodann  auch  auf  eine  j>-blattrige  u;-Fläche^)  ab- 
gebildet. Und  nun  sieht  man,  daß  diese  ^>Ebene  hiermit  geradezu 
eine  ein-eindeutige  Beziehung  zweier  Riemannscher  Flachen  aufeinander 
vermittelt,  wovon  die  eine  über  der  j?-Ebene  ausgebreitet  ist  und  zur 
Yeranschaulichung  der  Funktion 

W  =  zP.2 

dient;  während  die  andere  die  u;-Ebene  mehrfach  überdeckt  und  in 
der  Vieldeutigkeit  der  inversen  Funktion 

Wandel  schafft. 

Ist  endlich  m  eine  irrationale  oder  eine  komplexe  Zahl,  so  hat  man 

„....^^,  ..„i_>-. 

Es  stellt  sich  mithin  in  beiden  Ebenen  eine  unendlich  vielblättrige 
Fläche  ein,  gerade  wie  die  ^sr-Fläche  für  die  Funktion  ti^»  log  j9. 

Satz.  Ist  f{z)  im  Punkte  Zq  analytisch  und  nimmt  f{z)  dort  den 
Wert  Wq  =  f(0Q)  m-mal  an,  oder  hat  f{z)  in  Zq  einen  Pol  m-ter  Ord- 
nung, so  bildet  die  Funktion 

w  -  fXz) 

die  schlicJite  Umgebung  von  Zq  auf  die  Umgebung  eines  in  Wq  resp,  in 
w  =  oo  befindlichen  Verztveigungspunktes  (m  —  l)-ter  Ordnung  ab. 
Setzen  wir  tv^  als  endlich  voraus,  so  ist  nach  Kap.  7,  §  8: 

(1)  m;  -  w?o  =  (^  -  ^o)"'  9  {^)j  •      ^  M  +  0. 

Sei  b  eine  bestimmte  m-te  Wurzel  von  (p{Zq).  Dann  läßt  sich  nach 
Kap.  6,  §  7  eine  Funktion  Z  =  ip^z)  bestimmen,  welche  im  Punkte  Zq 
analytisch  ist,  dort  den  Wert  b  annimmt,  und  endlich  in  der  Um- 
gebung von  Zq  der  Gleichung 

(f  (z)  =  Z»» 

genügt.    Demgemäß  kann  man  die  Gleichung  (1)  durch  die  Gleichung 

(2)  u'--tCQ=  {(^-^^)^(^)}- 

ersetzen,  sofern  es  sich  bloß  um  solche  Lösungen  (?r,  s)  von  (1)  han- 
delt, wofür  z  der  betreffenden  Umgebung  von  Zq  angehört. 

1)  Der  Fall  ;>  <  0  wird  vermöge  der  Transformationen  w  =»  l/iCi ,  w^  =  t^P 
erledigt. 
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Wir  wollen  jetzt  eine  neue  Yariabele  t  durch  die  Relation: 

(3)  ^  =  (^-^o)*W 

einfahren.     Hierdurch   wird  die  Umgebung  von  Zq  ein-eindeutig  und 
konform  auf  diejenige  von  ^  =»  0  bezogen,  denn 


dt 
dz 


*=«0 


=  ^K)  +  0- 


Andererseits  wird  w  mit  t  wegen  (2)  und  (3)  durch  die  Beziehung 
verknüpft: 

80  daß  also  die  schlichte  Umgebung  von  ^  =»  0  auf  die  Umgebung 
eines  in  w^  befindlichen  Verzweigungspunktes  (w  —  l)-ter  Ordnung 
abgebildet  wird.    Hieraus  ergibt  sich  der  zu  beweisende  Satz. 

An   die   Entwicklungen    dieses   Paragraphen    knüpfen   wir   noch 
einen  zahlentheoretischen  Satz: 

Es  ist 

»1*  +  cög*  +  •  •  •  +  0/  =  0, 

wo  ©1, . . .,  oj^  die  n  n-ten  Einheitswuredn  sifid  und  k  eine  bdiebigey 
nicfit  durch  n  teilbare  ganze  Zahl  bedeutet. 

Es  genügt  offenbar,  den  Beweis  für  den  Fall  zu  führen,  daß 
0  <  Ä  <  n  ist.     Sei 

(4)  w"^  =-  0, 

und  man  bezeichne  mit  w\f  , . .  w^  die  den  verschiedenen  Blattern  der 
Riemannschen  Fläche  entsprechenden  Bestimmungen  der  Funktion  w. 
Bildet  man  dann  die  Funktion 

80  hat  man  vor  allem  eine  eindeutige  Funktion  von  e  vor  sich,  welche 
in  jedem  Punkte  -r  +  0  analytisch  und  selbst  für  e  =^0  stetig  ist. 
Daher  muß  sie  auch  für  z  =*  0  analytisch  sein,  sie  erweist  sich  somit 
als  eine  ganze  Funktion  g{z).    Da  nun  endlich 

lim?W_Q 

SSSOO        Z 

ist,  so  folgt: 

Jetzt  bleibt  nur  noch  übrig,  den  Wert  z  ^  1  in  (4)  einzutragen,  und 
der  Beweis  ist  fertig. 
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Hierher  gehört  auch  der  Argandsche  Beweis^)  des  Fundamental- 
Satzes  der  Algebra.     Sei 

G{z)  =  a^z-  +  a^z*'^  +  ...  +  «,,        «o  +  0,        n  >  0, 

ein  bdieinges  Polynom.    Dann  hat  G(z)  eine  Wurzd, 

In  der  Tat  ist  |  6r  (^)  |  eine  reelle  positive  stetige  Funktion  von 
ar,  y  (jßr  =  a:  +  iy),  welche  beim  Grenzübergang  z  ^  oo  unendlich  wird, 
und  daher  notwendig  im  Endlichen  ein  minimum  minimorum  erreicht 
Sei  Zq  ein  Punkt,  wofOr  dies  eintritt.    Es  muß  dann 

I  ^  (^o)   "^  ^f  ^^^  somit  auch  G{Zq)  =  0 
sein.  Wäre  nämlich  |  G  (zq)  |  >  0^  so  ziehe  man  die  durch  die  Funktion 

w^G(z) 

definierte  konforme  Abbildung  in  Betracht.  Dabei  geht  die  scUichte 
Umgebung  Yon  z^  in  eine  schlichte  Umgebung  von  Wq  »  Gr(z^  resp. 
in  eine  Windungsfläche  um  letzteren  Punkt  über.  In  beiden  Fällen 
gibt  es  aber  Bildpunkte  to,  deren  Abstand  vom  Punkte  w;  =  0  weniger 
als  I  ti;^  I  beträgt^  also  dementsprechend  Werte  z,  wofür  |  G{z)  \  <  G(z^  \ 
ist,  was  der  Voraussetzung  bezüglich  Zq  zuwiderläuft.  Hiermit  ist  der 
Beweis  erbracht. 

Aufgabe.  Man  zeige ,  daß  z  =  oo  ein  ausgezeichneter  Punkt 
(n  —  l)-ter  Ordnung  für  die  Funktion  tv  =  f{z)  sein  wird,  falls  f{z) 
einen  Pol  n-ter  Ordnung  oder  eine  n-fache  Wurzel  dort  hat,  oder  den 

Wert  b^f (oo)  n-mal  annimmt. 


§  3.    Die  Biemannsche  Fläche   für  eine   gebrochene  Potenz  einer 

rationalen  Funktion. 

Wir  wollen  die  Riemannsche  Fläche  für  die  Funktion 


(1)  IV  =  y(z  -a){z-  h)  (z  -  c) 

konstruieren,  wo  a,  b,  c  drei  beliebige  getrennt  liegende  Punkte  der 
jgr-Ebene  sind.  In  diesen  Punkten  hat  w  nur  den  einen  Wert  0,  sonst 
nimmt  w  zwei  verschiedene  Werte  an.  Demgemäß  breiten  wir  zwei 
Blätter  über  der  ^-Ebene  aus,  legen  dann  durch  a,  6,  c  eine  Kurve  E, 


1)  Argand,  Essai  sur  une  maniere  de  representer  les  quantites  imaginaires 
dans  les  constructians  geometriques,  Pariß,  1806;  2.  Aufl.,  Paris,  1874,  S.  118. 
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welche  wir  noch  nach  der  einen  Richtung  hin  ins  ünendUche  fort- 
setzen, und  schneiden  die  beiden  Blätter  längs  S  auf.  Es  kommt  uns 
nun  vor  allem  darauf  an,  zu  zeigen,  daß  wir  die  beiden  Bestimmungen 
Yon  w  den  Punkten  der  zerschnittenen  Blätter  so  zuordnen  können, 
daß  zwei  daselbst  eindeutige  analytische  Funktionen  zu  stände  kommen. 
Der  Beweis  gestaltet  sich  durchaus  elementar,  indem  wir  uns 
einer  expliziten  Darstellung  der  beiden  tc? -Werte  bedienen.  Setzen 
wir  nämlich 

(2)  z  —  a^r^€^^^f    jer  —  6  =  r^e^«',    z  —  C'^r^e^*', 

so  läßt  jeder  der  Winkel  0^  eine  Bestimmung  zu,  welche  in  besagtem 
Bereiche  eindeutig  und  stetig  verläuft.  In  der  Tat  sei  Zq  ein  beliebiger 
innerer  Punkt  des  Bereiches  und  sei  ff^^  eine  Bestimmung  von  0^ 
in  Zq,    Läßt   man   nun  Zj 

von   Zq   ausgehend,    einen  n,,--"'/^» 

beliebigen     geschlossenen  ""' 

Weg  durchlaufen,  der  S 
auch  überschreiten  darf  und 
nur  nicht  durch  z  =  a  gehen 
soll,  während  sich  6^  zu- 
gleich mit  z  stetig  ändert, 
so  kann  0^  nach  vollendeter  ng.  m. 

Beschreibung         besagten 

Weges  offenbar  einen  von  ÖJ®)  verschiedenen  Wert  erhalten,  falls  der 
Weg  den  Punkt  ^gr  =  a  umkreist  hat.  Verabreden  wir  uns  indessen,  daß 
er  6  nicht  passieren  soll,  so  leuchtet  schon  ein,  daß  ein  solches  Vorkomm- 
nis hiermit  ausgeschlossen  ist.  Hieraus  erhellt  ferner,  daß,  wenn  wir  Zq 
mit  einem  zweiten  Punkte  z  des  bewußten  Bereiches  durch  irgend 
zwei,  S  nicht  überschreitende  Kurven  verbinden  und  dann  0^  längs 
beider  Kurven  stetig  fortsetzen,  0^  damit  beidemal  den  nämlichen  End- 
wert in  z  erhalten  muß. 

Um  einen  strengen  Beweis  für  die  Möglichkeit  der  gewünschten 
Bestimmungen  von  0^  zu  liefern,  wählen  wir  die  Bezeichnungen 


•  yf 


a  =>  a  +  ta  ,    6  =  6+ i6,    c  =  c+ic 
«0,  daß 

a"  ^  6"  ^  c" 

wird,  und  legen  wir  ferner  durch  jeden  dieser  Punkte  einen  Halb- 
atrahl  (a,  oo),  (6,  oo),  (c,  oo),  der  mit  der  positiven  reellen  Achse 
den  Winkel  0  einschließt.    Sei  z  ein  beliebiger  von  a,  6,  c  verschie- 


366  n,  8.  Mehrdeutige  Funktionen  und  Biemannscbe  Flftchen. 

dener  Punkt  der  Ebene.    Dann  setzen  wir 

wobei 

0£q>,<2üt,  »-1,  2,  3, 

genommen  werden  soll.  Im  übrigen  soll  für  den  Fall,  daß  a"—  6" 
sein  sollte,  a  <V  genommen  werden;  und  ebenso  6'<c',  wenn 
6"  «  c'  ist. 

Als  Kurve  6  wollen  wir  jetzt  die  gebrochene  Linie  nehmen,  die 
ans  den  geraden  Strecken  (a,  &),  (2),  c)  und  dem  Halbstrahl  (o,  oo) 
besteht.  In  dem  durch  6  und  den  Halbstrahl  (a,  oo)  abgegrenzten, 
unterhalb  (a,  oo)  gelegenen  Teil  der  Ebene  sei 

öj  =  9?j  —  2  jt; 

sonst   sei    0^  »  9^.    Liegen  insbesondere  sowohl  h  als  c  auf  (a,  00), 

so  soll  ausnahmslos  0^  »  tp^  sein.    Ebenso  sei  in  dem  durch  (&,  00), 

(6,  c)  und  (c,  00)  abgegrenzten,  unterhalb  (6,  00)  gelegenen  Teil  der 

Ebene 

öj  =  <)p2  —  2ä; 

sonst  aber  sei  0^^  (p^.  SoUte  dagegen  c  auf  (2),  00)  liegen,  so  sei 
stets  Öj=>9j.  Endlich  sei  03  =  93.  Hiermit  haben  wir  solche  Be- 
stimmungen von  ö^  gewonnen,  wie  wir  sie  wünschten. 

Um  nunmehr  die  in  Aussicht  genommene  Verteilung  der  tr -Werte 
in  zwei  Klassen  zu  erzielen,  genügt  es. 


tt's  =*  —  w^i , 


(3)  ,<;^  =yr,r,r,  e      '       \ 

ZU  setzen. 

Untersuchen  wir  jetzt  das  Verhalten  dieser  Funktionen  längs  ©. 
Am  negativen  Ufer  der  ersten  Strecke  (a,  b)  von  S  nimmt  0^  Werte 
an,  welche  um  2;r  größer  als  die  entsprechenden  Werte  am  positiven 
Ufer  sind.  Dagegen  haben  Ö2  und  Ö3  an  beiden  Ufern  gleiche  Werte. 
Infolgedessen  stimmt  dort  h\'^  mit  wf  und  ebenso  w^"  mit  «?,+ 
überein.  Dementaprechend  wollen  wir  das  positive  Ufer  des  ersten 
Blattes  mit  dem  negativen  Ufer  des  zweiten,  und  gleichfalls  das  po- 
sitive Ufer  des  zweiten  mit  dem  negativen  Ufer  des  ersten  Blattes 
längs  dieser  Strecke  verbinden. 

Gehen  wir  weiter  und  ziehen  jetzt  die  Strecke  (6,  c)  in  Betracht, 
so  zeigt  sich  hier,  daß  sowohl  öj  als  6^  am  negativen  Ufer  um  2x 
größer   als    am   positiven   Ufer   sind,    während   6^   an    beiden   Ufern 
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gleiche  Werte  erhält  Daher  bleibt  der  Exponentialfaktor  eindeutig 
längs  der  Strecke  (by  c),  und  jedes  der  beiden  Blätter  darf  mithin 
dort  wieder  zu  einem  schlichten  Blatte  ergänzt  werden. 

Was  endlich  die  letzte  Strecke  (o,  oo)  von  6  anbetrifft^  so  kon- 
statiert man  hier  ein  ähnliches  Verhalten,  wie  längs  der  ersten  Strecke 
{a,b),  so  daß  also  die  beiden  Blätter  längs  dieser  Linie  ineinander 
übergehen. 

Hiermit  ist  die  Riemannsche  Fläche  fertig.  Sie  hat  vier  Yer- 
zweigungspunkte:  z  ^  a,iyCjOo,  Heben  wir  wiederum  an  dieser 
hervor,  daß  die  genaue  Lage  der  Yerzweigungsschnitte  belanglos  ist^ 
nur  die  Yerzweigungspunkte  stehen  fest.  So  könnten  wir  beispiels- 
weise jeden  anderen  der  Yerzweigungspunkte  mit  dem  Punkte  xr  »  oo^ 
und  darauf  die  beiden  anderen  miteinander  durch  Yerzweigungsschnitte 
verbinden.  Das  Resultat  würde  eine  ebenso  brauchbare  Riemannsche 
Fläche  für  die  vorgelegte  Funktion  sein. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Riemannsche  Fläche  für  w,  wo 

(4)  w^^{z-a)\z-c) 

ist.  Hier  legen  wir  vorab  wieder  eine  Kurve  6  durch  die  Punkte 
z  ^  a^Cy  oOj  setzen  femer 


z  —  a^  refi\    z  —  c  =  r  (fi^  y 

und  erhalten  so,  wie  vorhin,  eindeutige  stetige  Bestimmungen  von  B, 
O'y  woraus  wir  dann  zwei  in  der  aufgeschnittenen  Ebene  eindeutige 
analytische  Funktionen: 

w^=^  ryr  e^     ^      ,     w^  =  —  w^ 

konstruieren.  Wenn  wir  nun  aber  die  Verbindung  zwischen  den 
beiden  dazugehörigen  Blättern  herstellen,  so  zeigt  sich,  daß  diese  längs 
der  Strecke  (a,  c)  beide  schlicht  verlaafen,  erst  die  Strecke  (c,  cx>) 
liefert  einen  Yerzweigungsschnitt.  Im  Punkte  z=  a  fallen  also  hier 
zwei  Werte  der  Funktion  w  zusammen,  ohne  jedoch  zu  einer  Ver- 
zweigung Anlaß  zu  geben.     Hierüber  vgl.  man  ferner  §  17. 

Wir  können  dieses  Vorkommnis  in  ein  heUes  Licht  setzen,  in- 
dem wir  von  der  früheren  Funktion  tv  der  Gleichung  (1)  nebst  der 
zugehörigen  Riemannschen  Fläche  ausgehen,  und  dann  den  Verzweigungs- 
punkt h  als  veränderlich  ansehen.  Lassen  wir  6  an  a  heranrücken, 
so  wird  dabei  der  Verzweigungsschnitt  (a,  6),  unter  geeigneter  Fest- 
legung derselben,  immer  kürzer  und  schrumpft  noch  in  der  Grenze 
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^u  einem  Punkte  zusammen.  Hiermit  hört  aber  auch  die  Verzwei- 
gung auf,  denn  in  einem  einzigen  isolierten  Punkte  dürfen  zwei 
Blätter  einer  Riemannschen  Fläche  niemals  miteinander  zusammen- 
hängen^ derart,  daß  ein  beweglicher  Punkt  von  dem  einen  Blatte  ins 
Andere  an  einer  solchen  Stelle  übergehen  könnte,  —  es  ist  dies  eben 
•eine  Verabredung  betreffend  die  Auffassung  einer  Riemannschen  Fläche, 
welche  wir  hiermit  ein  für  aUemal  getroffen  haben  wollen. 

Die  in  diesem  Paragraphen  besprochenen  Riemannschen  Flächen 
sind  dem  Werke  von  Neu  mann,  Abelsche  Integrale,  2.  Aufl.,  1884, 
Eap.  4,  §  4  entnommen. 

Aufgabe.  Man  stelle  die  Riemannschen  Flächen  für  folgende 
Funktionen  her: 

a)  M;=]/(^-Ci)...(£r  — cj. 

Hier  stellt  sich  eine  Verzweigung  im  Punkte  z  ^  oo  ein  oder  nicht, 
je  nachdem  n  eine  ungerade  oder  eine  gerade  Zahl  ist. 

Im  Punkte  z  ^  oo  findet  hier  keine  Verzweigung  statt 

{)  tV^  ==  (^  -  O)»  {3  -  bf. 

Die  Funktion  tv  hat  hier  zwei  Verzweigungspunkte  2.  Ordnung  im 
Punkte  z  =  a,  drei  einfache  Verzweigungspunkte  in  z  =  b,  und  einen 
Verzweigungspunkt  5.  Ordnung  im  Punkte  z  ^^  oo. 

Der  Leser  kann  sich  leicht  weitere  derartige  Beispiele  bilden. 
Auch  ist  es  nicht  schwierig,  den  allgemeinen  FaU  einer  beliebigen 
rationalen  Funktion  und  einer  beliebigen  rationalen  Potenz:  «?*•—  -R(^) 
zu  erledigen;  man  fange  etwa  mit  it'"=  G{z)  an,  wo  6r(jef)  ein  Poly- 
nom und  71  =  2,  3,  .  .  .  ist. 

§  4.    Die  Biemannsohe  Fläche  für  die  Funktion  w,  wo  w^—  5w  =  e. 

In  den  vorhergehenden  FäUen  sind  wir  von  einer  expliziten  Dar- 
stellung der  Funktion  ausgegangen,  der  wir  dann  ohne  weiteres  ent- 
nahmen, welche  Werte  wir  zusammenfassen   mußten,   um   eine    ein- 
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deutige  y  stetige  Funktion  herzustellen  und  somit  die  Biemannsche 
Fläche  anzubauen.  Wir  wollen  jetzt  eine  Methode  kennen  lernen^ 
wodurch  wir  die  Riemannsche  Fläche  auch  für  eine  durch  eine  nicht 
aufgelöste  Gleichung  gegebene  Funktion  konstruieren  können.  Zu 
dem  Zwecke  behandeln  wir  zuerst  das  Beispiel^) 

(1)  w'— Sw^xr. 

Zunächst  sieht  man,  daß  xr,  als  Funktion  von  to  betrachtet,  für  alle 
endlichen  Werte  von  tv  eindeutig  und  analytisch  ist.  Ist  also  (w^y  jSq) 
ein  der  Gleichung  (1)  genügendes  Wertepaar,  so  läßt  sich  die  Funktion 
z  =  f(w)  in  der  Nähe  der  Stelle  w  =-  Wq,  z  ^  z^  nach  Kap.  6,  §  7 
umkehren,  sofern  nur 

dz 


LatrJvs 


-3V-3  +  0 


ist,  alfio  sicher  für  alle  Wertepaare  {w^,  e^  mit  Ausnahme  der  beiden: 

w' 1    1  M>"=1 

/=2 


)      :-:-.) 


Nun  sind  das  aber  gerade  diejenigen  w-  Werte,  wofür  die  Gleichung  (1), 
als  eine  algebraische  Gleichung  zur  Bestimmung  von  w  betrachtet, 
gleiche  Wurzeln  erhält,  nämlich  die  Werte,  wofür 

/  (w;»-  Zw -3)^  3m;*-  3  =  0 

ist.  Aus  dem  Grunde  wird  man  schon  vermuten,  daß  sich  die  ent- 
sprechenden Punkte  jer  =  2,  —  2  als  Yerzweigungspunkte  ftir  gewisse 
Bestimmungen  der  Funktion  erweisen  werden. 

Jedem  Werte  von  jßf  +  2,  —  2  entsprechen  also  drei  verschiedene 
Werte  von  iv.  In  der  Nähe  eines  solchen  Punktes  z^  lassen  sich  femer 
diese  Werte  nach  dem  soeben  angeführten  Satze  so  zusammenfassen, 
daß  die  drei  Systeme  je  eine  im  Punkte  z^  analytische  Funktion 
bilden,  wodurch  denn  auch  die  Umgebung  von  z^  auf  die  Umgebungen 
der  drei  zugehörigen  Punkte  der  «;- Ebene  konform  bezogen  wird, 
Kap.  6,   §  8.      Dementsprechend   wollen   wir    drei   Blätter    über    der 


1)  Klein,  Leipziger  Vorlesung  18Sl/d2,  wo  die  Biemannsche  Fläche  kon- 
struiert wird.  Die  Funktion  war  bereits  von  Briot  et  Bouquet,  Fonctions 
eUiptiques^  2.  Aufl.,  Bd.  1,  eh.  3  vermöge  der  Methode  der  Schleifenwege  (vgl. 
Ende  des  gegenwärtigen  Paragraphen)  untersucht  worden.  Sie  kommt  im  wesent- 
lichen bereits  bei  Puiseux,  Joum,  de  Maih.^  Bd.  15  (1850),  S.  371  vor. 

O  ■  g  o  o  d ,  Fonktionentheorie.  I.  S.  Aufl.  24 
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j9- Ebene  ausbreiten  und  dann  zusehen,  ob  sich  daraus  eine  Riemann- 
sche Fläche  für  die  Funktion  herstellen  läßt. 

Abbildung  der  HdIbAenen,  Zu  dem  Behufs  schneiden  wir  die 
drei  Blätter  längs  der  reellen  Achse  auf  und  suchen  die  Abbildung 
einer  jeden  der  sechs  Halbebenen  auf  die  fi7- Ebene  zu  bestimmen. 
Vor  allem  stellen  wir  die  Bildpunkte  der  Berandung  der  Halbebenen 
fest,  indem  wir  in  (1)  Reelles  und  Imaginäres  trennen: 

(w  +  viy—  3(m  +  vi)  =  a;  +  yt, 

(2)  w«  —  Sttv*  -  3m  «  X,    3M*t?  —  t;»  -  3t;  «  y, 
und  darauf  y  ^  0  setzen: 

t;(3t^2-t;«_3)  =  0. 

Hiernach  bestehen  die  Bildkurven  jener  Berandung  aus  der  reellen 
Achse  der  u?- Ebene  nebst  der  Hyperbel 

(3)  «»-^  =  1. 

Durch  diese  Kurven  wird  nun  die  M?-Ebene,  wie  man  ja  auch  er- 
warten sollte,  in  sechs  Gebiete  zerlegt,  wovon  jedes  die  Abbildung 
einer  der  sechs  Halbebenen  ausmacht,  was  wir  sogleich  noch  mit 
aUer  Strenge  beweisen  werden  (vgl.  Fig.  82).  Diese  Gebiete,  sowohl 
als  die  Halbebenen  wird  man  als  abgeschlossene  Bereiche  der  erwei- 
terten Ebene  auffassen;  projiziert  man  sie  auf  die  Kugel,  so  er- 
scheinen ihre  Abbildungen  auch  in  gewöhnlichem  Sinne  als  ab- 
geschlossen. 

Um  uns  über  die  Abbildung  der  Gebiete,  in  die  die  tr-Ebene 
hiermit  zerlegt  ist,  auf  die  Halbebenen  näher  zu  orientieren,  lassen 
wir  einen  Punkt  Q  den  Rand  dieser  Gebiete  der  Reihe  nach  be- 
schreiben und  beobachten  wir,  wie  sich  der  Bildpunkt  P  der  £r- Ebene 
dabei  bewegt.  Wir  wollen  Q  zunächst  vom  Punkte  w^  =  oo  ausgehen 
und  längs  der  positiven  reellen  Achse  hereinrücken  lassen.  Nach  (2) 
hat  X  dann  den  Wert 

X  =-  u^  —  3m 

und  nimmt  daher  zugleich  mit  u  beständig  ab,  so  lange  nur 

^  =  3w3-  3  >  0,     also     w  >  1,  a;  >  -  2 
i«t.      Im   Punkte    w  ^  \    angelangt,  setze  der  Punkt  Q  seinen   Weg 
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längs  der  Hyperbel  (3)  stetig  fort,  derart,  daß  v  >  0  wird.  Verfolgen 
wir  weiter  den  immer  noch  auf  der  reellen  Achse  y  =  0  verharrenden 
Bildpunkt  P,  so  hat  die  Abszisse  desselben  jetzt  den  Wert 

a;  =  ti'—  3mv^—  3u 

Femer  ist 

'-:  =  -6(4^*-l)<0. 

Hiemach  bewegt  sich  der  Punkt  P  beständig  nach  links,  wenn  Q 
diesen  Ast  beschreibt,  und  zwar  rückt  P  zugleich  mit  Q  ins  Unend- 
liche. Beide  Punkte,  P  und  Q,  haben  nunmehr  eine  geschlossene 
Kurve  ihrer  erweiterten  Ebenen  beschrieben,  und  diese  Kurven  ent- 
sprechen sich  in  ein-eindeutiger  stetiger  Weise. 

Des  weiteren  sei  Wq>  1  ein  Punkt  der  reellen  Achse,  Zq  dessen 
Bildpunkt,  der  also  ebenfalls  auf  der  reellen  Achse  liegt;  im  übrigen 
ist  irQ>  — 2.     Die  Abbildung  der  Umgebung  dieser  beiden  Punkte 


^ 


Fig.  81. 

aufeinander  wollen  wir  jetzt  ins  Auge  fassen,  vgl.  Fig.  81.  Da 
(dz/dw)^^^  «=  ^Wq^—  3  reell  und  positiv  ist,  so  schließen  ein  von  m?^ 
ausgebender  Halbstrahl  und  seine  von  Zq  ausgehende  Büdkurve  gleiche 
Winkel  mit  ihren  bezüglichen  reellen  Achsen  ein.  Rückt  also  ein 
Punkt  IV  y  von  Wq  ausgehend,  in  die  obere  Halbebene  hinein,  so  be- 
tritt dessen  Bildpunkt  z  auch  zunächst  seine  obere  Halbebene,  und 
zwar  wird  letzterer  stets  in  der  positiven  Halbebene  bleiben,  solange  iv 
nur  innerhalb  des  vom  Hyperbelaste  und  der  positiven  reellen  Achse 
begrenzten  Gebiets  1+ :  w  ^  1,  0  ^  v  ^  V^Sw*—  3  bleibt,  denn  sonst 
müßte  es  ja  einen  innern  Punkt  w  von  1+  geben,  dem  ein  reeller 
Wert  von  z  entspräche.  Daraus  geht  hervor,  daß  das  Abbild  des 
ganzen  Gebiets  1+  sicher  oberhalb  der  reellen  Achse  der  2f-Ebene 
liegt.     Füllt  es  aber  diese  Halbebene  gerade  einmal  aus?    Gegen  diese 

Annahme  sprechen  allerdings  folgende  Zweifel,     a)  Wird   z  auch  in 
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jeden  Bereicli  der  Halbebene  dringen,  oder  wird  es  nicht  am  Ende 
loeeln  geben,  denen  z  stets  sasweiolLt?  b)  Kann  nicht  erentaell  ein 
Bereich  besagter  Halbebene  schon  mehr  als  einmal  erreicht  werden, 
80  daß  er  als  vielblättrig  an&nfaasen  sein  wird  and  also  verschiedenen 
getrennten  Gebieten  von  I'''  entspricht?  —  Beiden  Einwänden  kann 
man  zwar  direkt  b^egnen,  doch  erfordert  eine  strenge  Behandlung 
der  Sache  von  dieser  Seite  her  etwas  omständliche  Überlegnngen,  jeden- 
falls fuhrt  der  Satz  vom  folgenden  Paragraphen  rascher  zum  Ziele. 
Deshalb  wollen  wir  die  Erledigung  dieses  Ponktes  bis  dahin  auf- 
schieben. 

Hiermit  iat  nunmehr  die  Abbildung  der  positiven  Hälfte  i*^  des 


ersten  Blattes  der  «-Fläche  auf  einen  Teil  I"""  der  w-Ebene  bewerk- 
stelligt. In  ähnlicher  Weise  fährt  man  jetzt  fort,  indem  man  Q  wieder 
vom  Punkte  !0  =  oo  ausgehen  und  diesmal  längs  des  soeben  benutzten 
Hjperbelastes  hereinräcken  läßt.  Dabei  kehrt  P  längs  der  negativen 
reellen  Achse  aus  dem  Unendlichen  wieder  und  langt  schlieBlich  im 
Punkte  ?  =  —  2  an,  wenn  Q  die  reelle  Achse  erreicht.  Indem  Q 
jetzt  längs  der  reellen  Achse  von  «-■  — >  1  bis  if  =  —  1  weiteigeht, 
legt  P  die  Strecke  der  reellen  Achse  von  e  ^  ~2  bis  « =  2  hin 
zurück,  wie  man  an  der  Hand  der  expliziten  Formeln  (2)  direkt  be- 
weist. Endlieh  soll  Q  längs  des  im  zweiten  Quadranten  belegenen 
Hyperbelastes  wieder  ins  Unendliche  ziehen,  wobei  dann  P  den  Rost 
der  reellen  Achse  durchläuft.  Der  abgeschlossene,  von  Q  soeben  um- 
laufene,  au  1+  angreuKende  Bereich  der  erweiterten  fp-Ebene  boU  I~ 
heißen.  Ihm  entspricht  ein  negatives  Halbblatt  der  z-Fläche,  welches 
wir  die  negative  Hälfte  des  ersten  Blattes  nennen  und  mit  i~  be- 
zeichnen wollen. 

Fährt  man  so  fort,  so  stellt  sich  heraus,  daß  auch  die  weiteren 
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Gebiete  der  ?6'- Ebene  beziehungsweise  den  positiven  und  negativen 
Halbebenen  der  Reihe  nach  so  zugeordnet  werden  können,  wie  in 
Figur  82  angezeigt  ist. 

Ztisammenfügung  der  Halbebenen.  Jetzt  bleibt  nur  noch  übrig, 
den  Nachweis  zu  fiihren,  daß  obige  Halbebenen  sich  wirklich  zu 
einer  Riemannschen  Fläche,  auf  welcher  die  Funktion  w  eindeutig 
ist  und  im  allgemeinen  stetig  verläuft,  vereinigen  lassen.  Dies  ge- 
schieht, wie  folgt.  Jedes  der  sechs  Gebiete  I+, . .  .,  HI"  stößt  an  andere 
derselben,  und  nun  sollen  die  zugehörigen  Halbebenen  längs  der  Bild- 
kurven jener  gemeinschaftlichen  Begrenzungen  zusammengefügt  werden. 
In  der  Tat  wird  durch  die  Gleichung  (1)  die  Umgebung  eines  be- 
liebigen Punktes  Wq  einer  jener  Begrenzungskurven  auf  die  schlichte 
Umgebung  von  seinem  Bildpunkte  Zq  konform  abgebildet,  sofern  nur 
iVq^  1;  —  1  ist.  Hiemach  werden  also  i^  und  i""  längs  der  Bild- 
kurve des  im  ersten  Quadranten  belegenen  Hjperbelastes,  also  längs 
des  links  vom  Punkte  g  ^  —  2  belegenen  Teils  der  reellen  Achse  zu- 
sammenhängen. Die  positiven  Hidbebenen,  sowie  deren  Abbildungen 
in  der  ?x' -Ebene  wollen  wir  schraffieren. 

Gehen  wir  weiter.  Längs  der  Strecke  (—1,  1)  der  w?- Ebene 
hängen  I~  und  JH'*'  zusammen.  Demgemäß  fügen  wir  den  zwischen 
^  =  —  2  und  ;8r  =  2  belegenen  Teil  des  Randes  von  i~  mit  dem  ent- 
sprechenden Teil  des  Randes  von  iii+  zusammen.  Der  übrige  Teil 
des  Randes  von  i~  hängt  dann  mit  dem  gegenüberliegenden  Teil  des 
Randes  von  ii**"  zusammen. 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  entsteht  als  Endresultat 
eine  dreiblättrige,  in  der  erweiterten  Ebene  resp.  auf  der  Kugel  ge- 
schlossene Riemannsche  Fläche,  deren  Blätter  in  den  Verzweigungs- 
punkten  ^  =  —  2,2,  oo  zusammenhängen  und  längs  Verzweigungs- 
schnitte, welche  über  der  reellen  Achse  liegen,  ineinander  übergehen, 
wie?  —  darauf  gehen  wir  jetzt  näher  ein. 

Zunächst  sieht  man,  daß  die  drei  Blätter  sich  längs  des  zwischen 
ir  =  —  2  und  js  ^  oo  gelegenen  Teils  der  negativen  reellen  Achse 
nicht  kreuzen.  Dagegen  geht  längs  der  Strecke  —  2  <  jer  :^  2  die 
Halbebene  i"^  in  iii~,  i"  in  iii+  über,  während  das  Blatt  ii  hier  ver- 
einzelt verläuft.  Endlich  hängen  längs  des  übrigen  Teils  der  reellen 
Achse  die  drei  Blätter  zusammen,  wie  in  Figur  82  angedeutet  ist. 

Hiernach,  —  oder  auch  an  der  Abbildung,  —  kann  man  den 
Zusammenhang  der  Blätter  in  den  Verzweigungspunkten  leicht  fest- 
stellen.    Im  Punkte  z  =  —  2  hängen  nämlich  das  erste  und  das  dritte 
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Blatt,  der  Umgebung  des  Punktes  w  ^  1  entsprechend^  im  Zyklus 
zusammen,  während  das  zweite  Blatt,  der  Umgebung  des  Punktes 
w  =^  —  2  entsprechend,  hier  schlicht  verläuft,  der  Punkt  m;  =  1  er- 
weist sich  somit  als  ein  ausgezeichneter  Punkt  erster  Ordnung  (§  2). 
In  ähnlicher  Weise  hängen  im  Punkte  ^  =  2,  der  Umgebung  des 
ausgezeichneten  Punktes  m*  =  —  1  entsprechend,  die  Halbebenen  ii"*", 
ii",  iii"*",  i~  im  zweiblättrigen  Zyklus  zusammen,  während  die  übrigen 
Halbebenen  i+  und  iii"  hier,  wie  sonst  im  Interralle  —  2  <  ä;  <  +  c», 
aneinanderstoßen  und  ein  schlichtes  Blatt  bilden.  Endlich  hängen  im 
Punkte  jsr »  cx)  alle  drei  Blätter  zusammen,  der  Punkt  w  =^  oo  ist 
wieder  ein  ausgezeichneter  Punkt,  diesmal  von  der  zweiten  Ordnung. 
Die  Riemannsche  Fläche  ist  nunmehr  fertig.  Dem  Leser  wird 
empfohlen,  sich  ein  Modell  derselben  aus  Papier  zusammenzukleben. 
Wo  die  Blätter  sich  durchsetzen  sollen,  kann  die  Verbindung  durch 

schmale    Streifen    Papier    hergestellt   werden, 

r ■--'-"- 1-n        welche  aufeinanderfolgend  aufgeklebt  werden. 

,/  ^.  ^  .       .,  ^      \  I        Im  übrigen  braucht  das  volle  Blatt  von  vorn- 
l.  b  ..U   \ij   --^  l         herein  nicht  längs  der  ganzen  a;- Achse  aufge- 

^...  .„  . .^..  ..  l_S        schnitten  zu  werden. 

Erörterung  der  FläcJie.  Machen  wir  uns 
noch  klar,  was  an  der  Kientannschen  Fläche 
wesentlich  und  was  nur  zufällig  ist.  Wesentlich  ist,  a)  daß  über 
der  Umgebung  eines  jeden  der  Punkte  j3q=^  —  2,  2,  oo  drei  Blätter 
schlicht  verlaufen,  welche  als  Träger  dreier  in  dieser  Umgebung 
eindeutiger,  sich  analytisch  verhaltender  Funktionen  dienen;  b)  daß 
in  der  Umgebung  der  Punkte  ^  =  —  2,  2  ein  Blatt  schlicht  ver- 
läuft, während  zwei  andere  dort  im  Zyklus  zusammenhängen;  so- 
wie daß  im  Punkte  ^  =  cx)  aUe  drei  Blätter  zusammenhängen.  So 
viel  im  Kleinen;  dazu  kommt  noch,  c)  daß  die  Blätter  so  mitein- 
ander verbunden  werden,  wie  es  der  Verlauf  der  verschiedenen  Be- 
stimmungen der  Funktion  im  üroßen  verlangt. 

Um  die  Bedingung  c)  deutlicher  hervortreten  zu  lassen,  machen 
wir  darauf  aufmerksam,  daß  man  eine  positive  Halbebene  mit  einer 
beliebigen  negativen  Halbebene  zu  einem  Blatte  zusammenfassen  darf, 
sofern  nur  die  entsprechenden  Bereiche  der  w;- Ebene  längs  einer 
Kurve  aneinanderstoßen.  So  könnte  man  beispielsweise  als  zweites 
Blatt  die  beiden  Halbebenen  nehmen,  welche  dem  an  der  konvexen 
Seite  der  Hyperbel  gelegenen  Bereiche  der  ?r- Ebene  entsprechen.  Das 
erste  Blatt  würde  dann  dem  an  der  konkaven  Seite  des  einen  Hyperbel- 
astes gelegenen  Gebiete  zugeordnet  werden,  wodurch  denn  das  dritte 
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Blatt  vollständig  bestimmt  ist.  Diese  Wahl  der  den  Blättern  zuzu- 
weisenden Nummern  ist  sogar  eine  symmetrischere  als  die  vorher- 
gehende. Insbesondere  wird  sich  dadurch  der  Verlauf  der  Blätter  in 
der  Umgebung  des  Punktes  z  =^  2  ebenso  gestalten,  wie  im  Punkte 
z  =  —  2.  Dem  Leser  wird  empfohlen,  sich  auch  ein  Modell  dieser 
Form  der  Riemannschen  Fläche  zu  machen. 

Man  achte  wohl  auf  den  Umstand,  daß  die  Hyperbel  in  der  vor- 
liegenden Geometrie,  die  ja  im  wesentlichen  die  Geometrie  der  rezi- 
proken Radien  ist,  die  Ebene  in  drei  Teile  zerlegt,  während  sie  die- 
selbe in  der  projektiven  Geometrie  nur  in  zwei  Teile  trennt.  Auch 
wird  die  Ebene  hier  durch  eine  Gerade  in  zwei  Teile  zerlegt,  während 
die  projektive  Ebene  durch  den  Schnitt  einer  Geraden  nicht  zerfällt; 
der  Zusammenhang  der  beiden  Ebenen  ist  bekanntlich  verschieden, 
wozu  noch  kommt,   daß   die  projektive  Ebene  eine  Doppelfläche  ist. 

Schleifen.  Aus  der  Gestalt  der  Riemannschen  Fläche  kann  man 
die  Vertauschung  der  verschiedenen  Bestimmungen  der  Funktion  w 
ersehen,   wenn  z  einen  beliebigen  7^ 

geschlossenen  Weg  beschreibt. 
Nehmen  wir  beispielsweise  die  drei 
Werte  von  w  im  Punkte  z  ^  —  i 
und  bezeichnen  dieselben,  ihren  zu- 
gehörigen Blättern  entsprechend, 
mit  ic\j  ii^y  f('s'  Läßt  man  nun  z 
den  in  der  Figur  angedeuteten  ge- 
schlossenen Weg  l^  durchlaufen,  der 
den  Punkt  ^r  =  2  in  positivem  Sinne 
umkreist,  aber  keinen  weiteren  Verzweigungspunkt  umfaßt,  so  sieht 
mun  aus  Fig.  82,  daß 

u\  in  u\,     ir^  in  u\,     w^  in  w^ 

übergeht.  Diese  Vertauschung  .s,  wird  in  der  Gruppentheorie  durch 
das  Symbol  (12)  ausgedrückt: 

Si=(l2). 

Ebenso   entspricht    dem  anderen  geschlossenen,  den  Punkt  z  =  —  2, 

aber    keinen    weiteren    Verzweigungspunkt    umfassenden  Weg   L    die 

Substitution 

5,  =  (13). 

Endlich  wird  der  Punkt  ^  =  oo  in  positivem  Sinne  umkreist,  wenn  z 
einen  alle  im  Endlichen  gelegenen  Verzweigungspunkte  umfassenden 


Piff.  84. 
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Weg  durchläuft   und   zwar  im   entgegengesetzten  Sinne  wie  bisher^ 
man  ygl.  wieder  Fig.  82.     Dadurch  entsteht  die  Substitution 

5,=- (132). 

Die  zu  einer  gegebenen  Substitution  s^  inverse  Substitution  sf^ 
wird  erhalten,  indem  z  die  bezügliche  Schleife  in  entgegengesetztem 
Sinne  durchlauft. 

Denkt  man  sich  diese  Wege  als  dehnbare  Fäden  und  schlägt 
man  in  jeden  Yerzweigungspunkt  ein  Stiftchen  ein,  über  welches  der 
Faden  nicht  hinweggeschoben  werden  darf,  so  kann  der  dritte  Weg 
in  den  ersten  und  zweiten  stetig  deformiert  werden,  nur  wird  er  in 
entgegengesetztem  Sinne  beschrieben.  Läßt  man  e  also  die  drei  Wege 
der  Reihe  nach  durchlaufen,  so  werden  alle  drei  Werte  von  w  zu 
den  Anfangswerten  wieder  zurückkehren,  d.  h.  sie  werden  die  iden- 
tische Substitution  erfahren.  Daher  herrscht  zwischen  8^,8^,$^  die 
Relation: 

wobei  5i  zuerst  ausgeführt  wird. 

Solche  Wege,  wie  die  drei  soeben  betrachteten,  heißen  Schleifen 
(lacet).  Es  ist  klar,  daß  jeder  geschlossene  Weg,  der  durch  den  Punkt 
z  =  --  i,  aber  durch  keinen  Verzweigungspunkt  geht,  auf  eine  Reihe 
von  solchen  Schleifen,  die  ja  auch  zum  Teil  in  negativem  Sinne 
durchlaufen  werden  müssen,  zurückgeführt  werden  kann.  Da  man 
nun  einmal  die  jeder  einzelnen  Schleife  entsprechende  Substitution 
von  w^y  w^y  u'^  kennt,  so  kann  man  daraus  die  dem  vorgelegten 
Wege  zugehörige  Substitution  bestimmen. 

Das  soeben  betrachtete  Schleifensystem  ist  aber  nicht  das  einzige^ 


9m2 


Z'-l 


Fig.  85. 


S-i 


das  vom  Punkte  z  =  —  i  aus  angelegt  werden  kann.  So  hätte  man 
z.  B.  die  beiden  ersten  Schleifen,  wie  in  beistehender  Figur,  annehmen 
können. 
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Aufgabe  1.  Man  stelle  die  dem  zweiten  Schleifensystem,  Fig.  85^ 
zugehörigen  Substitutionen  von  w^^  w^,  w^  auf  und  bestimme  die 
Relation^  welche  sie  verknüpft. 

Aufgabe  2.  Man  konstruiere  die  Riemannschen  Flächen  für  die 
folgenden  Fimktionen  tv  und  veranschauliche  sie  durch  ein  Modell. 


a; 

W—  ÖW'=  z\ 

b) 

,   1 

'    w          ' 

c) 

tc*'—  2w*'-  z  +  1  = 

0. 
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Bisher  haben  wir  uns  im  allgemeinen  Falle  bloß  mit  der  kon- 
formen Abbildung  im  Kleinen  beschäftigt,  indem  wir  zeigten,  daß 
unter  gewissen  Bedingungen  die  Umgebung  eines  Punktes  Zq,  deren 
Ausdehnung  also  von  vornherein  nicht  feststand,  ein-eindeutig  und 
konform  auf  eine  Umgebung  eines  Punktes  Wq  bezogen  wird.  Jetzt 
wollen  wir  ein  Kriterium  kennen  lernen,  wonach  ein  vorgelegter  Be- 
reich inkl.  der  Berandung  ein-eindeutig  und  stetig,  und  im  Innern 
konform  auf  einen  zweiten  vorgegebenen  Bereich  abgebildet  werden 
kann.     Dieses  Kriterium  sprechen  wir  in  der  folgenden  Form  aus. 

Lehrsatz.*)  Sei  S  ein  abgeschlossener  durch  eine  bdiebige  ein- 
fcwhe  geschlossene  Kurve  herandeter  Bereich  der  z-Ebene,  und  sei  f(/) 
eine  Funktion  von  z,  die  im  Innern  und  am  Rande  von  S  stetig,  und 
im  Innern  von  S  analytisch  ist.  Femer  möge  f(z)  denselben  Wert  in 
zwei  verschiedenen  Randpunkten  von  S  niemals  annehmen,  so  daß  also 
der  Rand  von  S  auf  eine  einfache  geschlossene  Kurve  der  w-Ebene 
ein-eindeutig  und  stetig  bezogen  tvird.  Der  endliche  durch  letztere  Kurve 
begrenzte  Bereich  heiße  Z.    Bann  wird  durch  die  Gleichung 

(1)  w  -  f{z) 

eine  ein-eindeutige  stetige  Abbildung  des  abgeschlossenen  Bereiches  8  auf 
den  abgeschlossenen  Bereich  Z  definiert,  welche  außerdem  im  Innern 
dieser  Bereiche  ausnahtnslos  konform  ist. 

In  dieser  allgemeinen  Form  läßt  sich  das  Kriterium  am  bequemsten 
aussprechen  und  im  Gedächtnisse  behalten.     Den  Beweis  wollen  wir 

1)  Der  Satz  findet  sich  bei  Darbonx,  Legona  sur  la  ihiorie  generale  des^ 
surfaces,  Bd.  1,  1887,  S.  178. 
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jedoch  nur  so  allgemein  durchfahren,   wie  es  in  der  Folge   die  An- 
wendungen erfordern. 

Was  zunächst  den  Rand  von  S  anbetrifft,  so  genügt  es  Yorans- 
zusetzen,  daß  er  regulär  seL  Ferner  wird  stets  in  der  Folge  die  Ab- 
bildung dieses  Randes  ebenfalls  regulär  sein.  DaB  aber  eine  solche 
Kurve  einen  endlichen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  27  ab- 
grenzt, ist  im  5.  Kapitel  ausführlich  bewiesen  worden.  Damit  haben 
wir  uns  also  zunächst  den  Bereich  £  geschaffen. 

Sei  nun  W  ein  innerer  Punkt  von  27,  und  man  bilde  die  Funktion 

(2)  az)  -  w. 

Dieselbe  ist  im  abgeschlossenen  Bereich  S  stetig,  im  Innern  von  S 
analytisch,  und  am  Rande  von  0  verschieden.  Infolgedessen  hat  sie 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen  in  S.  Die  Zahl  n  letzterer 
wird  femer  dadurch  erhalten,  indem  man  z  den  Rand  von  S  in  po- 
sitivem Sinne  durchlaufen  läßt;  dann  nimmt 

arc  (fiz)  -  W) 

nach  Kap.  7,  §  11  gerade  um  2n;r  zu. 

Vermöge  (1)  geht  die  Funktion  (2)  in 

(3)  w  -  W 

über.  Wenn  z,  wie  vorhin  geschah,  den  Rand  von  S  durchläuft,  findet 
genau  das  entsprechende  in  der  w -Ebene  statt:  w  durchläuft  den  Rand 
von  2J  einmal.     Dabei  nimmt 

arc  (ic  —  W) 

um  +  2;r  zu.  Aus  beiden  Ergebnissen  schließt  man  nun,  daß  w  =  1 
ist,  (sowie  auch,  daß  der  Umlaufssinn  von  w  der  positive  ist).  Dem- 
nach hat  die  Funktion  (2)  eine  einzige  Nullstelle  erster  Ordnung  in  S. 

Zieht  man  dagegen  einen  äußeren  Punkt  W  von  -S*  in  Betracht 
und  läßt  man  z  den  Rand  von  S  wiederum  durchlaufen,  so  hat  n 
jetzt  den  Wert  0,  da  arc  (w  —  W)  zum  Anfangs  wert  wieder  zurück- 
kehrt.    In   diesem  Falle  hat  die  Funktion  (2)  keine  Nullstelle  in  S. 

Hiermit  haben  wir  gezeigt,  a)  daß  jedem  inneren  Punkte  von  27 
ein  innerer  Punkt  von  S,  b)  daß  einem  äußeren  Punkte  von  27  kein 
innerer  Punkt  von  S,  m.  a.  W.  b')  daß  jedem  inneren  Punkte  von  S 
ein  innerer  oder  Randpunkt  von  2J  entspricht.  Es  bleibt  daher  noch 
übrig,   diese    letzte   Möglichkeit    zu    beseitigen.     Dies  geschieht,    wie 
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folgt.  Gesetzt,  der  Bildpnnkt  Wq  eines  inneren  Punktes  Zq  von  S 
läge  auf  dem  Rande  von  U.  Da  f(js)  im  Punkte  Zq  analytisch  ist, 
ohne  sich  auf  eine  Konstante  zu  reduzieren,  so  wird  die  Umgebung 
von  Zq  nach  §  2  auf  die  möglicherweise  mehrfach  überdeckte  Um- 
gebung von  t^Q  bezogen.  Damach  wird  aber  ein  letzterer  Umgebung 
angehöriger  äußerer  Punkt  von  2J  einem  inneren  Punkte  von  S  zu- 
geordnet, was  eben  gegen  die  bereits  erhaltenen  Ergebnisse  verstößt. 

Die  umkehrbare  Eindeutigkeit  der  Abbildung  von  S  auf  £  ver- 
möge (1)  steht  nunmehr  fest.  Daß  die  Beziehung  außerdem  im  Inneren 
konform  ist,  ergibt  sich  direkt  aus  jenem  Satze  von  §  2.  Wäre  näm- 
lich f'{js)^0  in  einem  inneren  Punkte  von  S,  so  müßte  das  eben  ein 
ausgezeichneter  Punkt  sein,  womit  aber  der  umkehrbaren  Eindeutig- 
keit der  Abbildung  Abbruch  getan  wäre.  Es  muß  also  nur  noch  der 
stetige  Anschluß  an  den  Rand  festgestellt  werden. 

Sei  W  ein  beliebiger  Randpunkt  von  2^,  und  sei  Z  dessen  Ab- 
bild. Sei  femer  tv^,  w^j . . ,  eine  beliebige  Reihe  dem  Bereich  27  zu- 
gehöriger Punkte  mit  lim  u\  =»  W^  und  sei  Zi,^^,  -  -  -  die  Bildmenge 

derselben.     Dann  ist 

lim  z^  =  Z. 

Hätte  nämlich  die  letzte  Menge  eine  von  Z  verschiedene  Häufungs- 
steUe  Z\  so  könnte  man  aus  dieser  Menge  eine  Teilmenge  z^,  z^y . . . 
herausheben,  derart  daß 

lim  zl  =  Z' 


«  =  00 


ist.     Dann  wäre  aber 

lim  <=  lim  f{z;)  -  /-(zo  =  Tr+  w, 


n  —  t»  71  =00 


und  dies  ist  eben  nicht  möglich. 

Eriveiterungen  des  Satzes,  Anstatt  einen  einfachen  Rand  von  S 
vorauszusetzen,  genügt  die  Annahme,  daß  S 
ein  endlicher,  einfach  zusammenhängender  Be- 
reich sei,  dessen  Begrenzung  sich  in  eine 
endliehe  Anzahl  regulärer  Kurven  zerlegen 
läßt,  wie  durch  beistehende  Figur  näher  an- 
gegeben sei.  Dann  kommen  gewissen  Rand- 
punkten mehrere  Randwerte  zu,  vgl.  Kap.  2,  pj^  gg 
§  2 ;  und  diese  Randwerte  müssen,  wie  vorhin, 

alle  voneinander  verschieden  sein.    Der  vorstehende  Beweis  paßt  auch 
für  diesen  FaU,  da  man  einen  derartigen  Bereich  auf  einen  von  einer 
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ein&chen  regulären  Karre  umschlossenen  Bereich  im  Innern  ein-ein- 
dentig  nnd  konform  nnd  am  Rande  stetig  abbilden  kann.  Liegen  näm- 
lich äußere  Punkte  von  S  innerhalb  der  äußeren  Umgrenzung  von  S, 
so  sei  a  ein  solcher  Punkt.     Durch  die  Transformation 

(4)  e'  —  Ye  —  a 

geht  dann  S  in  einen  Bereich  S'  über,  wofOr  die  Anzahl  der  doppelt 
zu  zählenden  Randstücke  weniger  geworden  ist. 

Im  Falle  eines  Einschnitts  sei  b  ein  solcher  Endpunkt  desselben^ 
welcher  bei  Fortlassimg  der  übrigen  Punkte  des  Einschnittes  im  In- 
nern Ton  S  liegen  würde.     Durch  die  Transformation 


wird  dann  der  Einschnitt  angehoben. 

Im  übrigen  darf  sich  S  ins  Unendliche  erstrecken.  Wesentlich 
ist  dabei  nur,  daß  sich  S  in  einen  solchen  Bereich  überführen  laßt^ 
wie  er  bei  der  Formulierung  des  ursprünglichen  Satzes  vorausgesetzt 
wurde.  So  könnte  das  Innere  yon  S  z.  B.  aus  den  Punkten  der  er- 
weiterten Ebene  mit  Ausnahme  der  Punkte  der  Strecke  (a,  b)  be- 
stehen^ wobei  a,  b  zwei  komplexe  Zahlen  sind.  Durch  die  Trans- 
formation 
(5)  /^y(e-a)(z-b) 

entsteht  daraus  ein  Bereich  mit  äußeren  Punkten  und  einer  einfachen 
Begrenzung.  Dieser  läßt  sich  dann  durch  eine  lineare  Transformation 
in  einen  endlichen,  von  einer  einfachen  regulären  geschlossenen  Kurve 
berandeten  Bereich  verwandeln. 

Analoge  Erweiterungen  gelten  auch  gewissermaßen  für  das  Ab- 
bild des  Randes  von  S  in  der  «;- Ebene.  Eine  für  die  Praxis  brauch- 
bare Formulierung  des  erweiterten  Satzes  ist  folgende. 

Der  erweiterte  Satz.  Sei  S  ein  endlicher  oder  unendliclker  Be- 
reich, tcdcher  auf  einen  endlichen,  von  einer  einfachen  Kurve  um- 
schlossenen Bereich  S'  ein-eindeutig  und  konform  im  Innern,  und  am 
Rande  stetig,  abgebildet  werden  kann. 

Sei  f{z)  eine  im  Innern  von  S  bis  auf  Pole  analytische  Funktion, 
welche  in  jedem  Bandpunkte  von  S  einen  Bandwert  annimmt^)  oder 
höchstens  in  einem  einzigen  Bandpunkte  unendlicli  wird.  Femer  sollen 
keine  zwei  Bandwerte  einander  gleich  sein, 

1)  Nach  Kap  2,  §  2  bilden  diese  Randwerte  dann'  von  selbst  eine  stetige 
Folge. 
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Endlidi  soll  es  einen  Punkt  w='Ä  der  erweiterten  w- Ebene  geben, 
dem  kein  Punkt  von  S  entspricht.  Von  den  beiden  Bereichen,  in  welche 
die  w- Ebene  durcJi  das  Abbild  des  Randes  von  S  zerlegt  wird,  möge 
derjenige,  in  welchem  A  nicht  liegt,  2  heißen. 

Dann  wird  das  Innere  von  S  ein-eindeutig  und  konform  auf  das 
Innere  von  2J  bezogen,  und  außerdem  herrscht  stetiger  Anschluß  am  Rande. 

Man  bilde  nämlich  eine  Funktion  F(e),  welche  in  den  Punkten, 
wo  f(z)  unendlich  wird,  den  Wert  0  hat  und  sonst  durch  die  fol- 
gende Formel  erklärt  wird: 

Wird  nun  S  auf  S'  abgebildet,  so  geht  jF(jer)  dabei  in  eine  Funktion 
im  Bereiche  S'  über,  welche  allen  Bedingungen  des  ursprünglichen 
Satzes  genügt. 

Anwendung  auf  die  Abbildung  von  §  4.  Aus  dem  letzten  Satze 
erkennt  man  sofort,  daß  der  Bereich  I"^  von  §  4  ein-eindeutig  und 
konform  auf  i"^  bezogen  wird.  In  der  Tat  entsprechen  sich  schon 
die  Ränder  beider  Bereiche,  wie  es  der  Satz  verlangt.  Außerdem  ist  z, 
als  Funktion  von  ?r  betrachtet,  Z'^f{w),  analytisch  in  I+,  während 
die  zugehörigen  Punkte  der  ;?- Ebene,  wie  damals  auch  ausdrücklich 
hervorgehoben  wurde,  in  der  oberen  Halbebene  i"^  liegen.  Setzt  man 
also  etwa  A^  —  i,  so  sind  hiermit  alle  Bedingungen  des  Satzes  er- 
füllt, und  der  Beweis  ist  fertig. 

In  derselben  Weise  läßt  sich  zeigen,  daß  auch  die  übrigen  Ge- 
biete 1",  ll"*",  usw.  auf  die  betreffenden  Halbebenen  ein-eindeutig  be- 
zogen werden. 
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Bisher  lagen  die  Verzweigungspimkte  stets  auf  der  reellen  Achse, 
80  daß  es  sich  also  empfahl,  den  Verzweigungsschnitt  in  diese  Achse 
zu  legen.  Betrachten  wir  jetzt  ein  Beispiel,  wo  dies  nicht  mehr  zu- 
trifft: 

(1)  IV^—  4:W  =>  z. 

Stellt  man  hier  eine  ähnliche  Überlegung  bezüglich  der  zu  z  inversen 
Funktion  iv  an,  wie  in  §  4,  so  erhält  man  vor  allem  zur  Bestimmung 
der  Ausnahmepaare  die  Gleichung: 
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gibt: 


f r  =»  1      I  ir  =  o 

Über  der  ^- Ebene  wird  man  nun  vier  Blätter  ausbreiten.  Diese  werden 
zonacbst  längs  der  reellen  Achse  aufgeschnitten.     Da 

ist,  so  entsprechen  jener  Achse  ^  »  0  die  Kurven: 

a)  c  =  0,         b)  w*—  Mr*—  1=0. 

Der  Einfachheit  der  Formeln  halber  empfiehlt  es  sich,  diese  Achse 
so  weit  wie  möglich  zu  Verzweigungsschnitten  in  den  verschiedenen 
Blättern  zu  verwenden.  Es  A'agt  sich  noch,  wie  man  die  Verzweigungs- 
schnitte in  ihrem  weiteren  Verlauf  am  einfachsten  anlegt  Bemerken 
wir  Toraby  daß  den  Geraden 

tr  =  ö<     und     tr  =  al^t, 
wo  t  alle  reellen  Werte  durchläuft,  die  Gerade 

g=^(o(t^-4f)     bzw.     £  =  ci*{i* -  40 

entspricht,  so  liegt  es  nahe,  in  der  fr -Ebene  so  viel  von  diesen  Ge- 
raden aufzuzeichnen,  wie  zwischen  dem  Punkte  tr  =  0  und  der  Kurve  b) 
enthalten  ist,  und  zugleich  in  der  r- Ebene  jedes  Blatt  längs  der  Bild- 
strecken aufzuschneiden.     Auf  diese  Weise  wird  die  fr-Ebene  in  acht 


ir- Ebene 


Z' Ebene. 


J'j 


a,.-..M.  -4-, 


Fig.  87. 


'J(U 


Gebiete  eingeteilt,   welche    den  acht  Halbblättern    der  ^'-Fläche   ent- 
sprechen.    Im   Punkte   tr  =  cc   stoßen  alle  diese  Gebiete  zusammen. 
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und  zwar  weist  ein  jeder  derselben  den  Winkel  ä/4  dort  auf.  Die 
Halbblätter  lassen  sich  ihrerseits  zu  einer  Riemannschen  Fläche  zu- 
sammenfassen, deren  Blätter  so  zusammenhängen,  wie  in  Fig.  87  des 
näheren  angegeben  ist.  Dabei  fällt  indessen  dem  Punkte  z  ^  0  eine 
AusnahraeroUe  zu,  die  im  Wesen  der  Sache  gar  nicht  begründet  ist, 
denn  es  tritt  ja  keine  Verzweigung  in  diesem  Punkte  ein.  Das  liegt 
nämlich  an  der  besonderen  Wahl  der  Verzweigungsschnitte,  welche 
deshalb  so  angelegt  wurden,  damit  sich  ihre  Abbildung  leicht  ver- 
folgen ließe.  Da  wir  aber  nunmehr  im  Besitze  der  fertigen  Fläche 
sind,  so  können  wir  die  Verzweigungsschnitte  verschieben  und  ins- 
besondere die  hier  vorkommende  Spaltung  des  Verzweigungsschnittes 
dadurch  beseitigen,  daß  wir  den  Knotenpunkt  längs  der  Geraden 
(0,  —  So)  stetig  in  den  Punkt  ;?  =»  —  3c}  rücken  lassen.  Das  Er- 
gebnis veranschaulicht  Fig.  88. 

Legt  man  ein  von  einem  beliebigen  Punkte  Zq  auslaufendes 
Schleifensystem  an,  so  kann  man  die  zugehörigen  Substitutionen  von 
ti\ ,...  IV  ^  direkt  an  der  Riemannschen  Fläche  ablesen.  Für  das  besondere 
in  der  Figur  angedeutete  Schleifensystem  fallen  diese,  wie  folgt,  aus: 

h  =  (34), 
s,  =  (24), 

Ss  =  (14), 
*4  =  (1234), 

Der  Leser  wolle  sich  auch  von  dieser 
Fläche  ein  Modell  aus  Papier  anfertigen. 

Aufgabe    1.     Man    stelle    die    der 
Gleichung 


Fig.  88. 


zugehörige  Riemannsche  Fläche  her. 

Da  diese  Gleichung  aus  Gleichung  (1),  §  4  mittels  der  Trans- 
formation iv=iiv,  z'^-iz  hervorgeht,  so  erhält  man  schon  eine 
Riemannsche  Fläche  dafür,  indem  man  die  vorhin  konstruierte  Fläche 
bloß  um  90  Grad  dreht.  Im  vorliegenden  Falle  möchte  man  jedoch 
der  Übung  halber  den  Verzweiguugsschnitt  von  vornherein  anders 
anlegen,  indem  man  hierzu  die  reelle  nebst  so  viel  von  der  imagi- 
nären Achse  nimmt,  wie  zwischen  den  beiden  Verzweigungspunkten 
liegt.  Hinterher  weise  man  dann  noch  die  Identität  der  beiden  Flächen 
durch  Verschiebung  des  Verzweigungsschnittes  nach. 
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Aufgabe  2.    An  Aufgabe  2,  b)  von  §  4  anknüpf end,  stelle  man 
jetzt  die  Riemannschen  Flächen  für  die  Funktionen  w  her,  wo 

m;"+-^^  =  ^,  n  =  2,  3,    •., 

ist.  Dabei  entsprechen  der  reellen  Achse  der  js^-Ebene  n  durch  den 
Punkt  u;  =  0  gehende  Gerade ;  welche  gleiche  Winkel  miteinander 
bilden  und  woran  sich  übrigens  die  reelle  Achse  beteiligt,  nebst  dem 
Einheitskreise  w  =  1.  So  entspringt  eine  Zerlegung  der  t<;-Ebene 
in  4n  EreisbogendreieckC;  welche,  in  geeigneter  Weise  auf  die  Kugel 
projiziert,  zu  einer  besonders  einfachen  Gebietseinteilung  dieser  führen. 
Beschreibt  man  ihr  nämlich  eine  Doppelpyramide  ein,  deren  beide 
Spitzen  im  Nord-  und  Südpol  liegen,  während  sich  ihre  übrigen  Ecken 
im  Äquator  befinden,  und  richtet  man  es  femer  so  ein,  daß  der 
Äquator  dem  Einheitskreise  entspricht,  so  braucht  man  nur  ihre 
Flachen  (bei  gehöriger  Orientierung  der  Pyramide)  vom  Mittelpunkte 
der  Kugel  aus  auf  die  Kugelfläche  zu  projizieren,  um  die  in  Rede 
stehende  Gebietseinteilung  zu  erzielen.  Vgl.  Klein,  Ikosaeder,  die- 
jenigen Paragraphen,  wo  vom  „Dieder^'  die  Rede  ist. 

Aufgabe  3.    Man  konstruiere  die  Riemannsche  Fläche  für  die 

Funktion  w,  wo 

z  =  w  —  €  sin  w 

ist.    Dabei  soll  e  eine  reelle  positive  Zahl  sein. 


§  7.    Die  sechs  Doppelverhältnisse. 

In  der  projektiven  Geometrie  wird  gezeigt,  daß  die  sechs  Doppel- 
verhältnisse von  vier  Punkten  einer  Geraden  folgende  Werte  haben: 

wobei  A  den  Wert  irgend  eines  derselben  bedeutet.^)  Wenn  man  in 
jedem  Ausdruck  dieser  Reihe  A  durch  irgend  einen  anderen  der  sechs 
Ausdrücke,  etwa  durch  1/>1,  ersetzt,  so  geht  die  Reihe,  von  der  Auf- 
einanderfolge der  Terme  abgesehen,  in  sich  über. 

Eine  absolute  Invariante  von   vier  Punkten  einer  Geraden  wird 
erhalten,  wenn  man  eine  Funktion  von  X  bildet,  welche  obige  sechs 


1)  Man  vergleiche  Klein-Fricke,  Modul  funkt  iofien,  Bd.  1,  Kap.  1. 
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Transfonnatioiien : 

(2)  -1  =  1 -r,    ^  =  Y'    °^''' 

eämtlicli   zuUßt,  ohne   ihren  Wert  zn  ändern.    Eine  der  ein&chstea 
derartigen  Funktionen  ist  die  Invariaate  J,  wo 

(3)  J:J--l:l-4(/»-,t  +  l)':[(i+l)(2i-l)(i-2)]':27A»(l-A)» 

ist    Indem  wir  jetzt  z,  w  anstatt  J,  A   schreibet^  wird  w  durch  (4) 
als  eine  seche-wertige  Funktion  von  e  definiert: 


*  (lO'  —  tc  +  1)* 
"27w'(l  — w)^  * 


(4) 

Die  Riemannsche  Fläche  die- 
ser Funktion  wollen  wir  jetzt 
konetmieren. 

Zu  dem  Zwecke  suchen 
wir  zunächst  diejenigen  Punkte 
der  w-Ebene  zusammen,  wel- 
che der  reellen  Achse  der  z- 
Ebene  entsprechen.  Dazu  ge- 
hören vor  allem  die  Punkte 
der  reellen  Achae  der  w- 
Ebene;  femer  die  Punkte  der 
Geraden  «=  -,  wie  die  Rech- 
nung zeigt  Durch  die  Trans- 
formation 


geht  letztere  Gerade  in  den  Kreis  £,,  und  durch  die  Transformation 

w  =  1  -  w' 

geht  dieser  wieder  in  K^  über.    Beiden  Transformationen   gegenüber 
bleibt  aber  z  invariant,  also  reeU. 

Hiermit  haben  wir  also  zwei  Kreise  und  zwei  Gerade  erhalten, 
die  Bildpuukte  jener  reellen  Achse  abgeben.  Andererseits  sieht  man 
aber  der  Gleichung  (4)  direkt  an,  daß  sämtliche  Bildpunkte  reeller  z 
nur  eine  a^ebraische  Kurve  sechster  Ordnung  in  der  ui-Ebene  aus- 
machen. Infolgedessen  haben  wir  die  gesuchten  Punkte  bereits  alle 
erhalten. 

OigoDd,  FuuktloiunibMda.  I.  I.  Aufl.  35 
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Durch  diese  KuireD  wird  die  tr-Ebene  is  zwölf  Ereisdreiecke 
zerlegt;  deren  Ecken  aaBgezeichnete  Punkte  sind  nnd  den  Wertem 
5  —  0;  1;  <x>  entsprecheD.  Im  übrigen  sind  die  angezeichneten  Punkte 
hiermit  erschöpft^  so  daß  also  dzjdw  insbesondere  in  allen  anderen 
Punkten  der  genannten  Karren  einen  endlichen,  von  Null  Terschiedenen 
Wert  hat 

Eüermit  sind  wir  im  Besitze  alles  Materials,  um  nachzuweisen, 
daß  jedes  der  zwölf  Kreisdreiecke  ein-eindeutig  und  konform  auf  die 
Z'Halbebenen ;  unter  stetigem  Anschluß  am  Rande,  abbilden  laßt. 
Fangen  wir  etwa  mit  dem  Dreiecke  I*^  an.    Nach  (3)  ist 

.  _  1  _  [(ti;  +  l)(2ir~l)(tc-2)]« 

27  IC*  (!—«•)" 

Beschreibt  w  also,  Yom  Punkte  w  =^  \  ausgehend,  die  Strecke  {^^  1) 
der  reellen  Achse,  so  wird  xr  —  1  >  0,  und  daher  rückt  z,  vom  Punkte 
j?  >->  1  ausgehend,  sicher  zunächst  nach  rechts.  Da  aber  dzjdtc  in 
diesem  Intervalle  reell,  stetig,  und  von  Null  verschieden  ist,  so  muß 
dzjdw  dort  ausnahmslos  positiv  sein.  Daher  bewegt  sich  z  monoton 
nach  rechts,  wenn  w  gegen  den  Punkt  tc  ^\  fortrückt,  woraus  man 
denn  erkennt,  daß  die  Strecke  y  ^  u  <  1  ein-eindeutig  und  stetig  auf 
den  Halbstrahl  1  ^  a:  <  oo  abgebildet  wird. 

Da  fernerhin  m?  =  l  ein  einfacher  ausgezeichneter  Punkt  ist,  so 
wird  derjenige  Teil  der  Umgebung  von  w  =  1,  welcher  oberhalb  der 
reellen  Achse  und  zugleich  innerhalb  des  Kreises  K^  gelegen  ist,  auf 
ein  Stück  einer  oberen  r- Halbebene  abgebildet,  welches  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  z  =  oo  liegt.  Hieraus  erkennt  man  zunächst, 
daß  ein  kleiner  Bogen  von  K^,  welcher  in  der  oberen  Halbebene 
liegt  und  an  «<;  =  1  heranreicht,  ein-eindeutig  und  stetig  auf  ein  ins 
Unendliche  sich  erstreckendes  Stück  der  negativen  reellen  Achse  der 
;?-Ebene  abgebildet  wird.  Dazu  tritt  noch  der  Umstand,  daß  dzjdw 
längs  der  ganzen  Dreiecksseite  stetig  und  von  NuU  verschieden  ist. 
Infolgedessen  rückt  z  fortwährend  auf  der  negativen  reellen  Achse 
der  ^-Ebene  nach  rechts,  wenn  w  jene  Dreiecksseite  nach  oben  hin 
beschreibt,  um  schließlich  im  Punkte  ^  =  0  anzulangen,  wenn  w  den 
Punkt  J  +  2^y3  erreicht. 

Jetzt  stellt  man  eine  ähnliche  Überlegung,  wie  vorhin,  bzgl.  des 
ausgezeichneten  Punktes  w  =  \  +  \iy^  an,  und  gelangt  so  zum  Er- 
gebnisse, daß,  wenn  w,  von  diesem  Punkte  ausgehend,  die  Gerade 
w  =-  Y  nach  unten  hin  bis  zur  reellen  Achse  beschreibt,  z  dann,  vom 
Punkte  £?  =  0  ausgehend,  die  Strecke  0  ^  a;  ^  1  monoton  durchläuft. 
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Fügt  man  zum  Vorhergehenden  noch  hinzu,  daß  z  zunächst  in 
die  obere  Halbebene  hineinrückt,  wenn  w  das  Innere  des  Dreiecks  I"*" 
betritt^  so  ist  klar,  daß  die  Bildpunkte  des  ganzen  Innern  dieses  Drei- 
ecks in  jener  Halbebene  liegen. 

Hiermit  sind  nun  alle  Bedingungen  des  letzten  Satzes  von  §  5 
erfüllt,  und  daher  wird  das  Kreisdreieck  I*^  auf  die  obere  Halbebene 
ein-eindeutig  und  konform  bezogen. 

Das  soeben  besprochene  Beispiel  ist  typisch  für  eine  wichtige 
Funktionsklasse,  die  sogenannten  DreiecksfunMionen,  welche  zuerst  von 
Schwarz  und  Klein  untersucht  sind.  Diese  subsumieren  sich  wieder 
unter  die  allgemeinere  Klasse  automorpher  Funktionen,  wovon  später 
die  Rede  sein  wird.  Man  vergleiche  insbesondere  wegen  weiterer 
Einteilungen  der  Ebene  in  eine  endliche  Anzahl  von  Kreisbogendreiecken 
Klein,  Ikosaeder,  Kap.  2,  3;  sowie  Forsyth,  Theory  of  Fu/nctions, 
Kap.  20. 

Die  in  §§  4,  6,  7  dargelegte  Methode  zur  Konstruktion  der  Rie- 
mannschen  Fläche  einer  Funktion  tv  von  z,  wo 

z  =  f{w) 

und  f{w)  eine  eindeutige  Funktion  ist,  rührt  von  Klein  her,  welcher 
sie  zuerst  bei  der  Behandlung  der  regulären  Körper  im  Anschluß  an 
Schwarz  angewandt  hat  und  sie  später  in  der  Leipziger  Vorlesung 
vom  Jahre  1881/2  noch  an  anderen  Beispielen  erläuterte.  Im  übrigen 
sei  auf  eine  hierher  gehörige  Arbeit  von  C.  L.  Bouton,  AnnoHs  of 
Mathematics,  Bd.  12  (1898)  S.  1  verwiesen,  wo  sich  auch  eine  große 
Anzahl  von  Beispielen  findet. 


§  8.    Über  die  Abbildung  eines  Zweiges  der  Fonkticn  ti;  »  / 


X 

zdz 


Wir  wollen  doch  noch  kurz  andeuten,  wie  man  zuweilen  in 
komplizierteren  Fällen,  wo  die  fertige  Riemannsche  Fläche  in  ihrer 
Gesamtheit  nicht  leicht  zu  überblicken  ist,  zu  Werke  gehen  kann,  um 
sich  über  den  Verlauf  eines  Zweiges  der  Funktion  Rechenschaft  zu 
geben  und  somit  sich  wenigstens  einige  Einsicht  in  die  Zusammen- 
setzung der  Fläche  zu  verschaffen. 

Betrachten  wir  vorab  allgemein  das  Integral  einer  rationalen 
Funktion: 

fR{z)dz, 

25* 


■od  wtua  dabei 

wo  O^x)  ein  Polrnom  und  ^(/)  nur  Tendiwindeiide  BesidüHi  kal, 
fo  lielam  das  ente  und  djw  letzte  Glied  reekter  Hand  euMkatige 
Beitiige  zum  Integral,  wahrend  das  zweite  Olied  Unendlick-Ykldeatig- 
keit  herramift  Wir  wollen  ein  derartiges  Bdspiel  niher  behandeln, 
nnd  zwar  sei^' 


_   3 


Hier  i.«4 

Andererseits  hat  die  Fonktion  fr,  wegen  der  Gleichung 

dw  z 

dz  ^  z*  —  i 

einen  merkwürdigen  Punkt  erster  Ordnung  in  r  »  0.  Endlich  verhält 
sich  jeder  Zweig  yon  w  im  Punkte  j?  =  (x>  eindeutig  und  analytisch, 
Y^L  Kap.  1,  §  i),  Aufgabe  6.  Demnach  liegen  die  Yerzweigui^spunkte 
von  IC  in  r=  1,  o,  co*.  Diese  Punkte  wollen  wir  nun  mit  £  =  0 
durch  Gerade  verbinden  und  die  Ebene  dann  längs  letzterer  Linien 
aufschneiden.  In  dem  hiermit  erhaltenen  Bereiche  gruppieren  sich  die 
verschiedenen  Bestimmungen  von  tc  zu  eindeutigen  analytischen  Funk- 
tionen. Untersuchen  wir  die  Abbildung  desselben  auf  die  u^-Ebene, 
welche  einem  Zweige  von  w  entspricht. 

Indem  wir  z  vom  Punkte  z  =  0  ausgehen  und  längs  der  positiven 
reellen  Achse  gegen  1  hin  rQcken  lassen,  bewegt  sich  w  auf  der  nega- 
tiven reellen  Achse  auf  den  Punkt  u;  =  oo  zu.  Beschreibt  z  nun  einen 
kleinen  Kreis  um  jsr  =  1  in  positivem  Sinne,  so  rückt  w  längs  einer 
Parallelen  zur  imaginären  Achse  in  die  positive  Halbebene  imd  legt 
dabei  eine  Strecke  von  der  Länge  2;r/3  zurück.  Wenn  z  jetzt  seinen 
Weg  weiter  fortsetzt  und  also  längs  der  vorhin  beschriebenen  Strecke 
nach  dem  Punkte  z  =  0  wieder  zurückkehrt,  so  rückt  tv  längs  einer 
Parallelen  zur  ursprünglichen  Bahn  und  gelangt  somit  wieder  an  die 
imaginäre  Achse. 

1)  K!ein,  Leipziger  Vorlesung,  188162. 
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Der  Leser  wird  jetzt  ohne  Mühe  die  Abbildung  der  weiteren 
umwerte  verfolgen  können.  Das  Endresultat  deutet  beistehende  Figur 
an.  Durch  die  Funktion  w  wird  daher  nach  den  Entwicklungen  von 
§  5  der  in  Rede  stehende  Bereich  der  jer-Ebene  ein-eindeutig  und  kon- 
form auf  das  aus  den  drei  unendlichen  Streifen  der  ti;-Ebene  be- 
stehende Gebiet  bezogen« 

Die  anderen  Zweige  der  Funktion  hängen  in  einfacher  Weise  mit 


/-. 


tl'-O 


Fig.  90. 

diesem  zusammen.    Wenn  nämlich  z  einen  Verzweigungsschnitt  über- 
schreitet, 80  wächst  dabei  w  um 

±|(D*2;rt,  *=  1,  2,  3. 

Hieraus  erkennt  man,  wie  sich  die  Riemannsche  Fläche  zusammen- 
setzt. Den  Leser  bitten  wir  darum,  ein  Modell  des  in  der  U7-Ebene  er- 
haltenen Gebiets  in  drei  Exemplaren  aus  Papier  zu  schneiden  und 
diese  Stücke  dann  so  zusammenzufügen  (vgl.  §  4,  Fig.  83),  wie  ins- 
besondere durch  die  Abbildung  der  schlichten  Umgebung  des  merk- 
würdigen Punktes  z  ^  0  auf  die  zweiblättrige  Umgebung  von  w  =  0 
verlangt  wird.  Hierdurch  entsteht  ein  Teil  einer  Riemannschen  Fläche, 
welcher  einen  Verzweigungspunkt  erster  Ordnung  im  Punkte  w  =  0 
birgt,  an  weitere,  in  den  Ecken  des  Randes  befindliche  derartige  Ver- 
zweigungspunkte heranreicht,  und  übrigens  besonders  geeignet  ist, 
das  erste  Glied  der  im  Entstehen  begriffenen  Riemannschen  Fläche 
für  z,  als  Funktion  von  w  betrachtet,  zu  bilden.  Denkt  man  sich 
nämlich  diese  Teilfläche  in  beliebig  vielen  Exemplaren  hergestellt  und 
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gliedert  man  diese  dann  sukzessive  an  die  &eiea  Ränder  eines  hier- 
durch fortwährend  waehsendea  Eems,  so  bekommt  man  damit,  wenn 
nicht  eine  deaÜiche  Vorstellung  der  vollständigen  Fläche,  so  doch 
«nen  klaren  Einblick  in  die  Art  und  Weise,  wie  sich  diese  Fläche 
znsammeneetzt.  In  diesem  Falle  bildet  die  Projektion  der  Terzweigunga- 
punkte  der  Fläche  auf  die  achlichte  Ebene  zwar  eine  unendliche,  aber 
keine  Überall  dichte  Punktmenge. 

Aufgabe.    Man  unterauche  auf  ähnliche  Weise  die  Abbildang 
eines  Zweiges  der  Funktion 


§  9.    Lineare  Tranaformationen  einer  RiemanoMlieii  Fläche. 

An«  einer  gegebeuen  Riemannscben  Fläche  kann  man  durch  li- 
neare Transformation  neue  Flächen  erhalten.  So  könnte  man  bei- 
spielsweise die  positiven  Halbebenen  der  Fläche  von  §  4  auf  das 
Innere  des  mehrfach  überdeckten  Kreises  1^1  =  2  abbilden,  indem 
man  etwa 

.  e'  — 8        .1  —  i 


setzt.  Hierdurch  kommen  die  Yerzweigungspunkte  in  den  Punkten 
/  ^  —  2,  2,  2t  zu  liegen.  In  den  beiden  ersten  lüngen  je  zwei,  im 
dritten  aber  alle  drei  Blätter  zuHammen.  Der  Punkt  oo  ist  jetzt  ein 
gewöhnlicher  Punkt  für  jedes  Blatt. 

Andererseits  kann  man  auch  die  u-Ebene  einer  linearen  Trans- 
formation unterwerfen.    Sei  z.  B. 


%  9.  Lineare  TranaformatioDeii  einer  RienaDnacheo  Fläche. 


Bo  entspringt  die   in   der  Figur  angegebene  Gebietseinteünng  der  w'- 
Ebene. 

Vermöge  einer  linearen  Traneformation  einer  KiemannBOben  Fläche 
kann  man  zuweilen  eine  zu  konstruierende  Fläche  auf  eine  baieita 
bekannte  zurückführen.    Nehmen  wir  etwa: 

aw*  +  bw  -\-  c  =-  e ,  a-\-0. 

Diese  Gleichung  läßt  sich  auf  die  Form  bringen: 

a{w  —  a)*  =  «  —  jS, 
wo 

6  a       *ac  — 6" 

"'-ti'       ^ ü    - 

ist.    Setzt  mau  noch 

w'  =  ya(w  —  a),    e'=  e  —  ß, 

8o  erhält  man  die  Gleichung 

w''  =-=  /, 

deren  Riemannscbe  Fläche  bereits  in  §  2  untersucht  ist    Das  Resultat 


ist  in  Figur  92  angedeutet.  Dabei  hängen  die  beiden  Blätter  der 
«Fläche  in  den  Verzweigungsptmkten  g  =  ß,  oo  zusammen.  Den  Ver- 
zweigungsscbnitt  haben  wir  in  die  der  reellen  Achse  parallele  Gerade 
gelegt. 

In  ähnlicher  Weise  kann  mau  die  Riemannscbe  FUche  ftir  die 
Funktion  arc  tan  z  aus  derjenigen  für  log  0  ableiten.    Da  nämlich 


392  n,  8.  Mehrdeutige  FonküoDen  nnd  Riemannsche  Fl&chen. 

*  *  I 

w  =  arc  tan  g  =  ~  loff  Vi— 

2         ®  t  —  M 

ist,  so  braucht  man  nur  in  der  Gleichung 

w'  =  log  / 

t  '  t  —  e 

zu  setzen  und  die  hierdurch  bewirkte  Transformation  der  «;'-Ebene 
sowie  der  jßr'-Flache  zu  verfolgen. 

Aufgabe.    Man  zeige,  daß  die  Gleichung 

aw^  +  bw^  +  cw  +  d  =^  ß,  ä  +  0, 

mittels  ganzer  linearer  Transformationen  von  w  und  g  auf  die  in  §  4 

behandelte  Form: 

«?'  —  3t(;  =  jgr 
gebracht  werden  kann. 

Neue  Entstehungsweise  für  die  Ix>g(mthmusfläche,^)  Eine  mög- 
liche Definition  der  Funktion  e^  resp.  ein  unendlicher  Prozeß,  wo- 
durch diese  Funktion  geliefert  wird,  ist,  wie  folgt: 

lim(H-^Y,  n=l,2,.... 

Daß  diese  Yariabele 

».w  -  (1 + -:)" 

in  einem  beliebigen  endlichen  Bereiche  S  der  tt-Ebene  gleichmäßig 
konvergiert,  ist  nicht  schwer  zu  erkennen.*)  Erforschen  wir  die  durch 
die  Gleichung 

definierte  Abbildung  von  S.    Durch  Einführung  einer  neuen  Variabein 

'     n 


1)  Klein,  Leipeiger  Vorlesung  1881/82. 

2)  Man  könnte  etwa  8f^(w)  in  der  Fonn  anschreiben: 

und  dann  zeigen,  daß  sich  diese  Funktion  dem  Grenzwerte 

1  4-  IV  -A .J-... 

~      ^  2!~  8!^ 

gleichmäßig  nähert. 


,  Lineare  Tiansforrnfttionen  einer  Riemanniclien  Fläche. 


geht  diese  Gleichung  in 


über,  woffir  die  Abbildung  bereits  in  §  2  untersucht  ist.  Wenn  wir 
also  jetzt  zur  nreprUnglichen  Voriabelen  w  zurQckkehren,  so  erhalten 
wir  die  in  Fig.  93  angedeutete  Abbildung.  Die  in  Anwendung  ge- 
brachte lineare  Transformation  bewirkt  nämlich  zunächst  eine  Deh- 
nung der  w'-Ebene:  w^  =  ntc',  worauf  dann  eine  ParallelTerschiebung: 
IC  =  M),  —  «  folgt.  In  der  transformierten  Figur  trifft  der  obere  Rand 
des  an  die  reelle  Achse  stoßenden  schraffierten  Bereiches  die  imaginäre 
Achse  im  Punkte 


Flg.  m. 

Bei  wachsendem  n  strebt  dieser  Punkt  dem  Punkte  xi  zu.  Hieraus 
erkennt  man,  daß  die  schraffierten  und  die  nicht  schraf&erten  Gebiete, 
welche  den  Bereich  S  durchsetzen,  Parallelstreifen  von  der  Breite  sc 
immer  noch  mehr  zustreben.  Andererseits  vermehrt  sich  dabei  unbe- 
grenzt die  Anzahl  der  BUtter  der  z-Fläche,  welche  alle  in  den  Punkten 
ü  =  0,  oo  im  Zyklus  zusammenhängen.  Das  Abbild  von  S  erweist 
sich  hiermit  als  ein  Bereich  S  dieser  Fläche,  welcher  sich  bei  wach- 
sendem n  einem  Grenzbereiche  £  gleichmäßig  nähert.  Da  nun  S  von 
vornherein  beliebig  groß  genommen  werden  durfte,  vorausgesetzt  nur, 
daß  es  sich  nicht  ins  Unendliche  erstreckt,  so  erhält  man  in  der 
Grenze  die  Abbildung  der  Parallelstreifen  der  w-Ebene  auf  die  unend- 
lich vielblättrige  .j-Fläche,  wie  sie  uns  schon  von  §  1  her  bekannt 
ist.  Wie  man  sieht,  liegen  in  der  Annähemngsabbildung  s^{w)  =  8 
die  Punkte  der  ir-Ebene,  welche  alle  zum  selben  Werte  z  führen,  auf 
einem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkte  w  =  —  n  und  zwar  bilden  sie  die 
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Ecken  eines  regulären  n-Ecks.  In  der  Grenzfigur  gehen  dann  diese 
Punkte  in  Punkte  über,  welche  nm  gonzzahtige  Vielfache  von  2x1 
auseinander  liegen. 

Analoges  für  are  cos  £  und  arc  sin  z.    Anknüpfend  an  die  Gebiets- 
einteilung für  Funktionen  des  DoppelpyraniideDtypnB,  §  6,  Aufgabe  2: 


wollen  wir  die  w'-Ebene  zunächst  einer  FaraUelTerscbiebung  unter- 
werfen, wodurch  der  Punkt  «/ =  \  in  den  Nullpunkt  übei^eführt 
wird,  nm  die  Ebene  alsdann  nm  den  Nullpunkt  durch  den  Winkel 
—  n/2  zu  drehen  und  zugleich  eine  Dehnung  ron  diesem  Punkte  au» 
mit  dem  Ahnlichkeitaverhältnisse  n  TOrzunehmen.  Das  drückt  sich 
alles  durch  die  Formeln  aus: 

w  —  —  ni{w'~  1),     M>'=  1  +"". 

Hierdurch  erhält  man  einerseits  vermöge  des  Grenzdbei^angs  »  =  00: 

lim  [(1  +  -")"  -f-  (1  +  v)~"]  =  e"'  +  e-"  =  2  cos  «j  -  2z, 

wobei  noch  e  ~  e'/2   eingefQhrt  ist.     Andererseits   stellt  sich  in  der 


Grenze  eine  Einteilung  der  ic-Ebene  in  Farallelstreifen  ein,  wie  in 
beistehender  Figur  angezeigt  ist,  während  die  Blätter  der  «-Fläche 
in  den  Punkten  z—  1,  —  1  zu  zweien,  im  Punkte  ^  =  c»  allesamt 
zusammenh  an  ge  n . 

Da  endlich  sin  w'  ^  cos  (tc'—     \  ist,  so  erhält  man  die  konforme 

Abbildung  für  diese  Funktion  vermöge  einer  Parallelverschiebung  der 
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«^-Ebener 

wodurch  der  Punkt  w  =^  —  7t/2  nach  dem  Anfang  gebracht  wird. 

Aufgabe.  Man  transformiere  die  Doppelpjramidengebietseintei- 
lung  der  w-Ebene  so,  daß  die  beiden  Pole  bzw.  in  den  Punkten 
w  ^  2ni,  —  2ni  zu  liegen  kommen,  und  verfüge  alsdann  über  eine 
weitere  Ecke  so,  daß  beim  Orenzübergange  n  =  oo  einmal  cos  tr, 
zweitens  sin  w  herauskommt. 

Direkte  Beliandlung  von  sin  w.  Wir  können  die  durch  die  Funktion 

sin  m;  =  jer 

definierte  Abbildung  auch  auf  rechnerischem  Wege  sofort  bestimmen. 

Aus 

sin  (m  +  vi)  =  sin  u  cos  vi  +  cos  u  sin  vi 


folgt: 


—  sm  u  — ^ —    +  cos  u  — jr- —  ^  X  +  yt 


a;  =  sin  M  ch  v ,       y  =  cos  w  sh  v , 
und  hieraus  femer: 

_^  j_  _y!_  =  1  ^*    _    y*    ^  i 

ch'r       8h*i'  '  sin'u        cob'u 

An  der  Hand  dieser  Formeln  ist  es  leicht,  die  Abbildung  des 
Halbstreifens 

-|^"^|-,        O^v 

ZU  verfolgen.  Die  Gerade  v  =  Vq>  0  wird  hierdurch  in  eine  Halb- 
eUipse  der  oberen  Halbebene  mit  den  Brennpunkten  jer  =  1,  —  1  ver- 
wandelt, während  die  Gerade  w  =  w^  in  die  obere  Hälfte  eines  Hyperbel- 
astes mit  den  gleichen  Brennpunkten  übergeht.  Durch  diese  beiden 
Scharen  konfokaler  Ellipsen  und  Hyperbeln  wird  somit  die  positive 
Hälfte  der  ^-Ebene  ein-eindeutig  und  konform  auf  jenen  Halbstreifen 
bezogen. 

In  ähnlicher  Weise  wird  [auch  die  negative  Hälfte  der  Ebene 
auf  die  negative  Hälfte  des  Streifens  abgebildet.  Und  nun  entspricht 
jedem  anstoßenden  Halbstreifen  ein  oberes  oder  ein  unteres  Halbblatt, 
welches  der  im  Entstehen  begriffenen  Biemwnnschen  Fläche  längs  des 
gehörigen    Teils    der    reellen    Achse    anzogUedem    ist.     Die    Punkte 
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<«;  a  (n  +  i)  ^  erweisen  sicli  dabei  als  ausgezeichnete  Punkte  (§  2)^ 
denen  die  Punkte  Jß?  =  1 ,  —  1  als  Verzweigungspunkte  erster  Ordnung 
zugeordnet  sind. 

Die  hyperbolischen  Funktionen.    Aus  den  Definitionen  der  hyper- 
bolischen Funktionen: 

sh  M?  = •—  —  i  sin  iw , 


.10     I     ^—w 


ch  m;  =  — ^ =  cos  iw ,     usw., 

erhellt  sofort,  daß  man  die  zugehörigen  konformen  Abbildungen  aus 
denjenigen  für  sin  w,  cos  Wy  usw.  mittels  Drehung  der  resp.  Ebenen 
um  den  Punkt  w?  —  0  durch  einen  rechten  Winkel  gewinnt. 

Aufgabe.    Man  konstruiere  die  Riemannschen  Flächen  für  die 
Funktionen: 

a)  tv  =  -e*; 

b)  m;  =  ^+". 


§  10.    Ein  Satz,  betreffend  eine  ausgedehnte  Klasse  mehrdeutiger 

Funktionen. 

Im  Anschlüsse  an  die  Entwicklungen  von  Kap.  5,  §  10,  Ende 
kann  man  folgenden  Satz  nussprechen. 

Satz.  Jedem  inneren  Punkte  eines  einfach  zusammenhängenden 
Bereichs  T  der  erweiterten  Ebene  mögen  mehrere  Werte  f{s)  zugeordnet 
werden.  Im  Falle  die  Anzahl  der  Werte  nicht  endlich  ist,  soU  sie  je- 
doch abzahlbar  sein.  Diese  Werte  sollen  ferner  so  beschaffen  sein,  daß 
jedem  inneren  Punkte  von  T  eine  bestimmte  Umgebung  entspricht,  in 
welclier  sich  der  ganze  Vorrat  der  Funktionswerte  zu  einer  Beihe  ein- 
deutiger analytischer  Funktionen  zusammenfassen  läßt.  Dann  können 
besagte  Werte  auch  im  Großen,  also  im  ganzen  Bereiche  T,  zu  ein- 
deutigen Funktionell  /i  (z),  f^{z), , , ,  zusammengefaßt  werden,  deren  jede 
sieh  in  T  analytisch  verhält  und  deren  Gesamtheit  die  Werte  f{z)  ge- 
rade erschöpft. 

Enthält  der  Bereich  T  den  Punkt  oo  im  Innern,  ohne  aus  der 
ganzen  Ebene  zu  bestehen,  so  wird  man  vor  allem  durch  eine  lineare 
Transformation  bewirken,  daß  der  Punkt  oo  zu  einem  äußern  oder 
höchstens  zu  einem  Randpunkt  wird. 
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Sei  T'  ein  endlicher  einfach  zusammenhängender,  von  einer  ein- 
fachen regulären  Kurve  begrenzter  Bereich,  welcher  nehst  seinem  Bande 
ganz  innerhalb  T  liegt.  Dann  zeigt  man  nach  dem  gewöhnlichen  Ver- 
fahren, daß  es  eine  feste  positive  Zahl  h  gibt,  derart  daß,  in  der  Um- 
gebung \z  —  z^\<h  eines  beliebigen  Punktes  e^  von  T\  sich  der 
ganze  Vorrat  der  Funktionswerte  zu  einer  Reihe  eindeutiger  analy- 
tischer Funktionen  zusammenfassen  läßt. 

Im  Bereiche  T'  wollen  wir  jetzt  nach  dem  Satze  vom  Kap.  5, 
§  10  die  Kette  von  Bereichen  S^,  S^y  .  .  .,  Sjv=  T'  konstruieren,  wo- 
bei der  größte  Durchmesser  des  jeweils  hinzutretenden  Bereichs  6 
kleiner  als  h  ausfallen  möge.  Dann  gilt  der  Satz,  um  dessen  Beweis 
es  sich  handelt,  sicher  für  S^.  Gilt  er  femer  für  S^,  so  gilt  er  auch 
für  Sj^j^^.  In  der  Tat  sei  z^  ein  Punkt  der  gemeinsamen  Begrenzung 
von  S^  und  dem  den  Übergang  von  5^  zu  S^^+i  vermittelnden  Be- 
reich a.  Dann  lassen  sich  die  Werte  von  f{z)  im  Bereiche  1 5  — jer^  |  <  A 
nach  dem  Vorhergehenden  zu  daselbst  eindeutigen  analytischen  Funk- 
tionen zusammenfassen,  welche  nun  einerseits  resp.  mit  den  bereits  in  8j^ 
vorhandenen  Funktionen  in  den  gemeinsamen  Punkten  ihrer  Definitions- 
bereiche übereinstimmen,  wie  sogleich  nachgewiesen  werden  soll,  an- 
dererseits aber  diese  über  besagten  Bereich  6  hin  analytisch  fortsetzen. 

Hiermit  ist  der  Satz  zunächst  für  den  Bereich  T'  dargetan.  Nach 
dem  Zusätze  von  Kap.  5,  §  10  kann  aber  T  in  eine  Reihe  von 
Teilbereichen  T^,  T^,  .  .  .je  von  der  Beschaffenheit  des  Bereiches  T' 
entwickelt  werden,  woraus  denn  die  nötige  Erf^zung  des  Beweises 
sich  sofort  ergibt.  Der  Fall  der  erweiterten  Ebene  wird  ähnlich  be- 
handelt, indem  man  die  Umgebung  |  ^er  |  >  G  des  Punktes  oo  vorweg- 
nimmt und  dann  als  Bereich  T'  das  Gebiet  \z\>  G'  >  G  wählt. 

Es  erübrigt  nur  noch,  den  folgenden  Satz  zu  begründen.    Sind 

ztvei  endliche  resp.  abzahlbare  Mengen  im  Innern  und  auf  der  Begren- 
zung eines  regulären  Bereichs  Ä  analytischer  Funktionen,  und  liefert  die 
erste  Menge  geyiaxi  denselben  Wertvorrat  in  St  une  die  zweite,  so  ist  jede 
Funktion  f.{z)  mit  einer  Funktion  (pj(z)  identisch,  und  umgekehrt. 

Zum  Beweise  genügt  es  offenbar  zu  zeigen,  daß  /^  (z)  in  der 
Reihe  der  (p  wirklich  vorkommt.  Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  könnte 
/i  (z)  im  Bereiche  Ä  nach  S.  319,  320  mit  (p^  (z)  nur  in  einer  endlichen, 
von  i  abhängigen  Anzahl  von  Punkten  übereinstimmen.  Demnach 
gäbe   es   im   Ganzen    nur   eine   abzählbare   Menge    von   Punkten   des 
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Bereichs  fi,  in  denen  /i  {z)  mit  Werten  ans  der  Reihe  der  q>  überein- 
stimmte. Da  nnn  aber  das  Eontinnnm  nach  Kap.  5,  §  11  nicht-ab- 
zahlbar ist,  so  muß  ein  Punkt  von  ^,  vorhanden  sein,  der  nicht  zur 
letzteren  Menge  gehört,  und  hiermit  sind  wir  zu  einem  Widerspruch 
gef&hrt.  —  Als  Bereich  ^  nehme  man  einen  gemeinsamen  Teil  von 
Sj^  und  dem  Kreise  \z  —  Zq\^}i  <,  h. 

§  11.    Die  Biemannsche  Fläche  für  die  Umkehrung  einer 

allgemeinen  rationalen  Funktion. 

Wir  haben  eine  Reihe  von  Riemannschen  Flachen  konstruiert, 
wobei  es  sich  meist  um  die  Umkehrung  einer  eindeutigen  Funktion 
gehandelt  hat.  Betrachten  wir  nun  noch  den  allgemeinen  Fall  einer 
rationalen  Funktion.    Sei 

wo  g>{w)  und  tl;(w)  teilerfremde  Polynome  sind.  Vorläufig  möge  der 
Grad  m  von  <p  (w)  größer  als  derjenige  n  von  ^  {w)  sein.  Einem  be- 
liebigen Werte  von  z  werden  dann  im  allgemeinen  m  verschiedene 
Werte  von  tv  entsprechen,  welche  durch  die  algebraische  Gleichung 

(2)  <p(w)-ßt(w)  =  0 

bestimmt  werden.  Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  gleich- 
zeitig auch  der  zweiten  Gleichimg: 

^[q>{tv)  -  ztpiw)]  =  q>\w)-zt\t<^)  -  0, 
Genüge  geleistet  wird.    Dazu  ist  notwendig,  daß 

(3)  ^,    ^^l^^cpV^'-c^p^^^O 

i9    t  i 

sei.  Diese  Bedingung  reicht  aber  auch  hin,  sofern  der  betrefiFende 
Wert  von  w  die  Funktion  ^  (w)  nicht  zum  Verschwinden  bringt,  um 
einen  Wert  von  z  zu  bestimmen,  wofür  die  Gleichung  (2)  eine  mehr- 
&che  Wurzel  hat.  Nun  decken  sich  die  zulässigen  Werte  von  w  an- 
dererseits gerade  mit  denjenigen  Werten,  wofür 

dz        il)(p'  —  '^'cp 
dw  ij}* 

verschwindet,  darum  geben  sie  ausgezeichnete  Punkte  der  «t-Ebene 
ab.    Die  zugehörigen  Punkte   der  j?-Ebene,  g^,  .  .  .,  g^,  zeichnen  wir 
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deshalb  auf  und  verbinden  sie  durch  eine  einfache  Kurve  Q.,  welche 
wir  noch  nach  dem  Punkte  ^er  =  c»  fortsetzen.  Jedem  Punkte  B^ 
welcher  nur  mit  keinem  Punkte  1^  zusammenfällt,  werden  dann  m 
verschiedene  Werte  von  w  entsprechen,  welche  sich  in  der  Umgebung^ 
eines  beliebigen  Punktes 
^0  + 1,  zu  m  in  Zq  analyti- 
schen Funktionen  vereinigen 
lassen,  derart,  daß  die  den 
Punkten  dieser  Umgebung 
durch  (1)  zugeordneten  Werte  Pig.  95. 

gerade  erschöpft  werden. 

Über  der  ;e:-Ebene  sollen  jetzt  m  Blätter  ausgebreitet  und  je  läng» 
der  Kurve  (5  aufgeschnitten  werden.  Dann  werden  wir  zeigen,  daß 
diese  Blätter  längs  der  verschiedenen  Bogen  von  S  so  zusammen- 
gefügt werden  können,  daß  eine  Riemannsche  Fläche  zustande  kommt, 
auf  welcher  die  der  Funktion  z  =  R{w)  entsprechende  Umkehrfunk- 
tion w  =  f(z)  eindeutig  und  stetig  verläuft.  In  der  Tat  sei  T  der 
Bereich,  welcher  entsteht,  wenn  man  die  einfache  ;2f-Ebene  längs  S 
aufschneidet.  Dann  lassen  sich  die  den  Punkten  von  T  durch  (1) 
zugeordneten  m  Werte  nach  dem  Satze  von  §  10  zu  w  in  T  ein- 
deutigen analytischen  Funktionen  zusammenfassen  und  somit  auf  jenen. 
m  aufgeschnittenen  Blättern  eindeutig  und  stetig  ausbreiten. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  die  m  Blätter  längs  der  verschiedenen 
Strecken  von  S  zusammenzufügen.  Behufs  dessen  woDen  wir  diese 
Blätter  numerieren:  i,  ii,  .  .  .,  und  zugleich  auch  die  beiden  Ufer  des 
Schnittes  (S  als  das  positive  und  das  negative  unterscheiden.  Fassen 
wir  dann  den  ersten  Bogen  von  S:  (Sj,  |j)  ins  Auge  und  betrachten 
wir  die  dem  positiven  Ufer  von  i  entsprechenden  Funktionswerte^ 
Diese  stimmen  mit  den  dem  negativen  Ufer  desselben  resp.  eines 
zweiten  Blattes  entsprechenden  Funktionswerten  überein.  Man  kann 
nämlich  den  genannten  Bogen  mit  einem  einfach  zusammenhängenden 
Bereiche  %  umgeben^),  welcher  keine  weiteren  Punkte  von  S  umfaßt,, 
imd  dann  die  den  Punkten  von  %  gehörigen  Werte  w  nach  dem  Satze 
des  vorhergehenden  Paragraphen  zu  m  in  X  analytischen  Funktionen 
zusammenfassen.  Eine  dieser  Funktionen  wird  in  dem  gemeinsamen^ 
am  positiven  Ufer  gelegenen  Teile  von  %  und  dem  Blatte  i  mit  der 
jenem  Blatte  zugeordneten  Funktion  übereinstimmen,  während  sie  im 
übrigen  Teile   von  %  mit  der  demselben  bzw.   einem   anderen  Blatte 


1)  Die  hierzu  nötige  Arithmetisierung  findet  sich  in  Kap.  5,  §  6. 
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«ntsprechenden  Funktion  zusammenföUt.  Auf  diese  Weise  wird  die  Ver- 
bindung zwischen  allen  Blättern  für  diesen  Bogen  von  6  hergestellt. 
Wiederholt  man  den  Prozeß  an  jedem  weiteren  Bogen  von  (S;  so  erhalt 
man  schließlich  die  in  Aussicht  genommene  Biemannsche  Fläche.  Was 
die  Punkte  eines  Yerzweigungsschnitts  anbetrifiEt,  so  zählt  man  sie 
gewöhnlich  alle  zu  ein  und  demselben  der  beiden  zusammenstoßenden 
Blätter,  —  zu  welchem  ist  ja  gleichgültig. 

Wir  haben  vorausgesetzt,  daß  m>  n  sei.  Der  Fall  m  ^n  läßt 
sich  durch  eine  lineare  Transformation  sowohl  von  w  als  von  z  auf 
den  soeben  besprochenen  zurückführen. 

Aufgabe.  Man  zeige,  daß  der  Punkt  w  ^  oo  ein  ausgezeichneter 
Punkt  ist,  wenn  n  <  m  —  1  oder  n  >  m  +  1  ist. 

Wie  lautet  die  Bedingung,  wenn  n  =  w  ist? 


§  12.    Die  Biemannsohe  Fläche  für  eine  allgemeine  algebraische 

Funktion. 

Die  spezielle  Erlasse  algebraischer  Funktionen,  die  wir  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  behandelt  haben,  zeichnet  sich  dadurch  aus, 
daß  die  Existenz  und  analytische  Eigenschaft  der  mehrdeutigen  Funk- 
tion, deren  Riemannsche  Fläche  konstruiert  werden  sollte,  mittels  des 
Theorems  von  Kap.  6,  §  7  in  einfachster  Weise  erschlossen  werden 
konnte.  Hat  man  einmal  die  entsprechenden  Sätze  für  die  allgemeine 
algebraische  Funktion  erworben,  so  kann  man  auch  hier  dieselben 
Methoden  zur  Herstellung  der  Fläche  benutzen. 

Sei 

(1)  G{iv,  z)  =  ^(z)«;-+  A^{z)k^--'  +  •  •  •  +  A^{z)  =  0, 

eine  beliebige  irreduzibele  algebraische  Gleichung,  d.  h.  das  Polynom  G 
soll  sich  nicht  in  das  Produkt  zweier  anderer  Polynome  spalten  lassen. 
Einem  beliebigen  Werte  von  z  entsprechen  dann  im  allgemeinen  m 
verschiedene  Werte  von  w.  Eine  Ausnahme  tritt  nur  für  eine  end- 
liche Anzahl  von  Punkten  ein,  die  wir  in  der  jer-Ebene  aufzeichnen 
und  fürs  erste  von  der  Betrachtung  ausschließen  wollen.  Das  sind 
nämlich: 

a)  die  Punkte  ;?  =  g^, .  . .,  5*,  wofür  die  Gleichung  G{w,  5,)  =  0 
eine   mehrfache  Wurzel  hat.     Diese  Werte  finden  sich   unter   denen, 
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wofür  die  Diskriminante  der  Gleichung  (1)  verschwindet.  Die  Punkte  g 
sind  dadurch  charakterisiert,  daß  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen: 

WO  G^{tv,  z)  =  c  G{Wy  z)lcw  ist,  genügt  werden  kann; 

b)  die  Punkte  z  ^  yi^,  . .  .,  ly,,  wofür  Aq{z)  verschwindet. 

Jedem  Punkt  z^,  welcher  nur  mit  keinem  Punkte  von  a),  b) 
zusammenfällt,  werden  nun  m  getrennte  Werte  von  w  entsprechen. 
Wir  wollen  zeigen,  daß  jedem  dieser  Werte  eine  bestimmte  Umgebung 
des  Punkte  z^  und  eine  in  dieser  Umgebung  eindeutige  analytische 
Funktion  derart  zugeordnet  werden  können,  daß  die  Funktion  im 
Punkte  Zq  den  betreffenden  Wert  von  w  annimmt  und,  gleich  w  ge- 
setzt, das  Polynom  G{WjZ)  in  jedem  Punkte  der  Umgebung  zum 
Verschwinden  bringt.  Die  m  Funktionen  zusammengenommen  werden 
dann  offenbar  das  den  Punkten  der  betreffenden  Umgebung  durch  (1) 
zugeordnete  Wertesystem  gerade  erschöpfen. 

In  der  Tat  sei 

G {w,  z)  =  P(w,  V,  X,  y)  +  i  Q{u,  v,  x,  y) ,      . 

wo  also  P,  Q  reelle  Polynome  in  u,  v,  x,  y  sind;  und  sei  femer  Wq 
ein  beliebiger  der  dem  Punkte  Zq  durch  (1)  zugeordneten  Werte. 
Dann  ist 

G^K>  ^o)  =  ^K»  ^0»  ^0»  yo)  +  iQi^oy  ^0,  iCo,  yo)  =-  0; 
dagegen  ist 

G^w  (^^o;  ^o)  =  -P«(wo,  Vo,  Xo,  yo^  +  i  ö„(Wo,  Vo,  Xq,  y^)  +  0. 
Nach  Kap.  2,  §  5  werden  sich  nun  die  beiden  Gleichungen 
(2)  P{u,  V,  x,y)  =  0,         Q(u,  v,  rr,  y)  -  0 

in  der  Nähe  des  Punktes  (wq,  Vq,  x^,  y^)  in  eindeutiger  Weise  nach 
tt,  V  auflösen  lassen: 

M  -  9  (o:,  y) ,         v  =  ^  (x,  y) , 

wenn  nur  die  Jacobische  Determinante 


e7  = 


P         P 


nicht   verschwindet.    Wegen    der   Cauchy-Riemannschen   Differential- 
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|^«idh[iiiig«ti  ist  aber 

f/A^ßieh  ist 

mid  da  ijt  abo  alles  in  Onfanmg. 

Dureh  di«  hiermit  erhaltene  eindeutige  stetige  Funktion 

M  -f-  ri  =-  ^  jr,  y ;  -^  ir  •  x,  jf) 

werden  daher  alle  Werte  Ton  ir,  die  in  der  Nähe  des  Ponktes  tc^ 
liegen  nnd  der  Gleichung  1 1  >  genügen,  gende  enchöpft.  Es  bleibt 
nur  noch  fibrig,  den  analjtifchen  Charakter  dieser  Funktion  zu  kon- 
statieren. Das  geschieht  nun,  indem  man  durch  Differentiation  der 
Gleichungen  (2)  direkt  nachweist  daß 

'.  cx^  cy^         c}f  '~       ex 

ist 

Von  hier  ab  gilt  das  Raisonnement  des  Torhergehenden  Para- 
graphen^ nur  muß  die  Kurre  6  jetzt  durch  alle  i  r-l  Punkte  beider 
Klassen  a;,  b)  gehen.  Diese  Punkte,  nebst  dem  Punkte  £  =  oc ,  um- 
fassen alle  Verzweigungspunkte  und  Pole  der  Funktion  ic.  Im  all- 
gemeinen werden  aber  nur  ein  Teil  der  Blatter  in  einem  bestimmten 
dieser  Punkte  yerzweigt  sein  oder  einen  Pol  der  Funktion  aufweisen; 
ja,  es  kann  sogar  Torkommen,  daß  in  einigen  der  Punkte  weder  Ver- 
zweigungen noch  Pole  auftreten;  vgl  §  17. 

Aufgabe.  Sei  (h,  a^,  ...^a^  ein  Pimkt  des  durch  die  algebraische 
Gleichung 

bestimmten  Ortes,  wofür 

GJb,  «1,  ...,  a^j  +  0 

ist.  Man  zeige,  daß  diejenigen  Punkte  der  Nachbarschaft  von 
(6,  «1,  ...,  a^jy  wofür  G  verschwindet,  zu  einer  in  der  Nähe  von 
(ttj,  .  . .,  a^)  eindeutigen  stetigen  Funktion 

u-  =  ^(zi,  ...,  zj 

Anlaß  geben,  und  daß  außerdem 

cw        1  ctc 
bxi  "~   t    dui 

ist,  wo  z^^  x^+  iy^  und  Z  =  1,  .  .  .,  ;w. 
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§  13.    Von  dem  Verhalten  einer  mehrdeutigen  Funktion  in  einem 

Verzweig^ungspunkte. 

In  der  Umgebung  T  eines  Punktes  jer  =  a  sei  eine  mehrdeutige 
Funktion  f{z)  gegeben.  Hebt  man  den  Punkt  a  aus  T  fort  und  be- 
zeichnet man  den  hierdurch  entstandenen  Bereich  mit  jP~,  so  möge 
f{z)  in  T~  die  Bedingungen  des  Satzes  von  §  10  erfüllen.  Jetzt  breite 
man  n  bzw.  unendlich  viele  Blätter  über  T"  aus  und  schneide  diese 
alle  längs  einer  den  Punkt  a  mit  dem  Bande  von  T  verbindenden 
Kurve  L  auf.  Dann  lassen  sich  die  verschiedenen  Bestimmungen  von 
f{z)  zu  in  den  letztgenannten  Bereichen  eindeutigen  analytischen  Funk- 
tionen zusammenfassen.  Und  nun  kann  man  wieder  gerade  so^  wie 
•  in  den  bereits  besprochenen  Fällen  die  an  L  stoßenden  Ränder  dieser 
Bereiche  zusammenfügen,  derart,  daß  ein  oder  mehrere  Stücke  Rie- 
mannscher  Flächen  zu  stände  kommen,  auf  denen  die  bezügliche  Be- 
stimmung von  f{z)  eindeutig  und  stetig  verläuft.  Wie  man  sieht, 
stellt  sich  ein  oder  mehrere  Verzweigimgspunkte  ein.  Dabei  sind  die 
beiden  extremen  Fälle  die,  a)  daß  jeder  Verzweigungspunkt  von  der 
0-ten  Ordnung  ist,  d.  h.  die  Blätter  verlaufen  alle  schlicht;  b)  daß 
alle  Blätter  in  einem  einzigen  Zyklus  zusammenhängen. 

Wir  wollen  jetzt  bloß  diejenigen  Bestimmungen  fi{z)  von  f\z) 
herausgreifen,  welche  den  n  Blättern  eines  einzigen  Zyklus  endlicher 
Ordnung  entsprechen.    Durch  die  Transformation 

(1)  z-a^V 

wird  dann  die  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  auf  die  schlichte 
Umgebung  der  Stelle  ^  =  0  ein-eindeutig  und  stetig  und,  vom  Punkte 
z  =  a  selbst  abgesehen,  auch  konform  abgebildet.  Dabei  wird  f^  (er)  in 
eine  Funktion  tp  (t)  übergeführt,  welche  in  der  Umgebung  der  Stelle 
^  =  0,  höchstens  mit  Ausnahme  dieses  Punktes  selbst,  eindeutig  und 
analytisch  ist.  Auf  das  Verhalten  von  (p  (t)  im  Punkte  ^  =»  0  lassen 
sich  mithin  die  Sätze  von  Kap.  7,  §  6  in  Anwendung  bringen.  Dem- 
nach bat  man  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

a)  £s  ist 

/;(a)==oo. 

Die  Funktion  /"^  (a)  hat  also  jetzt  einen  Pol  im  Verzweigungspunkte 
js  —  a.    Dann  wird  auch  (p(t)  einen  Pol  im  Punkte  t  ^  0  haben. 

b)  f^(z)  bleibt  endlich  im  bewußten  Bereiche.  Dann  bleibt  auch 
(p(t)  endlich,  und  letztere  Funktion  nähert  sich  einem  Grenzwerte  6, 

26* 
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wenn   t  gegen   0  konvergiert     Infolgedessen   nähert  sieh  f^  (js)   dem 

Grenzwerte*)  6: 

lim  f^{z)  =  6. 


<sa 


Läßt  f{z)  die  Bestimmung  h  im  Punkte  j?  »  a  zn  und  yerabredet  man 
überdies  y  daß  gerade  diese  Bestimmung  den  Bestimmungen  /'^(xr)  zu- 
gesellt werden  soll,  so  heißt  f^  (z)  im  Punkte  z  -^  a  stetig. 

c)  In  jedem  anderen  Falle  hat  fi{z)  eine  tcesenUiche  singulare 
Stelle  im  Punkte  z  ^  a.  Dementsprechend  kommt  auch  /*^  {z)  jedem 
vorgegebenen  Werte  in  jeder  Umgebung  des  Verzweigungspunktes  0  »  a 
beliebig  nahe.  Die  Funktion  (p  (t)  hat  jetzt  ebenfalls  eine  wesentliche 
singulare  Stelle  in  diesem  Punkte. 

Der  Entwicklung  der  Funktion  q)(t)  in  eine  Laurentsche  Reihe 
entsprechend  erhält  man  nun  für  fi{z)  in  jedem  der  drei  Fälle  eine 
Darstellung  von  der  Gestalt: 

(2)  AW-ÄC^ -«)*'"• 

Hierbei  ist  im  Falle  b)  w  ^  0.  Ist  m  >  0,  c^  +  0,  so  hat  /i  {z)  im 
Verzweigungspunkte  eine  Wurzel  m-ter  Ordnung.  Allgemein  nimmt 
/i  {z)  den  Wert  f^  (a)  w-mal  an,  wenn  f^^  (z)  —  /i  (a)  im  Punkte  a  m-mal 
verschwindet. 

In  ähnlicher  Weise  definiert  man  die  Ordnung  eines  Poles.  Sei 
m  ==  —  a,  /A  >  0,  c^  4=  0.  Dann  gilt  der  Verzweigungspunkt  a  als  ein 
Pol  iL'ter  Ordnung.  —  Im  Falle  einer  wesentlichen  singulären  Stelle 
gibt  es  endlich  eine  unbegrenzte  Anzahl  nicht  verschwindender  Koeffi- 
zienten mit  negativem  Index.    Dabei  ist  m  =  —  cx>  zu  setzen. 

Die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  bleiben  alle  noch  bestehen, 
wenn  der  Verzweigungspunkt  im  Punkte  z  ^  00  liegt,  sofern  man  an 
Stelle  von  (1)  die  Transformation 


—  n 


(3)  z^t 

treten  läßt  und  dementsprechend  durchweg  z  —  a  durch  1/z  ersetzt.*) 


1)  Genau  genommen  handelt  es  sich  hier  um  eine  Erweiterung  des  Be- 
griffs eines  üren;?wertes ,  bzw.  im  Falle  a)  des  ünendlichwerdens.  Diese  liegt  je- 
doch so  klar  zu  Tage,  daß  wir  uns  wohl  dabei  nicht  weiter  aufzuhalten  brauchen. 

2)  Vorbildlich  für  die  Form  der  Entwicklung  (2)  war  schon  das  Newton- 
ßche  Verfahren  zur  Trennung  der  Zweige  einer  algebraischen  Kui*ve,  vgl.  Clebsch- 
Lindemann,  Geometrie,  Bd.  1,  4.  Abt.  II.  Erst  durch  die  Arbeiten  von  Pul- 
se uz  und  Riemann  ist  die  Gültigkeit  der  genannten  Entwicklung  in  Sicherheit 
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Funktionell  auf  einer  gegebenen  Riemannschen  Flädie.  Integrale, 
Das  Residuum.  In  den  bisherigen  Entwicklungen  sind  wir  von  einer 
mehrdeutigen  Funktion  ausgegangen  und  haben  dann  eine  Riemannsche 
Fläche  für  sie  konstruiert.  Sehen  wir  dagegen  die  Riemannsche  Fläche 
als  gegeben  an  und  erteilen  wir  ihren  Punkten  je  einen  bestimmten 
Wert\),  so  entsteht  eine  Funktion  F{e)  auf  der  Fläche.  Wir  wollen 
voraussetzen,  daß  F{z)  sich  in  den  gewöhnlichen  Punkten  der  Fläche 
im  allgemeinen  analytisch  verhält.  Insbesondere  sei  is  =  a  ein  Ver- 
zweigungspunkt (w— l)-ter  Ordnung,  in  dessen  Umgebung  F(z)  sonst 
ausnahmslos  analytisch  ist.  Dann  überträgt  sich  die  vorhergehende 
Untersuchung  betreffend  das  Verhalten  der  Funktion  /\  (ss)  im  Ver- 
zweigungspunkte z  ^  a  ohne  weiteres  auf  den  vorliegenden  Fall.  Nur 
in  einer  Hinsicht  ist  ein  Unterschied  zu  verzeichnen.  Die  Funktion 
F{z^  kann  nämlich,  da  die  Riemannsche  Fläche  nicht  für  sie  kon- 
struiert wurde,  in  verschiedenen  Blättern  identisch  gleiche  Werte  haben. 
Sei  bespielsweise  die  Fläche  für 

\_ 
w  =  z^^j         a  =  0, 

gegeben.    Dann  kann  F(z)  insbesondere  eine  der  Funktionen  sein: 

Definition.  Ist  f^(z)  eindeutig  auf  der  Fläche  in  der  Umgebung 
des  Verzweigungspunktes  z  ^  a,  —  höchstens  mit  Ausnahme  dieses 
Punktes  selbst,  wofür  sie  nicht  definiert  zu  sein  braucht,  —  und 
nimmt  fi^(z)  überdies  in  verschiedenen  Blättern  niemals  identisch  gleiche 
Werte  an,  so  heißt  /\  (z)  im  Verzweigungspunkte  a  mit  der  Fläche 
gleichverzwei(jt.  Zwei  P'nnktionen  heißen  in  einem  Verzweigungspunkte 
miteinander  gleichverziveigtj  wenn  jede  derselben  auf  der  für  die  andere 
konstruierte  Riemannsche  Fläche  in  der  Umgebung  besagten  Punktes 
eindeutig  ist. 

Das  Residuum  läßt  sich  in  einem  Verzweigungspunkte  genau  so 
definieren,    wie  früher   im  Falle  eines   gewöhnlichen  Punktes,   indem 


gestellt:  Puiseux,  Journ.  de  math.^  Bd.  15  (1860)  S.  366,  und  Jordan,  Cvurs 
d'anahjs€y  Bd.  1,  2,  Aufl.,  welche  den  Beweis  für  die  algebraischen  Funktionen 
durchführten;  Riemaun,  Inauguraldissertation^  1851,  Werke,  S.  8,  dessen  Me- 
thoden allgemeine  Gültigkeit  besitzen.  Die  Entwicklungen  des  Textes  sind  im 
Sinne  Riemauns  gehalten. 

1)  Eö  empfiehlt  sich  zuweilen,  auch  mehrdeutige  Funktionen  F{z)  auf  der 
Fläche  in  Betracht  zu  ziehen. 
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man  eine  ein&che  reguläre,  auf  der  Riemannschen  Flache  geschlossene, 
keine  weitere  Singularität  enthaltende  Kurve  C  um  a  legt  und  dann 
das  Integral 

in  positiver  Richtung  über  dieselbe  hinerstreckt.  Der  Reihenentwicklung 
entsprechend  hat  das  Residuum  den  Wert 


)^.CF{z)d2^nc^n, 


2« 

c 


felis   w  ^  —  n   bzw.   m  ^=^  —  oo    ist,   sonst   hat  es   den  Wert  0.    Im 
Punkte  B  ^  oo  tritt  an  Stelle  dieser  Formeln: 


k—m  n 


nc^ 


Das  Residuum  von  F{z)  im  Verzweigungspunkte  z  ^  a  und  das- 
jenige der  durch  die  Transformation  (1)  bzw.  (3)  aus  F{d)  entstan- 
denen Funktion  ^>{t)  im  Punkte  ^  =■  0  haben  den  gleichen  Wert. 
Endlich  sei  noch  bemerkt,  daß  die  Ordnung  einer  Wurzel  resp.  eines 
Poles  von  F{z)  in.  z  =  a  auch  im  gegenwärtigen  Falle  durch  das  Re- 
siduum von  F  (z)  F(z),  also  durch  das  logarithmische  Residuum 
von  F{z),  gegeben  wird.  Im  Falle  eines  Poles  erhält  man  so  den 
negativen  Wert  der  Ordnung. 

Erstreckt  man  das  Integral 

0{e)^  f'F(e)dz 

*o 

über  einen  beliebigen  Integrationsweg  hin,  so  erhält  man  eine  Funk- 
tion, welche  sowohl  ein-  als  auch  mehrdeutig  auf  der  Fläche  sein 
kann.  Im  Kleinen  verhält  sich  jedoch  0(z)  analytisch  in  jedem  Punkte, 
in  welchem  F(z)  analytisch  ist.  Hat  F(z)  in  einem  gewöhnlichen 
endlichen  Punkte  der  Fläche  einen  Pol  w-ter  Ordnung  (m  >  1),  so 
hat  0{z)  dort  einen  Pol  (w— l)-ter  Ordnung  nebst  einer  logarith- 
mischen Singularität;  letztere  fällt  nur  dann  fort,  wenn  das  Resi- 
duum von  F{z)  im  betrefiFenden  Punkte  verschwindet.  Dagegen  weist 
0(j?)  in  einem  endlichen  Verzweigungspunkte,  welcher  ein  Pol  m-ter 
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Ordnung  (m  >  n)  für  den  Integranden  ist,  nur  einen  Pol  (w— n)-ter 
Ordnung  auf,  wozu  sich  noch  eine  logarithmische  Singularität  gesellt, 
sofern  das  Residuum  in  diesem  Punkte  nicht  verschwindet.  Im  übrigen 
bleibt  ^(^)  endlich  in  einem  endlichen  Verzweigungspunkte,  wenn 
F{x})  dort  einen  Pol  von  niedriger  als  der  n-ten  Ordnung  hat. 

Im  Punkte  z  ^  <x>  entspricht  femer  einem  Pole  m-ter  Ordnung 
des  Integranden  ein  Pol  (m  +  w)-ter  Ordnung  des  Integrals,  wozu  noch 
im  allgemeinen  eine  logarithmische  Singularität  hinzutritt.  Soll  das 
Integral  hier  weder  einen  Pol  noch  eine  logarithmische  Singularität 
aufweisen,  so  muß  der  Integrand  mindestens  eine  Wurzel  (n  +  l)-ter 
Ordnung  haben.  Das  Verschwinden  des  Residuums  ist  wieder  not- 
wendig und  hinreichend  dafür,  daß  0(js)  in  der  Umgebung  des  Ver- 
zweigungspunktes eindeutig  auf  der  Fläche  bleibe. 

Insbesondere  hat  sich  folgendes  Resultat  ergeben.  Sei  z  ^  a  ein 
gewöhnlicher  Punkt  oder  ein  Verzweigungspunkt  endlicher  Ordnung; 
dabei  darf  auch  a  =  oo  sein.  Damit  das  Integral  0  (g)  in  der  Um- 
gebung von  a  eindeutig  bleibe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
das  Residuum  von  F(2)  im  Punkte  z  =  a  verschwindet. 

Aufgabe  1.    Man  zeige,  daß  das  elliptische  Integral 


2 


0-1r--F.V  0<1A:|<1, 


überall  endlich  und  stetig  auf  der  Riemannschen  Fläche  für  die  Funktion 


nicht  aber  eindeutig  auf  dieser  Fläche  ist. 

Aufgabe  2.  Man  zeige,  daß  eine  logarithmische  Singularität 
und  ein  Pol  sich  niemals  gegenseitig  derart  aufwiegen  können,  daß 
die  Funktion  endlich  bleibt. 


§  14.    Fortsetzung:   Farameterdarstelluxig  in   einem  Verzweigungs- 
punkte.   Abbildung. 

Den  Transformationen  (1),  (3)  des  vorhergehenden  Paragraphen 
entsprechend  läßt  eine  Funktion  w  ^f{z)  von  der  vorhin  angenom- 
menen BeschaflFenheit,  —  sei  es  die  Funktion,  wofür  die  Fläche  kon- 
struiert  wurde,    sei   es   bloß   eine   Funktion   auf  einer   vorgegebenen 
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Fläche  —  in  einem  Verzweigungspunkte  (w  —  l)-ter  Ordnung  die  Parar 
meterdarstellung  zu: 

(^)  «;  =  9  (0, 

WO  q>{()  in  der  Umgebung  des  Punktes  ^  =  0,  höchstens  von  diesem 
Punkte  selbst  abgesehen^  eindeutig  und  analytisch  ist.  Hierbei  muB^ 
im  Falle  a  =  oo  ist,  1/er  an  Stelle  von  z  —  a  treten.  Bleibt  f{z)  im 
Verzweigungspunkte  endlich,  so  ergibt  sich: 

wobei  '^{t)  im  Punkte  t^Q  analytisch  imd,  sofern  f{z)  ^  6,  von  Null 
verschieden  ist,  während  die  natürliche  Zahl  p  angibt,  wie  oft  f  (ß) 
den  Wert  b  im  Verzweigungspunkte  annimmt.  Im  Falle  eines  Poles 
|)-ter  Ordnung  tritt  hier  II w  an  Stelle  von  w  —  6.  So  läßt  sich 
die  Darstellung  wohl  am  leichtesten  im  Kopfe  behalten.  Will  man  aber 
damit  rechnen,  so  empfiehlt  es  sich  der  zweiten  Gleichung  die  Form 
zu  geben: 

Jeder  Wert  von  t  in  der  Umgebung  von  ^  =  0  führt  zu  einem 
einzigen  Wertepaare  {w,  z\  welches  der  Funktion  iv  =  f{z)  angehört. 
Die  ümkehrung  gilt  nur  unter  folgenden  Einschränkungen. 

Satz.  Vorgelegt  sei  eine  Riemannsclie  Fläche,  welche  im  Punkte 
0  =  a  einen  Verzweigungspunkt  {n—iyter  Ordnung  hat.  Man  führe 
eine  neue  Veränderliche  t  mittels  der  Belation 

z  —  a  =  t"y      resp.^  falls  a  =  oo,         l/z  =  t" 

ein.  Sei  ferner  w  =  f{z)  eine  Funktimi  auf  der  Fläche,  welche  in  der 
Nähe  des  Verzweigungspunktes  mit  der  Fläche  gleichverzweigt  ist  und 
dort  stetig  hleiht  oder  höchstens  in  z  =  a  einen  Fol  hat.  Dann  wird 
jedem  Wertepaar  (tv,  z),  tvelches  einer  bestimmten  Umgebung  des  Ver- 
zweigungspunktes  angehört,  nur  ein  einziger  Wert  von  t  entsprechen. 

Der  Beweis  verläuft  so.  Wäre  der  Satz  falsch,  so  könnte  man 
eine  unendliche  Menge  von  Punkten  t^,  t^,  .  .  .  mit  lim  ^^  =  0  finden, 

»■=00 

wofür  gleichzeitig  die  Relationen,  —  wir  beschränken  uns  ja  auf  den 
Fall,  daß  der  Punkt  a  im  Endlichen  liegt: 
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bestehen.  Hierbei  bedeutet  o.  eine  von  1  verschiedene  w-te  Einheits- 
wurzel. Nun  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  es  eine  unendliche  Teil- 
menge dieser  Menge  geben  muß,  wofür  aUe  cj,.  ein  und  denselben 
Wert  (o  haben.    Wenn  man  also  die  Funktion 

bildet,  so  ist  klar,  daß  diese  identisch  verschwinden  muß.  Denn  sie 
verhält  sich  ja  analytisch  im  Punkte  ^  =  0  und  verschwindet  un- 
endlich oft  in  der  Nähe  dieses  Punktes.  Hieraus  folgt  aber,  dafr 
die  Funktion  f{z)  in  den  beiden  Blättern,  welche  t  und  cat  entsprechen, 
identisch  gleiche  Werte  hat,  was  gegen  die  Voraussetzung  verstößt,, 
daß  f{z)  mit  der  Fläche  gleichverzweigt  sei. 

Definition.     Unter  den  Bedingungen   des  letzten  Satzes  heißt 
die  Parameterdarstellung  zur  Funktion  gehörig, 

Satz.    Die  FtinMion  f{z)  läßt  fernerhin  im  allgemeinen  Falle  die 
Darstellung  zu: 

(3)  w  —  b=(z  —  ayxlf  ((z  —  dy\ 


_  p 
resp 


IV  =  {z  —  a)    "  tl}\(z  —  ay\ 


wo  4)if)  sich  im  Punkte  t  =  0  analytisch  verhält  und,  sofern  f{z)  ^  6, 
dort  nicht  verschtvirnJet.  Dabei  brauchen  die  Zahlen  p  und  n  nicht 
teilerfremd  zu  sein.    Im  Punkte  z  =  (x>  wird  z  —  a  durch  1/z  ersetzt. 

Wir   werfen   noch  die  Frage  auf:   Welches   ist   die  allgemeinste 
zur  Funktion  w  =  f(z)  gehörige  Parameterdarstellung 

(4)  z  —  a  =  X  {r),        iv  —  h=(o  (r)? 

Dabei  sollen  die  Funktionen  ;t(T),  (o(r)  im  Punkte  r  =  r^  analytisch 
sein.  Wie  man  sofort  erkennt,  wird  hierdurch  die  Umgebung  dea 
Punktes  t  =  0  auf  die  Umgebung  von  r  =  Tq  ein- eindeutig  und,  höch- 
stens mit  Ausnahme  des  Punktepaares  ^  =  0,  t  ==  r^,,  konform  ab- 
gebildet. Da  die  Beziehung  aber  selbst  hier  stetig  ist,  so  muß  sie 
auch  konform  sein.  Hieraus  ergibt  sich,  daß  r  eine  im  Punkte  ^  =  0 
analytische  Funktion  von  t  ist,  und  umgekehrt.    Insbesondere  ist 

dt 


dt 


t  =  o 


+  0. 


Diese  Bedingungen  sind  sowohl  notwendig  als  hinreichend.^) 

1)  Von  der  hier  besprochenen  Parameterdarstellung  durch  die  Variabele 
t  macht  Weierstraß  prinzipiellen  Gebrauch  in  seinen  Vorlesungen  über  al- 
gebraische und  Abelsche  Funktionen,  Werke^  Bd.  S. 
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Hiermit  siud  wir  zu  einer  symmetrischen  Form  der  Gleichungen (2) 
Ififftthrt: 
(A)  ^  -  a  =  r  yU),        w-b^  t^i^it), 

wo  q>{t)f  t{t)  sich  im  Punkte  <  — 0  analytisch  verhalten,  9(0)  +  0, 
und,  sofern  f(jg)  *  6,  auch  ^(0)  +  0  ist. 

Abbildung  in  einem  Verztceigungspunkte.  In  einem  Verzweigungs- 
punkte  (n  —  l)-ter  Ordnung,  z  =  a,  einer  vorgelegten  Biemannschen 
Flache  sei  f(ß)  mit  der  Fläche  gleichverzweigt  Ist  f(e)  dort  stetig 
und  nimmt  f(e)  den  Wert  f(a)  p-mal  an,  oder  hat  f(g)  dort  einen 
Pol  |>-ter  Ordnung,  so  ergibt  sich  aus  den  vorhergehenden  Entwick- 
lungen, daß  die  n- blättrige  Nachbarschaft  von  js  =  a  vermöge  der 
Gleichung 
(5)  ic  =  fi,) 

auf  die  Umgebung  eines  Verzweigungspunktes  (p  —  l)-ter  Ordnung 
in  der  M?-Ebene:  tv  =  b  =  f  (a)  resp.  w  =  oo  ein -eindeutig  und,  vom 
Punktepaare  {b,  a)  allein  abgesehen,  konform  abgebildet  wird.  In  der 
Tat  ist  hier  der  Punkt  f  =  0  ein  ausgezeichneter  Punkt  für  beide 
Funktionen  (2),  sofern  p  >  1  ist.  Durch  die  zweite  derselben  wird 
also  die  schlichte  Umgebung  dieses  Punktes  auf  die  Umgebung  eines 
Verzweigungspunktes  {p  —  l)-ter  Ordnung  in  u?  =  6  bezogen,  vgl 
§  2,  woraus  denn  die  Richtigkeit  des  Satzes  unmittelbar  erhellt.  Wir 
können  das  Ergebnis  auch  in  folgender  Form  aussprechen.  Die  Glei* 
diung  (5)  läßt  sich  nach  z  auflösen^  und  zwar  ist 

z  —  a  =  (iv  —  by  ^  [{ic  -  6>P], 

HO  ^\yt)  sich  im  Punkte  t  =  0  analytisch  verhält  und  dort  nicht  ver- 
schwindet.  Ist  a  =  oo  oder  6  =  oo,  so  wird  z  —  a  durch  l/z  resp.  tc  —  b 
durch  l/w  ersetzt. 

Im  übrigen  entspringt  aus  der  Darstellung  (3),  daß,  im  Falle 
a  und  b  beide  im  Endlichen  liegen,  einem  unendlich  kleinen  von 
z  =  a  ausgehenden  Vektor  z/z  ein  ebensolcher  von  w  =^b  ausgehender 
Vektor  z/ir  entspricht,  wofür 

lim  ^-^'"^'^ 

endlich  und  von  Null  verschieden  ist.  Hierin  liegt  die  Begründung 
folgenden  Satzes:  Stoßen  zwei  Kurven  C^,  C\  im   Verzweigungspunkte 

dem  Winkel  a  zusammen,  so  schließen  ihre  Büdkurven  im 


z  ^^^^/mter 
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Punkte  w  =  b  einen  Winkel  ß  =  (jp/n)a  miteinander  ein.  Dabei  wird 
sowohl  ß  als  a  iu  der  Riemannschen  Fläche  gemessen  und  darf  daher 
den  Wert  2;r  überschreiten.  In  der  Tat  unterscheiden  sich  die  als 
verschieden  aufzufassenden  Bestimmungen  von  a  um  ganzzahlige  Viel- 
fache, nicht  von  2;r,  sondern  vielmehr  von  2nx.  —  Bezeichnet  man 
ferner,  mit  ^s,  ^S  die  Längen  zweier  einander  entsprechender  von 
z  =  a  resp.  w  =  h  ausgehender  unendlich  kleiner  Bogen  und  sieht  man 
/Is  als  unendlich  Mein  von  der  ersten  Ordnung  an,  so  wird  ^S  un- 
endlich klein  von  der  p  jn-ten  Ordnung,  Meist  empfiehlt  es  sich  indessen, 
im  Anschluß  an  die  Parameterdarstellung  (2)  den  Bogen  ^<s  der  ent- 
sprechenden Kurve  in  der  ^Ebene  als  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung  zu  nehmen.  Dann  haben  ^s  und  z//S  beide  ganzzahlige 
Ordnungen,  nämlich  n  resp.  p.^) 
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In  Kap.  7  haben  wir  die  Merkmale  einer  rationalen  Funktion 
kennen  lerneu,  wonach  sich  nämlich  eine  Funktion  als  rational  er- 
weist, wenn  sie  eindeutig  ist  und  keine  anderen  Singularitäten  in  der 
erweiterten  Ebene  als  nur  Pole  hat.  Wir  wollen  jetzt  ein  ent- 
sprechendes Merkmal  fär  eine  algebraische  Funktion  aufsuchen.  Ein 
solches  wird  durch  folgenden  Satz  geliefert. 

1.  Satz.^)    Eine  endlich  vieldeutige  Funktion 

tv=f(z), 

welche  keine  anderen  Singularitäten  in  der  erweiterten  Ebene  als  nur 
Pole  und  Verzweigimgspunkte  Jiat,  genügt  einer  algebraischen  Gleichung: 

(1)  G(:w,z)  =  0, 

WO  G  ein  Polynom  in  w  und  z  bedeutet. 

Den  Voraussetzungen  des  Satzes  gemäß  soll  einem  beliebigen 
Punkte  z  ^  Zq  der  erweiterten  Ebene  eine  gewisse  Umgebung  ent- 
sprechen, in  welcher  die  verschiedenen  Bestimmungen  von  f(z)  sich 
zu  einer  endlichen  Reihe  von  Funktionen  zusammenfassen  lassen,  deren 
jede  sich  in  Zq  analytisch  verhält  oder  dort  höchstens  einen  Pol  oder 
einen  Verzweigungspunkt  endlicher  Ordnung   aufweist.    Im  letzteren 


1)  Riemann,  Inauguraldissertation^  §  15^  Werke^  S.  29. 

2)  Riemann,  ibid.  §  20. 
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Falle  genügen  außerdem  diejenigen  Bestimmungen  von  f{z)y  welche 
dort  im  Zyklus  zusammenhängen,  den  am  Eingange  des  §  13  aus- 
gesprochenen Forderungen  und  können  daher  durch  die  Formel: 

resp.,  falls  ^^  =  oo  ist: 


(-')'*((;)).         *(o)+o. 


WO  p  eine  ganze  Zahl  imd  tlj(t)  sich  im  Punkte  <  =  0  analytisch  ver- 
hält, ausgedrückt  werden;  das  Auftreten  einer  wesentlichen  Singu- 
larität in  einem  Verzweigungspunkte  ist  nämlich  nach  Voraussetzung 
ausgeschlossen.  Wie  man  sieht,  sind  die  Ausnahmestellen,  welche 
hier  in  Betracht  kommen,  nur  isolierte  Punkte  der  erweiterten  Ebene, 
und  da  diese  doch  als  eine  abgeschlossene  Mannigfaltigkeit  aufzu- 
fassen ist,  —  ihr  Abbild  auf  der  Kugel  ist  ja  im  gewöhnlichen  Sinne 
abgeschlossen,  —  so  können  jene  Stellen  nur  in  endlicher  Anzahl 
vorhanden  sein ;  sie  mögen  mit  ^^ , .  .  .  S^  bezeichnet  werden.  Hieraus 
folgt  aber  auch,  daß  die  Anzahl  der  Funktionswerte  in  allen  übrigen 
Punkten  durchweg  die  nämliche  sein  muß.  um  dies  einzusehen,  lege 
man  um  einen  jeden  der  Ausnahmepunkte  einen  kleinen  Kreis  und 
entferne  das  Innere  desselben  von  der  Ebene.  Hierauf  werde  der  da- 
durch entstandene  Bereich  durch  Querschnitte  in  einen  einfach  zu- 
sammenhängenden verwandelt.  Und  nun  erfüllt  f  {p)  i™  letzteren 
Bereiche  die  Bedingungen  des  Satzes  von  §  10.  Wir  bemerken  noch, 
daß  die  Forderung  der  Endlichvieldeutigkeit  nicht  entbehrlich  ist, 
wie  das  Beispiel  des  elliptischen  Integrals  (§  13,  Ende): 


/ 


dz  _ 

Yii— z^  (i^nc^z^) '  0  <  Ä- 1  <  1 , 


ü 


zeigt.     In  der  Tat    wird    diese   Funktion  allen  anderen  Forderungen 
des  Satzes  gerecht,  nur  ist  sie  unendlich  vieldeutig. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zum  Beweise  des  Satzes  hin.     Die  n  Be- 
stimmungen von  f(z)  in  einem  gewöhnlichen  Punkte  z  mögen  mit 

bezeichnet    werden.      Hieraus    wollen    wir    folgende    n   symmetrische 
Funktionen  zusammensetzen: 
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Dieselben  sind  zunächst  in  jedem  Punkte  -2?  =|=  S<  eindeutig  erklärt  und 
verhalten  sich  dort  überdies  analytisch.  Man  darf  sich  nämlich  die 
n  Bestimmungen  von  f(s!)  in  der  Umgebung  eines  solchen  Punktes 
so  umnumeriert  denken,  daß  die  mit  gleichem  Index  behafteten  Be- 
stimmungen je  eine  in  dem  in  Rede  stehenden  Bereiche  analytische 
Funktion  ausmachen.  Wenn  wir  nun  außerdem  noch  den  Nachweis 
erbringen,  daß  (pjg(z)  in  den  Punkten  ;2r «  g,.  höchstens  Pole  hat,  so 
ist  damit  dargetan,  daß   g^^ijs)  eine  rationale  Funktion  von  z  ist. 

Zu  dem  Behufe  fasse  man  die  Ordnimgen  (n^—  1),  •  •  •,  (n^ —  1) 
der  in  ^.  =  a  befindlichen  Verzweigungspunkte  ins  Auge  und  bezeichne 
man  mit  v  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  Wj, .  . .,  n^.  Führt 
man  jetzt  eine  neue  Variabele  t  mittels  der  Gleichung 

ein,  —  im  Falle  a  =  oo  soll  l/'z  «  t*"  gesetzt  werden,  —  so  läßt  sich 
eine  jede  der  Funktionen  tOj=fj{z)  in  der  Form: 

«^'>  -  fji^)  -  ^>  %>(0     resp.     Wj  =  t-^J  Xj(t) 

darstellen,  wo  pj  eine  natürliche  Zahl  und  Xj(t)  eine  im  Punkte  ^  =  0 
analytische,  sofern  Wj  —  fj{a)  ^  0,  dort  nicht  verschwindende  Funk- 
tion von  t  ist.  Dabei  denken  wir  uns  folgende  Festsetzung  bezüglich 
der  Verteilung  der  Indizes  getroflPen.  Wir  schneiden  eine  geeignet 
beschränkte  Kreisscheibe  \z  —  a    <  ä  längs  des  Radius 

auf  und  fassen  die  den  Punkten  des  also  entstandenen  Bereichs  T 
entsprechenden  Bestimmungen  von  f{z)z\3in  in  T  analytischen  Funk-» 
tionen  zusammen,  denen  wir  dann  unter  Umnumerierung  derselben 
die  Indizes  l,...,n  zuweisen.  Im  übrigen  sollen  den  Punkten  des 
Schnittes  solche  Werte  erteilt  werden,  daß  fj{z)  am  oberen  Kande 
desselben  stetig  bleibt.  Dementsprechend  geht  die  Funktion  ^^{z)  in 
eine  Funktion  von  t  über,  welche  ebenfalls  die  Gestalt  annimmt: 

^■k(ß)-\-i'xif)     resp.     (p,{z)^t'Px{t). 
Dabei  darf  t  auf  den  Bereich^) 

1)  Es  läßt  sich  ja  leicht  zeigen,  daß  die  in  Rede  stehende  Funktion  von  t 
allein  von  /'    abhängt,  doch  hat  man  diese  Tatsache  zum  Beweise  nicht  nötig. 
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0  ^  I  ^  I  <  ÄV»',     0  ^  arc  <  <  2;r/i/ 

beschränkt  werden. 

Wenn  wir  nunmehr  den  Punkt  z  dem  Grenzwerte  e  =  a  zu- 
streben lassen^  so  wird  t,  im  soeben  genannten  Bereiche  bleibend^ 
zugleich  an  den  Punkt  t^O  heranrücken.  Infolgedessen  wird  (pj^{z) 
entweder  endlich  bleiben  oder  aber  unendlich  werden.  Hiermit  ist 
nach  Kap.  7,  §  6   die  Richtigkeit   der   obigen  Behauptung   dargetan. 

Jetzt  bleibt  nur  noch  übrige  das  Produkt 

zu  bilden  und  in  die  Gestalt 

G{w,  z) 

umzusetzen,  wo  V'(^)  ^^^  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Nenner 
von  (Pk(^),  und  G{u\z)  ein  Polynom  in  WyZ  bedeuten.  Alsdann  er- 
kennt man,  daß  sich  die  Bestimmungen  der  vorgelegten  Funktion  f(z) 
mit  den  Wurzeln  dieses  Polynoms  gerade  decken.  Hiermit  ist  der 
Satz  bewiesen. 

2.  Satz.^)     Wird  w  =  f(z)  durch  eine  algebraische  Gleichung: 

G  (w,  z)  =  0 

definiert,  so  besieht  eine  nottvendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Irreduzibilität  von  G  darin,  daß  die  Eiemannsche  Fläche  für  f{z)  nicht 
zerfallt.  Dabei  ivird  vom  trivialen  Falle  abgesehen,  daß  G  eine  Potenz 
eines  irreduziblen  Polynoms  ist. 

Daß  die  Bedingung  hinreicht,  überzeugt  man  sich  sofort.  Denn 
wenn  G{w,  z)  =  G^  {w,  z)  •  G^  {w,  z)  wäre,  wobei  G^,  G^  verschiedene 
Polynome  sind,  so  würde  sich  ja  die  Gesamtfläche  aus  denjenigen 
Flächen  zusammensetzen,  welche  zu  den  einzelnen  Faktoren  G^  und  G^ 
gehören. 

Sie  ist  aber  auch  notwendig.  Zerfällt  nämlich  die  ßiemannsche 
Fläche,  so  fasse  man  irgend  einen  zusammenhängenden  Teil  ©^  der- 
selben ins  Auge  und  bezeichne  man  die  dazu  gehörigen  Bestimmungen 
der  Funktion  f{z)  mit  w^, .  .  .,  Wj.  Nach  dem  1.  Satze  genügen  dann 
diese  Bestimmungen  für  sich  einer  algebraischen  Gleichung 

.  r(«-,2)  =  o, 

1)  Riemann,  Theorie  der  Abelschen  Funktionen,  Journ.  f.  Math.^  Bd.  54 
(18Ö7)  §  ö,  S.  122  =  Werke,  VI  Abhandlung. 
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welche  überdies  nur  vom  Grade  l  in  w  ist.  Hiernach  verschwindet 
das  irreduzibele  Polynom  G(w,z)  für  alle  Werte  von  w  und  z,  welche 
in  der  Umgebung  einer  nicht  spezieUisierten  Stelle  (wq,  z^  liegen 
und  zugleich  das  nach  dem  ersten  Teile  des  2.  Satzes  irreduzibele  Poly- 
nom r{Wy  z)  zum  Verschwinden  bringen.     Das  geht  aber  nicht  an.^) 

3.  Satz.2)     Seien 

G[w,z)^0 

eine  irreduzihde  algebraische  Gleichung  von  positivem  Grade  in  Wy 
w  =  f{z)  die  hierdurch  definierte  Funktion,  und  @  die  zugdiörige  Rie- 
niannsche  Iläche,     Sei  ferner 

W^g)iz) 

eine  Function  von  z,  welche  auf  @  eindeutig  ist  und  keine  anderen 
Singularitäten  als  Pole  dort  hat.  Dann  läßt  sich  W  als  rationale 
Funktion  von  w  und  z  darstellen: 

W=B{w,z). 

Zunächst  ist  klar,  daß  die  Funktion  (p{ß)  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Polen  auf  @  haben  kann.  Denn  @  ist  ja  im  wesentlichen 
eine  abgeschlossene  Mannigfaltigkeit,  während  andererseits  Pole  iso- 
liert auftreten.  Wenn  man  also  von  einer  endlichen  Anzahl  von 
Punkten  der  Ebene  absieht,  so  nimmt  f{z)  in  jedem  anderen  Puukte  n 
getrennte  Werte  w?i,  •  .  .,  w'»  an,  während  sich  zugleich  die  verschie- 
denen Bestimmungen  von  ^>{z):  W^, . .  ,  W^  alle  dort  analytisch 
verhalten.  Dabei  können  insbesondere  die  Größen  TTj, . . .  W^  teil- 
weise oder  ganz  zusammenfallen. 

An  die  Lagrangesche  Interpolationsformel  anknüpfend  bilden 
wir  jetzt  die  Funktionen: 

0{x)='a-w,)---{x-w„), 

wo  SliX)  das  Polynom  bedeutet,  worauf  sich  die  linke  Seite  letzterer 

1)  Der  hier  angewandte  Satz  der  Algebra  lautet^  wie  folgt:  „Verschwindet 
ein  Polynom  G{tr,z)  für  alle  in  der  ümgebang  \w  —  Wq  <^h^  \z  —  z^  <^h 
einer  Stelle  (Mq,  z^)  gelegenen  Punkte  («r,  z),  wofür  ein  irreduzibeles  Polynom 
^(m?,  z)  verschwindet,  so  ist  G{il\  z)  durch  $(m;,  z)  teilbar."  Man  vgl.  das  Ka- 
pitel über  Funktionen  mehrerer  Variabelen  im  zweiten  Bande  dieses  Werkes, 
sowie  Bö  eher,  Einführung  in  die  höhere  Algebra^  S.  228. 

2)  Riemann,  ibid.  §  8. 
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Gleichung  bis  auf  hebbare  Unstetigkeiten  reduziert.  Dann  zeigt  eine 
ähnliche  Überlegung,  wie  die  vorhin  beim  Beweise  des  ersten  Satzes 
angestellte,  daß  die  Koeffizienten  von  A  in  £l(k),  sowie  in  d^(A)  ratio- 
nale Funktionen  yon  z  sind.    Setzt  man  nunmehr  A  =»  w^f  so  kommt: 

wo  <P'  die  Ableitung  von  <D  bedeutet.     Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

I.Zusatz.  H(U  die  obige  Funktion  W='(p(z)  im  allgemeinen 
verschiedene  Werte  in  den  n  Blättern,  —  dazu  genügt  ja  offenbar^  daß 
q>(z)  auch  nur  für  einen  einzigen  Punkt  z  =^  z^  getrennte  Werts  liat,  — 
so  kann  man  umgekehrt  w  als  rationale  Funktion  von  W  und  z  dar- 
stellen: 

^c^^(W,z), 

2.  Zusatz.  Ist  (p(z)  mit  der  Fläche  ©  gleichverzweigt,  so  gilt 
derselbe  Schluß;  und  umgekehrt. 

3.  Zusatz.^)  Die  Funktion  W  ^  (p{z)  genügt  einer  irreduzibeltn 
algebraischen  Gleichung: 

F{W,z)^0. 
tom  Grade  m,  wo  m  ein  Teila-  von  n  ist. 
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Zum  Schluß  wollen  wir  noch  die  konforme  Abbildung  eines 
Rechtecks  auf  eine  Halbebene  und  somit  auf  einen  Kreis  behandeln.*) 
Erstere  Abbildung  wiid  vermöge  des  elliptischen  Integrals: 


u 


bewerkstelligt,  wie  wir  jetzt  des  näheren  ausführen  wollen.  Nach 
dem  Satze  von  §  10  kann  man  nämlich  den  Punkten  der  positiven 
Halbebene  eine  solche  Bestimmung  der  Funktion 


(2)  y(i  -z'){i  -fc^^-) 

zuordnen,  daß  eine  in  dieeem  Bereiche  eindeutige  analytische  Funktion 

1)  Riemann,  ibid.  §  11. 

2)  Schwarz,  Journ.  f.  Math.,  Bd.  70  (1869),  S.  113=  Werke,  Bd.  2,  S.  75. 
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entsteht.  Infolgedessen  wird  durch  die  Formel  (1)  eine  daselbst  ein- 
deutige analytische  Funktion  w  von  z  definiert  ^  welche  sich  überdies 
am  Rande  einer  stetigen  Folge  von  Randwerten  stetig  anschließt. 
Untersuchen  wir  vorab,  wie  diese  Randwerte  verteilt  sind. 

Im  Randpunkte  je?  =  0  soll  der  Integrand  den  Wert  1  haben. 
Wir  lassen  ^r  nun  von  diesem  Punkte  aasgehen  und  die  positive  reelle 
Achse  beschreiben.  Während  b  von  0  bis  1  geht,  bleibt  der  Inte- 
grand reell  und  positiv,  daher  wächst  w  beständig  und  erlangt  im 
Punkte  xf  ==  1  den  Wert 


K 


/dx 


Von  hier  ab  wird  der  Integrand  rein  imaginär,  der  Randwert  W  wird 
durch  die  Formel  gegeben: 

(3)  W  =  K±i   C- -. , 

1 

wobei  es  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  des  Vorzeichens  handelt. 
Zu  dem  Behufe  fassen  wir  zuvörderst  das  Integral  (1)  als  eine  Funk- 
tion auf  der  zu  (2)  gehörigen  Riemannschen  Fläche  auf  und  be- 
trachten insbesondere  diejenige  Bestimmung  desselben,  welche  sich 
den  soeben  erhaltenen  Randwerten  anschließt.  Diese  verhält  sich  ein- 
deutig und  analytisch  auf  der  Fläche  in  der  Nähe  des  Verzweigungs- 
punktes ;2f  =  1,  nimmt  dort  den  Wert  K  einmal  an,  und  gehört  im 
übrigen  zur  Fläche  in  dieser  Nachbarschaft.  Sie  bildet  mithin  diesen 
Bereich  auf  die  schlichte  Umgebung  der  Stelle  w  ^  K  konform  ab. 
Infolgedessen  wird  diejenige  Halbebene,  welche  der  Gegenstand  dieser 
Untersuchung  ist,  in  der  Nähe  von  z=\  auf  einen  rechtwinkligen,  in 
der  oberen  Halbebene  belegenen  Teil 
der  Umgebung  von  w  ^  K  abgebil- 
det, wie  in  beistehender  Figur  anire-     ,, 

deutet  ist.   Demgemäß  rückt  W  in  die  ^^    ^^ 

obere  Halbebene,  wenn  z  die  Strecke 

1  <a:<  1/A*  betritt,   womit  sich  denn  ergibt,  daß   das  obere  Vorzei- 
chen in  (3)  gilt: 

X 

J  y{x*-i)(i-k^x*)'  —   —  ' 

Hieraus  entspringt,  daß  besagte  Strecke  der  j?- Ebene  ein-eindeutig  und 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl.  27 


>äi'^t^i 
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stetig  auf  eine  geradlinige^  den  Punkt  w  ^  K  mit  w 
bindende  Strecke  der  «;- Ebene  bezogen  wird,  wo 


K  +  K'i  ver- 


1/* 


h'x*) 


Wir  lassen  z  nun,  immer  noch  auf  der  reellen  Achse  bleibend, 
weiter  rücken.  Dabei  wird  der  Integrand  wieder  reell,  der  Rand- 
wert W  wird  jetzt  durch  die  Formel: 


X 

1/* 


1) 


gegeben.  Einer  der  vorhin  angestellten  völlig  analogen  Überlegung 
zufolge  gilt  hier  das  untere  Vorzeichen.  Demgemäß  rfickt  der  Punkt  to 
beständig  nach  links,  wenn  x  unendlich  wird,  und  nähert  sich  dabei 
dem  Grenzwerte 


K+K 


OD 

1/* 


1)  (k^x*  —  1)  ' 


denn  durch  Einführung  der  neuen  Integrationsvariabelen 


t== 


kommt : 


kx 


oc 


dx  ^     r dt  _ 


^K. 


XV'Kl 


w-K^Ki 


i/k 

Des  weiteren  lassen  wir  z  zum  zweiten  Male  vom  Randpunkte 
z  =  0  ausgehen  und  diesmal  die  negative  reelle  Achse   durchlaufen. 

Alsdann  beschreibt  w  einen  Weg,  welcher  das 
symmetrische  Bild  des  soeben  erhaltenen  Weges 
inbezug  auf  die  rein  imaginäre  Achse  der  w- 
Ebene  ist.  Als  Endresultat  erhält  man  somit  ein 
Rechteck  der  it-Ebene,  dessen  Punkte  den  Punk- 
ten der  reellen  Achse  der  erweiterten  ^'-Ebene 
ein-eindeutig  zugeordnet  sind.    Bildet  man  nun 
die  obere   ;?- Halbebene    auf   das    Innere    eines 
Kreises  der  jS?'- Ebene  ab  und  betrachtet  man  tv  als  Funktion  von  z\  so 
sind  alle  Bedingungen  des  engeren  Satzes  von  §  5  (Anfang)  für  letztere 
Funktion    erfüllt.      Demgemäß    wird     durch    das    Integral    der    ge- 


w^ 
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nannte  Kreis  resp.  die  obere  ^er- Halbebene  konform  auf  das  Rechteck 
bezogen.^) 

Wir  werfen  noch  die  Frage  auf,  ob  wir  durch  geeignete  Wahl 
des  Parameters  Tc  auch  jedes  beliebige  Rechteck  erhalten  können. 
Dabei  kommt  es  offenbar  bloß  auf  die  Gestalt  des  Rechtecks,  also 
auf  das  Verhältnis  der  Seitenlängen,  2K/K\  an,  denn  über  seine 
Größe  kann  man  ja  zu  jeder  Zeit  mittels  einer  Ähnlichkeitstransfor- 
mation yerfügen.  In  der  Tat  ist  ohne  weiteres  klar,  daß  K  stetig 
von  Je  abhängt,  und  zwar  nimmt  K  zugleich  mit  k  zu,  während 

UmZ  =  ^,       MmK^oo 
ist.     Andererseits  ist 


/[ dx _    r dt 


wo 


Ä«+A;'«=l 


ist,  wie  sich  aus  der  Transformation: 


X  = 


yi-^k'U^ 


unmittelbar  ergibt.  Darum  hängt  auch  K'  stetig  von  k  ab,  ändert 
sich  fernerhin  monoton  abnehmend  mit  k,  und  weist  schließlich  in 
den  Endpunkten  des  Intervalls  0  <  A*  <  1  das  Verhalten  auf: 

limK'=oo,       lim  Z'=^. 

Aus  dieser  Überlegung  geht  hervor,  daß  das  in  Rede  stehende 
Verhältnis  2K/K'  eine  positive  stetige  monoton  zunehmende  Funktion 
von  k  ist,  wofür 


1)  Man  kann  jetzt  weitergehen  und  durch  sukzessives  Anhängen  anstoßen- 
der Rechtecke  einerseits  und  Halbebenen  andererseits  beweisen,  daß  die  der 
Gleichung  (1)  entsprechende  vollständige  Riemannsche  Fläche  aus  einer  unend- 
lich vielblättrigen  Überdeckung  der  ^- Ebene  mit  Verzweigungspunkten  erster 
Ordnung  in  den  Punkten  z=^dL^^  dz^ß  besteht,  —  im  Punkte  z=»(X>  ver- 
laufen alle  Blätter  schlicht,  —  während  die  eigentliche  t<7- Ebene  gerade  einmal 
glatt  bedeckt  wird.  Doch  wollen  wir  eine  genauere  Besprechung  dieser  Sache 
auf  ein  späteres  Kapitel  hinausschieben. 

27* 
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lim    -^»  =  0,         lim     ^^  ==  ao 

ist     Demgemäß  nimmt  2KIK'  jeden  positiren  Wert  f&r  einen  und 
nnr  f&r  einen  Wert  von  h  im  Interralle  0  <  Jk  <  1  an. 

Aufgabe.     Man  zeige,  daß  ein  Dreieck  der  tr-Ebeoe    mit  den 
Winkeln  ax^  ßx  mittels  des  Integrals: 


u 


dz 


auf  die  positive  ir-Ebene  konform  bezogen  wird.^) 

Konforme  Abbildung  eines  Toms  auf  ein  Rechteck. 

Indem  wir  die  Gleichungen  des  Toms  in  der  Form  ansetzen: 

a?  ■=•  (a  +  6  cos  0)  cos  q> , 
y  —  (a  +  6  cos  0)  smq>y 
xr  =*  fc  sin  ö , 
W  finden  wir: 

-  6*rfö»  +  (a  +  6  cos  eydip^ 
oder  auch: 

b*de* 


ds^ 


=  ^{fa+Sosey  +  M'        3/  =  (a  +  6  cosöj^ 


Dementsprechend  erhalten  wir  eine  konforme  Abbildung  der  genannten 
Ringtläche  auf  ein  Rechteck  der  (5,  ij)- Ebene,  indem  wir  setzen: 

also: 

Dabei  soll 

— -T:^0<;r,  0  ;g  9  <  2;r 

sein,  was  zur  Folge  hat,  daß 

-       -''--  <|<    7-^--   ,  0<.;<2;r. 


1)  Chridfcoffel,  Ännali  di  Matematica,  2.  Reihe,  Bd.  1  (1867),  S.  89. 
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Hiermit  ist  der  Torus  auf  ein  Rechteck  abgebildet,  dessen  Seiten 
im  Verhältnisse  b  :  )/a*  ~  b^  zueinander  stehen,  woraus  ersichtlich  ist 
daß  ein  Rechteck  yon  beliebiger  Gestalt  durch  einen  geeigneten  Torus 
zu  erhalten  ist. 

§  17.    Über  älgebraisohe  Kurven. 

Zwischen  der  Funktionentheorie  und  der  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  herrschen  enge  Beziehungen,  wovon  wir  jetzt  einige  zur  Sprache 
bringen  wollen.  Beginnen  wir  mit  den  singulären  Punkten.  Vorgelegt 
sei  die  Gleichung: 

(1)  /•K*)  =  o, 

WO  f{w,  z)  ein  irreduzibles  Polynom  bedeutet,  —  doch  genügt  für 
die  meisten  Entwicklungen  schon  die  Voraussetzung,  daß  f  nur  keine 
mehrfachen  Faktoren  enthält.  Indem  wir  ss  als  unabhängige  Variabele 
auffassen,  erhalten  wir  vor  allem  einen  Verzweigungspunkt  der  über 
der  2r -Ebene  ausgebreiteten  Riemannschen  Fläche,  falls  der  Punkt 
(^01  ^o)  ^^^  Bedingungen  entspricht: 

(2)  /--o,  /-„»o,  /;  +  o, 

WOZU  indessen  noch  die  weitere  Voraussetzung  hinzutritt,  daß  f{Wj  z) 
von  positivem  Grade  in  w  sei.  In  der  Tat  läßt  sich  dann  (1)  zu- 
nächst nach  z  auflösen: 

Z  =  q>{w), 

wobei  (p{w)  sieh  im  Punkte  w^  analytisch  verhält,  und  außerdem 

^^ fw 

dw  /, 

ist.  Infolgedessen  verschwindet  q>{w^,  und  w^  erweist  sich  hiermit 
als  ein  merkwürdiger  Punkt  (§2),  sofern  sich  fp{w)  nicht  auf  eine 
Konstante  reduziert.  Daß  dieser  Fall  in  der  Tat  nicht  eintreten  kann, 
beweist  man,  indem  man  die  höheren  Ableitungen  von  z  nach  w  be- 
rechnet. Da  nämlich  fu,k(tVQ,  Zq)  nicht  für  alle  Werte  von  k  ver- 
schwindet, so  wird  es  eine  Ableitung  9>^*^(i<^o)  gö^^^ii,  di©  von  Null 
verschieden  ist. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  ebenen  C^,  die  der  Gleichung  (1) 
entspricht,  so  hat  diese  Kurve  eine  im  Punkte  (w^,  Zq)  zur  Ordinaten- 
achse  parallele  Tangente.  Im  allgemeinen  wird  (wq^  Zq)  kein  singulärer 
Punkt  von  C^  sein,  nur  dann,  wenn  außer  /^^(m?^,  Zq)  noch  f„^{wQ,  Zq) 


422  n,  8.  Mehrdentige  Fnnktioiidn  und  lUemaiinsche  Fl&chen. 

Terschwindet.  wird 

^"'  » 0 

so   daß   also   ein  Wendepunkt   vorli^t    Demgemäß  können  wir    fol- 
gendes Yorlanfiges  Resultat  aussprechen.^) 

1.  Satz.  Diejenigen  einfachen  Punkte  einer  C^,  in  weichen  eine 
mr  Ordinatenachse  parallel  laufende  Gerade  G^  berührt ,  gd)en  gu  Ver- 
eweigungspunkten  in  der  e-Fläche  Anlaß,  und  euHxr  führt  ein  gewöhf^ 
Ucher  Punkt  von  C^  zu  einem  Vereweigungspunkt  erster,  ein  Wendepunkt 
zu  einem  höherer  Ordnung, 

Demgemäß  entspricht  auch  einem  einfachen  Punkte  der  C^y  in 
welchem  die  Tangente  der  Äbszissencichse  paralld  läuft,  ein  merkwürdiger 
Punkt  der  z- Fläche. 

In  beiden  Fällen  ist  vorausgesetzt,  daß  sich  die  (7,  nicht  zum  Teil 
oder  ganz  auf  eine  mit  der  genannten  Tangente  koinzidierende  Gerade 
reduziert. 

Ziehen  wir  jetzt  die  einfachsten  mehrfachen  Punkte  von  C^  in 
Betracht.    Sei  beispielsweise 

(3)  m;'  -  £f*  +  r». 

Hier  hat  die  C,  einen  Doppelpunkt  mit  getrennten  Tangenten  im 
Anfangspunkte.  Dem  entspricht  jedoch  keine  Verzweigung  der  Riemann- 
sehen  Fläche.  In  der  Tat  lassen  sich  die  beiden  Bestimmungen  von  w 
in  der  Umgebung  von  ;ef  =  0  zu  zwei  eindeutigen,  sich  dort  analytisch 
verhaltenden  Funktionen: 

«?!  =  2r  lAl  +  z,         w^  =  —  z  y\  -f  z 
zusammenfassen,  wo 


zy\  +z^z  +  Iz^—  l~z^-\ . 

Hätten  wir  dagegen  als  Cj  die  Kurve 

(4)  WZ  —  tv^  —  z^^O 

genommen,  deren  beide  durch  den  Anfang  gehende  Zweige  die  Ko- 
ordinatenachsen dort  berühren,  so  hätte  sich  ein  Verzweigungspunkt 
mit  eingestellt.    Indem  wir  nämlich  die  Transformation 


(5)  w'  =  — ,     also     w  =  w'z 

ausüben,  erhalten  wir  hierdurch  als  Repräsentantin  des  einen  Zweiges 
1)  Clebach-Gordan,  Äbelsche  Fmiktionen,  §  3  und  §  22. 
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von  (4)  in  der  Nähe  des  AnflEuigs  —  der  andere  wird  ja  aus  dieser 
Nachbarschaft;  entfernt  —  die  Kurve: 

(6)  vf  —  z  —  w'^z  =-  0 . 

Löst  man  jetzt  (6)  nach  uf^  auf,  so  kommt: 

w^^^,{z),     9(0) -1- 

Demnach  wird  eine  Zweig  von  (4)  durch  die  Formel  gegeben: 

M;  =  £r9(2f)  =  *(£r), 

wobei  also 

^(0)  =  ^'(0)  -  0,      ^"(0)  +  0 
ist. 

Wegen  der  Symmetrie  von  (4)  in  w  und  z  liegen  auch  die  durch 

die  Gleichung: 

z  =  '^(w) 

gelieferten  Punkte  auf  der  CJ,.  Hierbei  entspricht  dem  merkwürdigen 
Punkte  erster  Ordnung  «;  *=  0  ein  einfacher  Verzweigungspunkt  in 
;er  =  0,  womit  denn  alle  drei  Bestimmungen  von  w  erhalten  sind. 

Diese  Beispiele  sind  nun  auch  für  den  allgemeinen  Fall  maß- 
gebend.    Das  Resultat  wollen  wir  ohne  Beweis  angeben: 

2.  Satz.  Einem  mehrfachen  Punkte  {w^,  Zq)  k-ter  Ordnung  von  C^ 
mit  lauter  getrennten  Tangenten  entsprechen  k  Zweige,  welche  im  aUge- 
meinen  analytisch  durch  die  k  Gleichungen: 

w^^ip^{z),  i=-  l,...t, 

dargestellt  iverden^  wobei  (Pi(z)  sich  im  Punkte  Zq  analytisch  verhaU  und 
9/(^0)  +  ^  ^^-  ^*^  Riemannsche  Fläche  hat  dann  in  der  Umgebung 
von  z  ^  Zq  k  schlichte  MääcTj  welche  diesen  k  Zweigen  entsprechen. 

Insbesondere  kann  jedodi  ein  Zweig  von  C^  im  Punkte  (w^,  Zq) 
parallel  zur  Ordinatenachse  verlaufen.  Er  wird  dann  durch  die  Gleichung 
z  =  q>(w)  dargestellt,  wo  <p  einen  merkwürdigen  Punkt  in  w  ^Wq  hat. 
Einem  solchen  Zweige  entspricht  also  ein  Verzweigungspunkt  der  z-Fläche. 

Andererseits  wird  der  Punkt  z  =»  Zq  zu  einem  merkwürdigen  Punkt 
für  einen  Zweig:  iv  =  (pi{z),  g>i'(^o)  ^  ^f  f^^  dieser  Zweig  dort  eine 
der  z- Achse  parallele  Tangente  hat. 

In  den  beiden  besonderen  PäUen  wird  vorausgesetzt,  daß  sich  die 
C^  nicht  zum  Teil  auf  eine  mit  der  genannten  Tangente  koinzidierende 
Gerade  reduziert. 

In  allen  bisher  besprochenen  Fällen  kann  die  Verzweigung  der 
Riemannschen  Fläche  durch  eine  Eollineation  der  {w,  jer)- Ebene  auf- 
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gehoben  werden.  Dies  trifft  aber  bei  höheren  Singularitäten  nicht 
mehr  zu;  z.  6. 

ÄncUytische  Behandlung  eines  Zweiges,  Haben  wir  im  vorher- 
gehenden einen  Zweig  einer  algebraischen  Kurve  als  etwas  von  der 
Geometrie  her  Bekanntes  angesehen,  so  können  wir  denselben  jetzt 
von  der  Analysis  aus  definieren  und  zugleich  den  gehörigen  Existenz- 
beweis dafür  liefern.  Nach  §  14  lassen  sich  nämlich  samtliche  Punkte- 
paare (w,  z)y  welche  in  der  Umgebung  einer  Stelle  (m7q,  j?q)  von  (1) 
liegen  und  zugleich  (1)  befriedigen,  durch  ein  oder  mehrere  Qleichungs- 
paare: 
(7)  w-w^^  t^(p(t),      z-z^^  tPrl>{t) 

darstellen,  wo  ip{t)y  '^{t)  sich  im  Punkte  ^  =  0  analytisch  verhalten 
und  außerdem,  —  sofern  nicht  eben  w  —  w^^^O  resp.  je?  —  jTq  =  0 
ist,  —  9>(0),  ^(0)  nicht  verschwinden.  Ein  Zweig  der  C„  besteht  dann 
aus  solchen  Punkten  {w,  z),  welche  ein  und  demselben  Gleichungs- 
paare angehören. 

Das  Ergebnis  von  §  14  ergänzt  auch  in  willkommener  Weise  das 
Newtonsche  Verfahren  zur  Aufstellung  der  Entwicklung  eines  Zweiges 
der  C^  in  einem  singulären  Punkte.  ^)  Dieses  Verfahren  dient  bekannt- 
lich sowohl  zur  Auffindung  der  Form  der  Entwicklung,  als  zur  wirk- 
lichen Ermittlung  der  Exponenten,  sowie  der  Koeffizienten.  In  Er- 
mangelung der  Entwicklungen  von  §  14  muß  man  dabei  noch  zum 
Nachweis  bringen,  daß  die  solchergestalt  erhaltenen  Reihen  in  der 
Tat  konvergieren  und  der  Gleichung  (1)  genügen.  Dieser  letzte  Be- 
weis ist  gerade  nicht  einfach,  und  der  ist  es  eben,  den  wir  durch  den 
Satz  von  §  14  vermeiden. 

Im  Anschluß  an  eine  zur  Funktion  gehörige  Parameterdarstellung 
können  wir  fernerhin  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  definieren,  welche 
eine  zweite  Kurve 

mit  der  C^  in  einem  bestimmten  Punkte  (w^,  Zq)  hat.  Dazu  tragen 
wir  die  Werte  von  w  und  z  aus  (7)  in  (f{;W,  z)  ein.  Die  Ordnung 
des  Nullpunktes  der  hieraus  entspringenden  Funktion  von  t  gibt  dann 
die  Anzahl  der  Schnittpunkte  mit  diesem  Zweige  an,  vorausgesetzt^ 
daß  der  Schnittpunkt  im  Endlichen  liegt. 

Mit  den  Entwicklungen  dieses  Kapitels  haben  wir  zugleich  die 
analytischen    Grundlagen    für    die    Behandlung    desjenigen    Teils    der 

1)  Vgl.  Clebßch-Lindemann,  Geometrie^  Bd.  1,  4.  Abteil.  II. 
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analytischen  Geometrie  gewonnen,  welcher  sich  auf  die  Schnittpunkt* 
Sätze  für  algebraische  Kurven  und  auf  die  Integrale  rationaler  Funk- 
tionen von  w,  z  auf  einem  vorgegebenen  algebraischen  Gebilde: 

beziehen.  Will  man  diesen  Gegenstand  weiter  verfolgen,  so  möge 
hiermit  auf  die  vorzüglichen  Einleitungen  von  Appell  et  Goursat, 
Theorie  des  fondions  algebriques  et  de  leurs  integrales  und  Picard^ 
Traite  d'analyse,  Bd.  2,  sowie  Neumann,  Ähelsche  Integrale  hinge- 
wiesen werden. 


§  18.  Die  Biemannsohe  Flftohe  für  Baumknrven. 
Durch  die  Gleichungen: 

(1)  «^i=/iW,  •••«^n  =  /"«W; 

möge  eine  Kurve  im  Räume  von  n  + 1  Dimensionen  definiert  werden. 
Dabei  werden  wir  uns  fi{z),  .  . .  f„{z)  zunächst  als  algebraische  Funk- 
tionen denken,  so  daß  also  eine  algebraische  Raumkurve  vorliegt.^) 
Indem  wir  sämtliche  singulare  Punkte  Ij, .  . .  S,  dieser  Funktionen  in 
der  erweiterten  Ebene  auftragen,  verbinden  wir  dieselben  durch  eine 
einfache  nicht  geschlossene  Kurve  S  und  schneiden  die  Ebene  längs 
letzterer  auf  Dadurch  entsteht  ein  einfach  zusammenhängender  Be- 
reich T,  in  welchem  sich  sämtliche  Bestimmungen  der  Funktionen 
fi{z),  dem  Satze  von  §  10  gemäß,  zu  analytischen  Funktionen  zu- 
sammenfassen lassen.  Wir  breiten  jetzt  einige  Blätter  über  der  £r-Ebene 
aus,  schneiden  sie  alle  längs  (S  auf,  und  erteilen  dem  ersten  derselben 
nach  Willkür  eine  Bestimmung  einer  jeden  der  obigen  Funktionen. 
Betrachten  wir  nun  die  Werte  dieser  Bestimmungen  am  positiven 
Ufer  des  ersten  Bogens  (Ij,  ^s)  von  (£,  so  kann  es  vorkommen,   daß- 


1)  Gewöhnlich  wird  in  der  algebraischen  Geometrie  eine  algebraische  Raum- 
kurve durch  die  Gleichungen: 

definiert,  wo  B^, . . .  R„  rationale  Funktionen  der  Parameter  u,  v  sind,  welch 
letztere  dann  einer  algebraischen  Gleichung: 

unterworfen  werden.  Demnach  wird  die  Riemannsche  Fläche  der  Raumkurve 
einfach  durch  die  der  letzten  Gleichung  zugehörige  Riemannsche  Fläche  gegeben. 
Die  Raumkurve  heißt  dann  irreduktibel,  wenn  die  Riemannsche  Fläche  nicht 
zerföUt. 
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jede  der  Bestimmungen  den  gleichen  Wert  am  negativen  Ufer  auf- 
weist. In  dem  Falle  fügen  wir  diese  beiden  Ufer  zusammen  und 
heben  somit  diesen  Schnitt  aus  dem  ersten  Blatte  fort.  Trifft  eine 
derartige  Übereinstimmung  dagegen  nicht  zU;  so  werde  ein  zweites 
Blatt  längs  besagten  Ufers  an  das  erste  angehängt,  indem  wir  den 
Punkten  desselben  solche  Bestimmungen  der  Funktionen  f^{d)  zu- 
ordnen^ welche  sich  längs  des  betreffenden  Ufers  an  die  dem  ersten 
Blatte  zugehörigen  Bestimmungen  stetig  anschließen. 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  entsteht  also  eine  im 
allgemeinen  mehrblättrige  Fläche,  welche  zunächst  längs  des  Bogens 
(Si,  5j)  schließt.  Wir  gehen  jetzt  zum  Bogen  (|j,  Ig)  über  und  ver- 
fahren hier  wieder  gerade  so,  wie  vorhin  beim  ersten  Bogen.  So  ge- 
winnen wir  eine  Fläche,  welche  längst  des  zweiten  Bogens  schließt^ 
sie  braucht  indessen  jetzt  nicht  mehr  mit  allen  ihren  Blättern  längs 
des  ersten  zu  schließen.  Hierauf  ziehen  wir  noch  einen  an  (£,,  ^) 
hinanreichenden  Bogen,  längs  dessen  die  I^läche  noch  nicht  schließt,  in 
Betracht,  sofern  ein  solcher  noch  vorhanden  ist,  und  wiederholen  an 
ihm  den  vorstehenden  Prozeß.  Indem  wir  so  fortfahren,  werden  wir 
schließlich,  da  die  Anzahl  aller  möglichen  Kombinationen  von  Be- 
stimmungen der  Funktionen  (1)  doch  nur  endlich  ist,  bei  einer  Fläche 
anlangen,  welche  längs  der  ganzen  Kurve  ^  schließt.  Sie  kann  sowohl 
aus  einem  als  aus  mehreren  Stücken  bestehen,  denn  wir  haben  ja 
nicht  angenommen,  daß  die  Funktion  f^{^)  einer  irreduJcHbelen  alge- 
braischen Gleichung  genüge.  Die  Blätterzahl  derselben  gibt  die  Ord- 
nung der  Raumkurve  an. 

Zweite  Methode.    Wir  können  diese  Fläche  noch  auf  eine  andere 

Weise  herstellen.    Sei  Zq  ein  Punkt,  in  welchem  jede  der  Funktionen  (1) 

lauter  getrennte  Werte  annimmt,  und  man  bestimme  die  n  Zahlen  a^ , . . .  «^ 

«o,  daß 

TF=  a,f(z)  +  ■  •  •  +  aj,{z) 

für  die  verschiedenen  möglichen  Kombinationen  willkürlich  angenom- 
mener Bestimmungen  der  Funktionen  f^{z)  im  Punkte  z^  stets  un- 
gleiche Werte  erhält.*)  Dann  hängt  die  Funktion  W  algebraisch 
von  z  ab,  und  man  überzeugt  sich  leicht,  daß  sie  dieselbe  Riemann- 
flche  Fläche  liefert,  wie  wir  sie  vorhin  erhalt-en  haben. 

Diese  zweite  Methode,  die  Riemannsche  Fläche  herzustellen,  ist 
selbst  dann  anwendbar,  wenn  die  Funktionen  (1)  unendlich  vieldeutig 

1)  Wegen  der  Möglichkeit  einer  solchen  Annahme  vergleiche  man  Weber, 
Algebra,  Bd.  1,  2.  Aufl.  S.  43. 
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sind.  Wir  werden  nämlich  im  folgenden  Kapitel  zeigen,  daß  die  An- 
zahl der  Bestimmungen  einer  mehrdeutigen  Funktion  in  einem  Punkte 
stets  abzählbar  ist.  Demnach  läßt  sich  der  Webersche  Hilfssatz  noch 
auf  diesen  Fall  ausdehnen. 

Man  beachte  wohl,  daß  der  vollständige  Schnitt  zweier  irreduzi- 
beler  algebraischer  Flächen  zu  einer  Raumkurve  führen  kann,  deren 
Riemannsche  Fläche  zerfällt,  und  welche  deshalb  als  mehrere  ge* 
trennte  Raumkurren  aufgefaßt  wird.  So  besteht  beispielsweise  der 
vollständige  Schnitt  der  in  homogenen  Yariabelen  geschriebenen  irre- 
duktibelen  Flächen  zweiten  Grades 

aus  den  vier  Geraden: 

•^=-0,         fy  =  0,         (a;  — 0,         fy  =  0, 


^  =  0, 
Man  vergleiche  ferner  Kap.  9,  §  5. 


I  y  =  u,         I  a;  -  u, 


1^  =  0. 


§  19.    Betreffend  die  Arithmetisiening  Biemannsoher  Flächen. 

Wir  haben  die  Riemannschen  Flächen  als  geometrische  Dinge 
eingeführt.  Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  in  Kürze  angeben,  wie 
sich  dieser  Begriff  arithmetisieren  läßt.  Es  handelt  sich  dabei  offenbar 
um  eine  Menge,  deren  Elemente  arithmetisch  gegeben  sein  und  in 
ein-eindeutiger  Beziehung  zu  den  Punkten  der  Fläche  stehen  sollen. 
Nun  wurde  ein  Punkt  der  Fläche  durch  seine  Lage,  also  durch  den 
zugehörigen  Wert  von  z  allein  noch  nicht  bestimmt,  ihm  kam  außer- 
dem noch  die  Blattangehörigkeit  als  ein  wesentliches  Merkmal  zu. 
Dem  werden  wir  arithmetisch  dadurch  gerecht  werden,  daß  wir  Werte- 
paare {Zj  n)  als  Elemente  einer  unendlichen  Menge  nehmen,  welche 
das  arithmetische  Bild  der  Fläche  liefern  soll.  Dabei  entspricht  n 
der  Nummer  des  Blattes,  während  die  Gesamtheit  der  zu  einem  be- 
stimmten Werte  von  n  gehörigen  Punkte  z  einen  Bereich  T  der 
Zahlenebene  nebst  einem  Teile  seines  Randes  ausfüllen.  Fängt  man 
also  die  Konstruktion  einer  Riemannschen  Fläche  in  einem  gegebenen 
FaUe  nach  irgend  einem  der  vorhin  besprochenen  Verfahren  von  vorne 
an,  so  wird  man  jetzt  bei  jedem  Schritte  eine  geeignete  Menge  von 
Wertepaaren  {z^  n)  an  Stelle  des  geometrischen  Blattes  treten  lassen. 
Hierdurch  wird  die  Fläche  arithmetisiert.  So  erscheinen  die  Punkte 
eines  Verzweigungsschnittes  auch  formell  getrennt,  da  ihnen  ja  ver- 
schiedene Wertepaare  {z,  n)    und    (ir,  n')    zugeordnet   werden.     Unter 
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einer  einfachen  regulären  Eurre  auf  der  Flache  hat  man  eine  Menge 
lauter  getrennter  Punkte  (js,  n)  zu  veratehen,  wobei  die  entsprechende 
Menge  von  Punkten  e  eine  regidäre  Kurve  bildet,  welche  sich  indessen 
auch  überschneiden  kann.  Hierzu  tritt  ja  noch  eine  weitere  Bedingung, 
welche  dem  Umstände  entspricht,  daß  die  Kurve  stetig  in  der  Flache 
▼erlaufen  soll. 

Was  zuletzt  noch  eine  Funktion  w=»f{z)  auf  der  Fläche  an- 
betrifft, so  wird  man  ihr  eine  Menge  von  Wertetripeln  («?,  jer,  n)  zu 
Grunde  legen,  wo  w  den  dem  Punkte  (jer,  n)  der  jetzt  arithmetisch 
definierten  Riemannschen  Fläche  zuzuordnenden  Wert  bedeutet.  Die 
Funktion  selbst  besteht  dann  aus  der  Menge  dieser  Tripel  bzw.  aus 
den  Werten  Wj  wie  in  Kap.  1,  §  1  und  §  10  des  nähereu  auseinander- 
gesetzt wurde.  Ein  Zweig  der  Funktion  definiert  sich  femer  als  eine 
Menge  von  Tripeln  («;,  jer,  n),  wobei  die  Werte  des  zweiten  Arguments 
einen  schlichten  Bereich  T  gerade  ausfüllen,  während  die  Werte  w 
eine  in  T  analytische  Funktion  liefern.  Dabei  wird  n  im  allgemeinen 
verschiedene  Werte  annehmen,  und  zwar  werden  diese  eindeutig  von  z 
abhängen. 


Neuntes  Kapitel. 
Analytische  Fortsetzung. 

§  1.    Begriff  der  analytiBOhen  Fortseteung. 

Bisher  wurden  die  Funktionen  f{z)y  mit  denen  wir  uns  beschäftigt 
haben^  in  einem  vorgegebenen  Bereiche  betrachtet.  Auf  den  Sätzen 
über  Funktionen ;  welche  in  dem  in  Betracht  kommenden  Bereiche 
eindeutig  und  analytisch  sind,  wurde  die  ganze  komplexe  Funktionen- 
theorie, soweit  wir  sie  zur  Zeit  entwickelt  haben,  aufgebaut.  Indem 
wir  jetzt  in  dieser  Entwicklung  weiter  gehen,  stellen  wir  die  Frage, 
ob  der  ursprüngliche  Bereich  T  nicht  erweitert  werden  kann,  —  ob 
es  also,  genauer  gesagt,  nicht  einen  T  umfassenden  Bereich  %  nebst 
einer  in  %  analytischen  Funktion  gibt,  welche  letztere  in  allen  dem 
Bereich  T  angehörigen  Punkten  von  %  mit  ({z)  übereinstimmt.  Hier- 
durch werden  wir  zum  Begriff  der  analytischen  Fortsetzung  geführt, 
welchen  wir  jetzt  des  näheren  auseinandersetzen  wollen. 

In  einem  schlichten  Bereiche^)  T,  dessen  Begrenzung  zum  Teil 
oder  ganz  aus  einer  regulären  Kurve  C  besteht,  sei  also  eine  Funk- 
tion f{z)  analytisch.  An  die  andere  Seite 
von  C  möge  ein  zweiter  schlichter  Be- 
reich T  stoßen,  welcher  vorläufig  keinen 
Punkt  mit  T  gemein  haben  soll.  T,  T, 
und  die  Punkte  von  C  (exkl.  der  beiden 
Endpunkte)  bilden  dann  zusammengenom- 
men einen  Bereich  2.  Kann  man  nun  den  Pig.  9g 
Punkten  von  T,  G  solche  Werte  f  {z),W 

zuordnen,  daß  die  Funktion  f{z)  hierdurch  zu  einer  m%  analytischen 
Funktion  ergänzt  wird,  so  läßt  sich  f{z)  über  T  hinaus  analytisdi  fort- 

1)  Die  Bereiche  T,  2\  usw.,  wovon  hier  die  Rede  ist,  sind  als  einblättrige 
Eontinuen  (Kap.  5,  §  2)  aufzufassen,  wozu  also  die  Randpunkte  nicht  gezählt 
werden,  sofern  das  Gegenteil  nicht  ausdrücklich  erwähnt  wird. 
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setzen.  Die  den  Punkten  von  T,  C  hiernach  entsprechende  Funktion  heißt 
die  analytische  Fortsetzung  von  f(z)  für  den  Bereich  T  (genauer  genom- 
men, für  den  Bereich  T,  C).  Es  kann  offenbar  keine  zweite  analytische 
Fortsetzung  von  f(z)  über  G  hinaus  in  T  geben,  welche  mit  der 
obigen  nicht  identisch  wäre;  (vgl.  Kap.  7,  §  7). 

Allgemeiner  dürfen  T  und  T  beliebige  Riemannsche  Flachen 
sein,  welche  auch    übereinander   greifen,   vorausgesetzt  nur,   daß   sie 

keinen  gemeinsamen  Punkt  haben  und  längs 
einer  regulären  Kurve  C  aneinander  stoßen. 
Im  übrigen  nennt  man  auch  zwei  Funk- 
tionen f{z),  (f  (z)  analytische  Fortsetzungen 
Fig.  99.  voneinander,  wenn  ihre  Definitionsbereiche 

T,  T'  übereinander  greifen  und  die  Funk- 
tionen zugleich  in  einem  gemeinsamen  Teile  derselben  miteinander 
übereinstimmen.') 

Analytische  Fortsetzung  längs  einer  Kurve.  Sei  f{z)  in  einem 
Punkte  Zq  analytisch,  und  man  verbinde  Zq  mit  einem  zweiten  Punkte 
Z  mittels  der  Kurve  L.  Dann  sagt  man:  die  Funktion  f(z)  läßt  sich 
längs  L  (oder  über  L)  bis  in  den  Punkt  Z  analytisch  fortsetzen, 
wenn  L  durch  eine  endliche  Anzahl  einblättriger,  einfach  zusammen- 
hängender Bereiche  Tq,  T^,  .  .  .  T„,  wie  in  der  Figur  angedeutet  ist, 

derart  überdeckt  werden 
kann,  daß  sich  f{z)  von 
Tq  in  Tj,  sodann  weiter 
in  Tj»  hierauf  noch  in  Tj, 
usw.  bis  hin  zu  T^  analy- 
tisch fortsetzen  läßt.  Be- 
zeichnen wir  mit  I,.  den- 
jenigen Bereich,  welcher 
sich  aus  T,.,  1\^^  imd  ihren  gemeinsamen  Randpunkten  zusammensetzt, 
so  soll  auch  %.  einblättrig  ausfallen.  Hierbei  wollen  wir  indessen  von 
solchen  Randpunkten  absehen,  welche  auch  Randpunkte  von  2,  liefern 
würden;  m.  a.  W.  soll  %^,  gerade  so  wie  T^,  aus  lauter  inneren  Punkten 
bestehen.  Dagegen  können  zwei  Bereiche  T^,  T^  {j  +  i  ±  1)  über- 
einander greifen,  ja  die  Kurve  L  darf  sich  sogar  überschneiden.  In 
diesem  Falle  wird  man  sich  den  aus  den  Bereichen  Tq,  . . .  T^  (nebst 
den  zu  den  Bereichen  ^^  gehörigen  Randpunkten  derselben)  gebildeten 
Streifen  als  eine  mehrblättrige  Riemannsche  Fläche  vorstellen.     End- 


1)  Vgl.  das  Zitat  auf  Riemann  und  Weierstraß  in  §  3. 
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lieh  darf  L  durch  den  Punkt  oo  gehen ,  wobei  dann  einer  der  Be- 
reiche T^  alle  Punkte  umfassen  wird,  welche  außerhalb  eines  genügend 
großen  Kreises  um  den  Nullpunkt  liegen. 

Bei  dem  soeben  auseinandergesetzten  Verfahren  kommt  es  offen- 
bar auf  die  genaue  Lage  der  Kurve  L  nicht  an^  jede  andere  in  der 
Nähe  von  L  verlaufende  und  die  Bereiche  T^  in  gleicher  Reihenfolge 
durchsetzende  Kurve  L'  führt  zur  selben  analytischen  Funktion  im 
Punkte  Z,  Wesentlich  ist  dabei  nur,  daß  L'  sich  so  in  Bogen  {z\,  ^]+i% 
wobei  Zq  =  0Qy  K  +  i=  2  ist,  zerlegen  läßt,  daß  (^er^.,  jerJ^J  in  %^  liegt. 
Darum  kommt  man  schon  mit  regulären  Kurven  oder  gar  mit  Polygon- 
zügen aus,  darf  sich  jedoch  andererseits,  falls  es  sich  empfehlen  sollte 
allgemeiner  Jordaiischer  Kurven  bedienen. 

Seien  f{z)j  q>{z)  zwei  Funktionen,  welche  sich  in  den  ein-  oder 
mehrblättrigen  Bereichen  T,  T  analytisch  verhalten.  Kann  man  dann 
einen  Punkt  z^  von  T  mit  einem  Punkte  Z  von  T  durch  eine  Kurve  h 
verbinden,  derart,  daß  f{z)  sich  längs  L  analytisch  fortsetzen  läßt 
und  dabei  außerdem  die  letzte  analytische  Fortsetzung  in  der  Nähe 
von  Z  mit  ^>  (z)  übereinstimmt,  so  heißt  (p  (z)  selbst  eine  analytische 
Fortsetzung  von  f(z).  Sind  endlich  (p(z),  ip(z)  beide  analytische 
Fortsetzungen  von  f{z)y  so  sind  (p{z),  il>{z)  offenbar  auch  analytische 
Fortsetzungen  voneinander. 

Wir  wollen  noch  folgender  Tatsache  Erwähnung  tun.  Vorgelegt 
sei  eine  Funktion  F{z),  die  sich  in  einem  Bereiche  T  analytisch 
verhält,  sowie  auch  eine  zweite  Funktion  f{z\  die  zunächst  bloß  in 
der  Umgebung  eines  ioneren  Punktes  Zq  von  T  betrachtet  wird,  wo- 
selbst sie  mit  F{z)  übereinstimmt.  Dann  läßt  sich  f{z)  über  eine 
beliebige  in  T  belegene  Kurve  analytisch  fortsetzen,  und  zwar  fällt 
jede  der  also  erhaltenen  analytischen  Fortsetzun- 
gen mit  F(z)  zusammen. 

Analytische  Fortsetzung  durch  übereinander' 
greifende  Kreise.^)   Ein  besonderes  System  von 
Bereichen  T.,  %•  wird 
durch        übereinander- 
greifende  Kreise   gelie- 
fert.   Den  Ausgangsbe- 
reich To  bildet  hier  der         v  \    y         / 
größte  Kreis  um  Zq  als 
Mittelpunkt,  in  welchem  eine  Funktion  definiert  werden  kann,  welche 

1)  Puiaeux,  Journ.  de  Math.,  Bd.  16  (1860)  S.  879. 
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sich  in  diesem  Bereiche  analytisch  verhalten  und  in  der  Nähe  von 
s^  mit  f(js)  übereinstimmen  soll.  Insbesondere  erhalt  man  diesen 
Kreis  dadurch,  daß  man  f{z)  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatz  im 
Punkte  z  =>  iSq  entwickelt  und  dann  den  wahren  Eonvergenzkreis 
der  Reihe  bestimmt.  Liegt  L  zufallig  ganz  in  diesem  Kreise,  so 
ist  die  gewünschte  analytische  Fortsetzung  hiermit  bereits  gewonnen. 
Sonst  sei  g^  derjenige  Schnittpunkt  von  L  mit  dem  Bande  von  T^^ 
wofür  sich  der  Bogen  (zq,  gj,  vom  Endpunkte  g^  abgesehen,  ganz 
innerhalb  Tq  befindet.  Als  js^  nehme  man  dann  einen  beliebig  nahe 
bei  g,  belegenen  Punkt  dieses  Bogens  und  beschreibe  einen  Kreis 
K^  um  Zj^  als  Mittelpunkt,  dessen  Radius  man  jetzt  in  ähnlicher 
Weise  bestimme,  wie  vorhin  bei  Tq.  Es  soll  nämlich  K^  der  größte 
derartige  Kreis  sein,  in  welchem  sich  eine  Funktion  analytisch  ver- 
halten kann,  welche  in  der  Nähe  von  z^  mit  der  bereits  erhaltenen 
Funktion  übereinstimmen  soll.  Dieser  Kreis  erweist  sich  wiederum 
als  der  wahre  Konvergenzkreis  der  Taylorschen  Entwicklung  für 
die  erste  Funktion  im  Punkte  z  =  Zy  Wie  man  sieht,  muß  er  einer- 
seits mindestens  bis  an  den  Rand  des  Kreises  Tq  heranreichen,  während 
er  andererseits  T^  nebst  seinem  Rande  unmöglich  im  Lmern  enthalten 
kann.  Der  Bereich  T^  besteht  nunmehr  aus  denjenigen  inneren  Punkten 
von  Jfj,  welche  weder  innere  noch  Randpunkte  von  Tq  sind. 

Durch  sukzessive  Wiederholung  dieses  Verfahrens  gelangt  man 
also  schließlich  zum  Punkte  Z,  sofern  sich  f(z)  überhaupt  längs  L 
bis  in  den  Punkt  Z  analytisch  fortsetzen  läßt.  Im  andern  Falle  gibt 
es  oflFenbar  einen  Punkt  z  von  L,  derart,  daß  f{z)  von  Zq  aus  längs  L 
in  jede  Umgebung  von  z  analytisch  fortgesetzt  werden  kann,  ohne 
jedoch  z  jemals  zu  erreichen. 

Bezüglich  der  Wahl  der  weiteren  Punkte  z^  {i  >  0)  fügen  wir 
noch  folgende  Bemerkung  hinzu.  Sei  R^  der  Radius  von  Äj.,  und  sei 
gj.^j  derjenige  Schnittpunkt  von  L  mit  dem  Rande  von  JS^.,  wofür 
sich  der  Bogen  (z^,  ti^i),  vom  Endpunkte  f,.^^  abgesehen,  ganz  inner- 
halb Kf  befindet.  Dann  genügt  es,  z^_^^  so  zu  nehmen,  daß  dieser 
Punkt  auf  dem  Bogen  (;?.,  tt  +  i)  von  L  liegt  und  übrigens  aR^<C 
'  ^i+i  —  Zf\  <i  B^  ausfällt,  wo  0  <  a  <  1  von  vornherein  willkürlich  ge- 
wählt, sodann  aber  festgehalten  wird. 

§  2.    Sätze  über  analytische  Fortsetzung. 

Theorem  A).  Sei  f(z)  in  einem  inneren  oder  Randpunkte  eines 
einfach  zusammenhängenden  Bereiches  T  analytisch.  Kann  man  f(z)  in 
jeden  Punkt  von  T  analytisch  fortsetzen,  und  zwar  längs  jedes  beliebigen 
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in  T  befindlichen  Weges,  so  "bilden  die  also  erhaltenen  Funktionswerte 
eine  in  T  analytische  Funktion, 

Wir  wollen  den  Satz  zunächst  für  einen  endlichen  derartigen  Be- 
reich beweisen,  welcher  von  einer  einfachen  regulären  Kurve  begrenzt 
ist.  Dies  gelingt  uns,  indem  wir  hier  genau  ebenso  zu  Werke  gehen, 
wie  im  Kapitel  4,  §  3  beim  Beweise  des  Satzes  B),  und  das  Theorem 
also  vorab  für  einen  Bereich  6  begründen,  in  dessen  einem  Eckpunkte 
f{z)  sich  analytisch  verhalten  soll.  Zu  dem  Zwecke  setzen  wir  f{z) 
über  den  a.  a.  0.  benutzten  Weg  L  analytisch  fort.  Hiermit  gewinnen 
wir  eine  in  6  eindeutige  Funktion,  welche  sich,  wie  man  leicht  er- 
kennt, daselbst  analytisch  verhält  und  auch  in  der  Nähe  der  betref- 
fenden Ecke  mit  f{z)  übereinstimmt.  Auf  Grund  des  Satzes  von 
Kap.  5,  §  10  ergibt  sich  nun  der  Beweis  für  den  in  Aussicht  ge- 
nommenen besonderen  Fall. 

Um  den  Beweis  jetzt  allgemein  zu  führen,  nehmen  wir  auf  den 
Zusatz  von  Kap.  5,  §  10  Bezug,  indem  wir  zunächst,  sofern  T  nicht 
gerade  aus  der  ganzen  erweiterten  Ebene  besteht,  einen  Randpunkt 
von  T  vermöge  einer  linearen  Transformation  in  den  Punkt  oo  ver- 
legen. Sodann  läßt  sich  T,  kraft  jenes  Zusatzes,  in  eine  unendliche  Reihe 
einfach  zusammenhängender,  ineinander  eingeschachtelter,  je  von  einer 
einfachen  regulären  geschlossenen  Kurve  berandeter  Bereiche  ent- 
wickeln, für  deren  jeden  das  Theorem  ja  bereits  feststeht.  Dadurch 
wird  eine  Funktion  schrittweise  über  dem  ganzen  Bereich  T  ausge- 
breitet, welche  allen  Forderungen  des  Theorems  genügt. 

Hiermit  sind  alle  Fälle  erledigt,  wobei  T  in  der  erweiterten 
Ebene  überhaupt  einen  Randpunkt  hat.  TriflFb  dies  indessen  nicht  zu, 
so  konstatiert  man  zunächst,  daß  f{z)  eine  ganze  Funktion  ist,  welche 
dann  im  Punkte  oo  endlich  bleibt  und  sich  somit  als  eine  Konstante 
erweist.  Das  Ergebnis  wollen  wir  noch  in  folgende  Worte  zusammen- 
fassen. 

Zusatz.  Verhält  sich  f(js)  in  eitiem  bestimmten  Punkte  analytisch 
und  läßt  sich  f{z)  über  jeden  beliebigen  Weg  der  erweiterten  Ebene  ana- 
lytisch fortsetzen,  so  ist  f(z)  eine  Konstante. 

Das  vorstehende  Theorem  läßt  sich  auch  folgendermaßen  for- 
mulieren. 

Theorem  A').  Ist  f{z)  im  Punkte  Zq  analytisch  und  kann  man 
f(z)  längs  eines  bestimmten,  von  Zq  ausgehenden  und  nach  Zq  wieder 
zurückkehrenden  einfachen  Weges  L  analytisch  fortsetzen;  stimmt  femer 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl.  28 
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die  letzte  Fortsetzung  in  der  Nahe  von  Zq  mit  der  ursprünglichen  Funk- 
tion nicht  überein,  so  muß  es  in  jedem  der  von  L  abgegrenzten  Crdriete 
der  erweiterten  Ebene  mindestens  einen  Punkt  Z  und  einen  z^  mit  Z 
verbindenden  Weg  S  geben,  derart,  daß  f(z)  längs  S  von  Zq  bis  in  Z 
nicht  analytisch  fortgesetzt  tverden  kann. 

Wir  wollen  noch  einen  weiteren  Satz  erwähnen,  welcher  in  der 
Theorie  der  periodischen  und  der  automorphen  Funktionen,  sowie 
auch  sonst  vielfache  Verwendung  findet. 

Satz.*)  Sind  T,  T  zwei  Bereiche,  welche  längs  einer  regulären 
Kurve  C  aneinanderstoßen^  und  sind  f(z),  f{z)  zwei  Funktionen,  welche 
sich  in  T  resp.  T  analytisch  verhalten  und  außerdem  in  den  Punkten 
von  C  gleiche  Bandwerte  W  annehmen,  so  bildet  f{z)  nebst  W  eine 
analytische  Fortsetzung  von  f{z). 

In  der  Tat  bilden  die  Werte  von  f{z)  und  f(z)  nebst  den  Rand> 
werten  W  eine  im  zusammengesetzten  Bereiche  stetige,  in  allen  nicht 
zu  C  gehörigen  Punkten  dieses  Bereiches  analytische  Funktion.  Nach 
dem  Riemannschen  Satze  von  Kap.  7,  §  6  (Satz  12)  muß  sich  letztere 
also  auch  in  den  Punkten  von  C  analytisch  verhalten,  w.  z.  b.  w.  — 
Die  Bedingung  ist  offenbar  auch  notwendig. 

Weitere  Sätze  über  analytische  Fortsetzung  finden  sich  im  Kapitel 
über  das  logarithmische  Potential. 

Aufgabe  1.  Sei  f{z)  eine  im  Punkte  z^  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Bereiches  S  analytische  Funktion,  welche  längs  eines  ge- 
eigneten Weges  in  jeden  Punkt  von  S  analytisch  fortgesetzt  werden 
kann.  Man  zeige  durch  Beispiele,  daß  es  dann  nicht  stets  eine  in  S 
eindeutige  analytische  Funktion  gibt,  welche  in  der  Nähe  von  Zq  mit 
f{ss)  übereinstimmt. 

Aufgabe  2.  Eine  im  Punkte  Zq  analytische  Funktion  f{z)  sei 
längs  zweier  Wege  i^,  L^  von  Zq  bis  in  Z  analytisch  fortsetzbar, 
wobei  man  denn  zu  zwei  analytischen  Fortsetzungen  q){z),  ^{z)  in  der 
Nähe  von  Z  geführt  wird.  Der  Weg  L^  wird  nun  stetig  in  L^  ver- 
schoben, und  es  wird  dabei  vorausgesetzt,  daß  sich  f{z)  auch  für  jede 
mittlere  Lage  L  desselben  von  z^  in  Z  über  L  analytisch  fortsetzen 
lasse.  Man  zeige,  daß  rl>{z)  und  (p{z)  dann  in  der  Nähe  von  Z  mit- 
einander übereinstimmen. 


1)  Painleve,  Pariser  Dießertation,  1887,  =  Toulouse  Annales,  Bd.  2  (1888) 
S.  28. 
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Aufgabe  3.  Ist  f{e)  eine  im  Punkte  z  ^  z^  analytische  Funk- 
tion, deren  verschiedene  analytische  Fortsetzungen  selbst  in  der  er- 
weiterten Ebene  keine  anderen  Singularitäten  als  nur  Pole  haben,  so 
bildet  der  InbegrifiF  dieser  Fortsetzungen  eine  rationale  Funktion  von  g, 

Aufgabe  4.  Von  einer  Funktion  ist  bekannt,  daß  der  Bereich 
eines  Elements  derselben  in  der  oberen  Halbebene  liegt,  daß  femer 
jede  analytische  Fortsetzung  längs  einer  in  der  oberen  Halbebene  ge- 
legenen Kurve  höchstens  auf  Pole  stößt,  und  daß  endlich  Pole  sich 
in  der  Umgebung  jedes  Punktes  der  reellen  Achse  häufen.  Man  zeige, 
daß  die  Funktion  eindeutig  ist  und  daß  der  Definitionsbereich  derselben 
aus  der  oberen  Halbebene  exklusive  einer  isolierten  Punktmenge  mit 
Häufungsstellen,  welche  die  reelle  Achse  ausfüllen,  besteht. 
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Wir  gingen  in  Kap.  6,  §  5  von  folgender  Definition  aus:  Eine 
Funktion  f{z)  verhält  sich  in  einem  schlichten  Bereich  T  analytisch, 
wenn  f{z)  in  jedem  Punkte  dieses  Bereiches  eindeutig  erklärt  ist  und 
überdies  eine  stetige  Ableitung  besitzt.  Im  vorletzten  Paragraphen 
haben  wir  dann  die  Frage  aufgeworfen,  ob  ein  umfassenderer  Bereich 
nicht  an  Stelle  von  T  treten  könne,  wodurch  wir  zum  Begriff  der 
analytischen  Fortsetzung  geführt  wurden.  Dieses  Prinzips  hat  sich 
Weierstraß^)  bedient,  um  die  Definition  einer  analytischen  Funktion 
mit  besonderer  Rücksicht  auf  den  Verlauf  der  Funktion  im  Großen 
einzuführen. 

Im  Innern  eines  von  einer  einfachen  regulären  Kurve  begrenzten 
Bereiches  T  sei  eine  Funktion  f{z)  analytisch.    Man  setze  f{z)  über 

1)  Den  Gedanken,  die  analytische  Fortsetzung  als  Mittel  zur  Gewinnung 
neuen  Gebiets  zu  gebrauchen,  in  welchem  die  Funktion  unter  Beibehaltung  ihres 
analytischen  Charakters  definiert  werden  kann,  verdankt  man  Riemann;  man 
vergleiche  die  Abhandlung  über  Abelsche  Funktionen,  Joum.  für  Math.,  Bd.  54 
(1857),  S.  102=  Werke,  1.  Aufl.,  8.  82,  2.  Aufl.,  S.  89;  sowie  Werke,  1.  Aufl., 
S.  413,  2.  Aufl.,  S.  440.  Weierstraß,  der  schon  vor  Riemann  diese  Methode 
ersonnen  hatte,  benutzte  dieselbe,  um  dem  Begrifi*  der  analytischen  Funktion, 
wie  wir  im  Texte  des  näheren  ausführen,  eine  genauere  Fassung  zu  geben,  sowie 
um  das  Prinzip  der  Permanenz  einer  Funktionalgleichung  in  strenger  Weise  zu 
begründen;  cf.  Weierstraß,  s.  Z.  nicht  veröffentlichte  Abhandlung  aus  dem 
Jahre  1842,  Werke,  Bd.  1  (1894),  S.  88.  Die  späteren  Abdrücke  der  Weier- 
straß sehen  Abhandlung  über  die  analytischen  Fakultäten  (1856)  enthalten  Mate- 
rial betr.  analytische  Fortsetzung,  welches  im  ursprünglichen  Artikel  nicht  vor- 
handen war.  —  Näheres  hierüber  in  der  Enzyklopädie  II  B  1,  Nr.  13. 

Es  sei  auch  auf  die  Arbeiten  des  französischen  Mathematikers  M^ray  ver- 
wiesen, welcher  unabhängig  von  Weierstraß  ähnliche  Ziele  anstrebte. 

28» 
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T  hinaus  analytisch  fort,  sofern  das  möglich  ist.  Hierdurch  werden 
den  Punkten  z  eines  erweiterten  Bereiches  der  r-Ebene  Funktionswerte 
zugeordnet.  Jetzt  nehme  man  eine  neue  analytische  Fortsetzung  vor, 
wenn  das  angeht,  und  wiederhole  noch  den  Schritt  beliebig  oft  resp. 
80  weit,  bis  man  einen  bestimmten  Abschluß  dadurch  erreicht  hat, 
daß  jede  weitere  analytische  Fortsetzung  mit  einer  bereits  vorhandenen 
übereinstimmt.^)  Das  Endresultat  besteht  nun  darin,  daß  jedem  Punkte 
eines  bestimmten  Bereiches  ^  der  insbesondere  die  ganze  erweiterte 
jer-Ebene  umfassen  kann,  ein  oder  mehrere  Funktionswerte  zugeordnet 
sind,  dergestalt,  daß  eine  Funktion  w  =  f{z)  von  folgender  Beschaffen- 
heit zu  stände  kommt. 

a)  Ist  (w?Q,  z^  ein  beliebiges  der  Funktion  f{z)  angehöriges 
Wertepaar,  so  gibt  es  in  der  Umgebung  der  Stelle  z  ^  Zq  solche 
weitere  Wertepaare  (lu,  z),  daß 

eine  im  Punkte  z  ^  Zq  analytische  Funktion  von  z  wird.  Insbesondere 
kann  es  vorkommen,  daß  einem  Wertepaar  (wQy  Zq)  mehrere,  sogar 
auch  unendlich  viele  Funktionen*)  f,  (z)^  Ui^)f  -  •  ->  ^^°  ^®^  genannten 
Beschaffenheit  entsprechen. 

b)  Sind  (wq,  Zq)  und  (w^,  z^)  zwei  beliebige,  der  Funktion  f{z) 
angehörige  Wertepaare,  und  sind 

zwei  denselben  nach  a)  zugehörigen  Funktionen,  so  ist  f^  (z)  eine  ana- 
lytische Fortsetzung  von  \q(z). 

c)  Sei  L  ein  beliebiger  Weg,  längs  dessen  sich  die  in  a)  ge- 
nannte Funktion  f(r)  analytisch  fortsetzen  läßt.  Dann  stimmt  jede 
der  dabei  auftretenden  analytischen  Fortsetzungen  von  ^(z)  mit  einer 
Bestimmung  der  Funktion  f{z)  überein. 

d)  Die  einem  bestimmten  Werte  von  z  zugeordneten  Funktions- 
werte sollen  im  allgemeinen  voneinander  verschieden  sein.  Genauer 
gesagt  soll  einem  Punkte  Zq  ein  Funktionswert  Wq  nur  dann  mehrmals 
zugeordnet  werden,  wenn  der  besondere  Fall  unter  a)  eintritt,  und 
dann  soll  Wq  auch  nur  so  oft  gezählt  werden,  wie  es  verschiedeue 
Funktionen  ^^(z)  gibt. 

1)  Wegen  einer  näheren  Ausführung  dieses  Gedankens  vergleiche  man  §  4. 

2)  Man  denke  etwa  an  die  Funktion 

w  =  {z  —  l)  log  z ,  («Co ,  jPo)  =  (0,  1). 
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Eine  Funktion,  welche  den  vorstehenden  Bedingungen  Genüge 
leistet,  heißt  nach  Weierstraß  eine  monogene  analytische  Funktion, 
Sie  wird  fernerhin  zu  einem  monogenen  analytischen  Gebilde  dadurch 
erweitert,  daß  man  zu  den  bisher  betrachteten  Wertepaaren  {Wy  e) 
noch  in  jedem  Pole  z  ^  a  ein  weiteres  Element  (oo,  a),  sowie  in 
jedem  Verzweigungspunkte  endlicher  Ordnung  z  ^  a^  in  welchem  f{p) 
endlich  bleibt  und  sich  dem  Grenzwerte  h  nähert,  oder  einen  Pol  hat, 
ein  Wertepaar  (6,  a)  resp.  (oo,  a)  hinzunimmt;  insbesondere  kann  a 
der  Punkt  oo  sein.  Das  hat  namentlich  zur  Folge,  daß  dann  um- 
gekehrt die  Gesamtheit  der  solchergestalt  gewonnenen  Wertepaare 
{w,  z)  ein  zweites  inverses  monogenes  analytisches  Gebilde  {z,  w) 
liefern,  sofern  f{z)  nicht  gerade  eine  Konstante  ist. 

Es  ist  evident,  daß  zwei  monogene  analytische  Funktionen,  welche 
in  der  Umgebung  einer  Stelle  (itq,  Zq)  miteinander  übereinstimmen, 
überhaupt  zusammenfallen  müssen. 

Unter  einem  Element  einer  analytischen  Funktion  f(z)  (auch 
FunMionsde^nent  genannt)  versteht  man  irgend  eine  der  vorstehenden 
Funktionen  f  {z).  Allgemeiner  sei  ^  ==  a  ein  Verzweigungspunkt  end- 
licher Ordnung  oder  ein  Pol  von  f(z\  so  daß  sich  also  in  der  Um- 
gebung desselben  gewisse  Bestimmungen  von  f{z)  zur  ein-  oder  mehr- 
deutigen Funktion 

k  —  in 

wo  m  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  inkl.  0  bedeutet,  zu- 
sammenfassen lassen.  Dann  heißt  auch  q){z)  ein  Element  von  f{z). 
Dabei  soll  der  Fall  «  =  oo  mit  aufgenommen  sein;  es  wird  dann  in 
der  obigen  Reihe  Ijz  an  Stelle  von  z  —  a  treten.  In  allen  Fällen 
kann  man  ein  Element  nach  den  Formeln  von  Kap.  8,  §  14  para- 
metrisch darstellen. 

Einen  Zweig  einer  analytischen  Funktion  w  =  f{z)  bildet  jede 
Menge  der  Funktion  angehöriger  Wertepaare  («;,  z)  von  folgender 
BeschaflFenheit:  a)  die  dem  zweiten  Argument  z  entsprechenden  Punkte 
der  ^-Ebene  füllen  einen  einblättrigen  Bereich  T  gerade  einmal  aus; 
b)  die  Gesamtheit  jener  Wertepaare  bildet  eine  in  T  analytische  Funk- 
tion. —  Ist  Zq  ein  Randpunkt  von  T,  in  welchem  jener  Zweig  keine 
analytische  Fortsetzung  über  T  hinaus  gestattet,  so  heißt  Zq  ein 
singulärer  PunJd  von  f{z\  oder  präziser  ein  singulärer  Punkt  für  diesen 
Zweig,  denn  ein  anderer  Zweig  kann  sich  ja  in  Zq  analytisch  verhalten. 
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Man  denke  etwa  an  das  Beispiel  (Kap.  8,  §  4 ) : 

IT*  —  3  fr  =  £r. 

Hier  hat  die  Funktion  w  =  f(0)  im  Punkte  r^  =»  2  einen  Verzweigunga- 
punkt  erster  Ordnung,  während  sich  die  übrige  Bestimmung  der  Funk- 
tion dort  analytisch  verhält.  Nimmt  man  also  als  Bereich  T  die 
obere  Halbebene ,  so  haben  diejenigen  Zweige,  welche  dem  1.  und 
3.  Blatte  der  Riemannschen  Fläche  entsprechen,  eine  Singularität  in 
gQ  =  2,  der  andere  Zweig  aber  nicht.  Am  Rande  des  wahren  Eon- 
▼ergenzkreises  einer  Potenzreihe  liegt  offenbar  mindestens  ein  singu- 
larer Punkt  der  Funktion. 

Sei  f{z)  im  Punkte  z  =  a  analytisch,  und  sei  femer  L  eine  von 
a  ausgehende  reguläre  Kurve.  Kann  man  dann  f(js)  längs  L  in  jede 
Umgebung  eines  seiner  Punkte  z  =  c  analytisch  fortsetzen,  ohne  in- 
dessen c  jemals  zu  erreichen,  so  bildet  c  eine  singulare  Stelle  der 
Funktion.  Denn  man  kann  den  Bogen  (a,  c)  von  L  mit  einem  solchen 
Bereich  T  umgeben,  welchem  ein  einen  singulären  Punkt  c  aufweisen- 
der Zweig  von  f(z)  entspricht.  Es  kann  aber  auch  singulare  Punkte 
geben,  welche  auf  diese  Weise  nicht  zu  erreichen  sind.  Man  denke 
etwa  an  den  in  Kap.  5,  §  2,  unter  B)  betrachteten  Bereich  T,  Daß 
es  eine  in  demselben  analytische  Funktion  gibt,  welche  jeden  Rand- 
punkt von  T  zur  Singularität  hat,  geht  aus  einem  später  zu  bewei- 
senden Satze  von  Weierstraß  hervor,  Kap.  11,  §  13.  Da  liefert  nun 
der  Punkt  A  den  gewünschten  Beleg  für  die  Behauptung. 

Die  singulären  Punkte  einer  analytischen  Funktion  können,  wie 
soeben  erwähnt,  sowohl  isoliert  auftreten  als  auch  eine  ganze  Kurve 
ausfüllen.    Im  letzteren  Falle  heißt  jene  Kurve  eine  natürliche  Grenze^) 


1)  Die  erste  gedruckte  Mitteilung  über  das  Auftreten  natürlicher  Grenzen 
findet  sich  nach  Schwarz,  Journ.  für  Math.,  Bd.  76  (1873),  S.  S19  =  Werke, 
Bd.  2,  S.  241,  in  einer  Abhandlung  von  Weierstraß,  Berliner  Berichte,  1866, 
S.  617.  In  Weierstraß 's  Werken,  welche  keine  getreue  Wiedergabe  der  Üri- 
ginalarbeiten  bieten,  ist  diese  Stelle  gestrichen.  Die  Möglichkeit  einer  natür- 
lichen Grenze  hat  Weierstraß  bereits  im  Jahre  1842  erkannt;  Werke,  Bd.  1, 
S.  84.  In  seinen  Vorlesungen  machte  er  18G3  auf  diesen  Gegenstand  aufmerk- 
sam (Schwarz,  a.  a.  0.).  Beispiele  von  Funktionen  mit  natürlichen  Grenzen 
sind  von  Hankel,  ünioersitätsprogramm,  „Untersuchungen  über  die  unendlich  oft 
oszillierenden  und  unstetigen  Funktionen",  Tübingen,  1870  =  Math.  Ann.,  Bd.  20 
(1882),  S.  63,  veröffentlicht  worden.  Kronecker  war  1863  im  Besitz  des  Bei- 
spiels aus  der  Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen: 


V 


7t 


^Schwarz,  a.  a.  0.,   wo   ein  Beispiel  Weierstraß's   aus   der  Theorie  der  al- 
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der  Funktion,  da  sich  letztere  nicht  über  dieselbe  hinaus  analytisch 
fortsetzen  läßt.  Durch  die  elliptischen  Modulfunktionen  ist  man  zu- 
erst auf  das  Auftreten  natürlicher  Grenzen  aufmerksam  geworden. 
Wir  werden  in  §  5  eine  einfache  Potenzreihe  mitteilen,  welche  eine 
Funktion  definiert,  die  im  Innern  des  Einheitskreises  analytisch  ist^ 
während  sie  in  der  Umgebung  eines  willkürlichen  Randpunktes  des- 
selben beliebig  große  Werte  annimmt,  so  daß  also  dieser  Kreis  eine 
natürliche  Grenze  für  die  Funktion  bildet.  Der  übrige  Teil  der  Ebene 
heißt  ein  Idcimärer  Baum  (espace  lacunaire).  Dieser  Ausdruck  wird 
hauptsächlich  auf  solche  eindeutige  analytische  Funktionen  angewandt, 
welche  nicht  in  alle  Bereiche  der  Ebene  analytisch  fortgesetzt  werden 
können. 

Um  auf  den  Begriff  der  natürlichen  Grenze  noch  näher  einzu- 
gehen, so  achte  man  wohl  auf  den  Unterschied  zwischen  diesen  Kurven 
und  den  Verzweigungsschnitten.  Während  letztere  doch  unter  gewissen 
Einschränkungen  willkürlich  gezogene  Linien  sind,  über  welche  hinaus 
die  Funktion  vor  der  Hand  keine  analytische  Fortsetzung  erfahren 
soll,  bilden  erstere  dagegen  in  der  inneren  Beschaffenheit  der  Funk- 
tion begründete  Hindernisse,  über  welche  hinaus  überhaupt  keine  ana- 
lytische Fortsetzung  möglich  ist.^)  Im  übrigen  dürfen  auch  Pole  in 
der  Umgebung  einer  natürlichen  Grenze  auftreten,  wie  bei  den  Drei- 
ecksfunktionen wirklich  der  Fall  ist.  Allgemein  sei  T  der  zu  einem 
bestimmten  Zweige  einer  analytischen  Funktion  gehörige  Bereich, 
und  [P]  eine  Menge  von  Randpunkten  des  T,  welche  Singularitäten 
.dieses  Zweiges  sind.  Ist  {P}  perfekt  und  zusammenhängend,  d.h. 
besteht  (P)  aus  einem  einzigen  Randstück,  welches  mehr  als  einen 
Punkt  hat,  vgl.  Kap.  5,  §  7,  so  bildet  {P}  eine  natürliche  Grenze  fttr 
diesen  Zweig. 

Wir  haben  die  Definition  des  analytischen  Verhaltens  einer  Fun- 
tion  f{z)  a)  in  einem  vorgegebenen  Bereiche,  b)  in  einem  Punkte  an 
die  Spitze  unserer  Entwicklungen  gestellt  (Kap.  6,  §  5).    Dabei  wurde 


gebraiscben  DiiFerentialgleicbongen  in  Yerbindong  mit  den  elliptischen  Modal- 
funktionen auch  erwähnt  wird);  hier  kommt  die  Fonktion  in  der  Nähe  eines 
beliebigen  Punktes  der  natürlichen  Grenze  jedem  vorgegebenen  Werte  beliebig  nahe. 
In  Riemanns  Nachlaß  fanden  sich  Fragmente  über  die  Grenzfälle  der 
elliptischen  Modulfunktionen,  wo  der  limea  untersucht  wird,  dem  eine  solche 
Funktion  zustrebt,  wenn  das  Argument  sich  einem  Funkte  der  Begrenzung  des 
Definitionsbereichs  der  Funktion,  also  in  diesem  Falle  einem  Punkte  einer  natür- 
lichen Grenze,  nähert;   Werke,  1.  Aufl.,  S.  427  u.  S.  438;  2.  Aufl.,  S.  455  u.  S.  466. 

1)  Die  für  beiderlei  Kurven  gemeinsame   französische  Bezeichnung  coupure 
ist  nicht  dazu  angetan,  den  wesentlichen  Unterschied  derselben  hervorzuheben. 
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vor  allem  verlangt ,  daB  f{z)  in  jedem  Punkte  des  betreffenden  Be- 
reichs eindeutig  sei.  Wenn  man  dagegen  schlechtweg  von  einer  ein- 
deutigen analytischen  Funktion  f{z)  spricht,  so  meint  man  damit,  daß 
die  monogene  analytische  Funktion  f{z)  eindeutig  sei.  Die  Punkte 
der  Ebene,  in  denen  dieselbe  erklärt  ist,  bilden  ihren  Definitionsbereich. 
Im  Falle  einer  mehrdeutigen  monogenen  analytischen  Funktion  be- 
steht der  Definitionsbereich  aus  der  zugehörigen  Riemannschen  Fläche, 
vergleiche  §  4. 

Der  Begriff  der  monogenen  analytischen  Funktion  deckt  sich 
keineswegs  mit  demjenigen  eines  einheitlichen  analytischen  Ausdrucks. 
So  definiert  beispielsweise  die  Formel 

lim_i_=  {  ^'     l^l<i* 

«=  00  i  +  ar»       l  0,     !^  >i, 

im  Innern  des  Einheitskreises  ein  Element  der  monogenen  analytischen 
Funktion  f{z)  =  1,  während  sie  außerhalb  desselben  ein  Element  der 
Funktion  (p(ßi)  =^0  abgibt.  Weierstraß  hat  sogar  gezeigt,  daß  Stücke 
von  n  beliebigen  Funktionen  durch  ein  und  dieselbe  Formel  dargestellt 
werden  können.  Seien  nämlich  5^,  Äj,  . . .  S^  endliche  getrennt  liegende, 
durch  reguläre  Kurven  berandete  Bereiche  der  jsr- Ebene,  und  seien 
femer  fi{js)j  ...  /*„  (z)  resp.  in  denselben  analytische  Funktionen,  welche 
außerdem  stetige  Randwerte  annehmen.  Indem  wir  an  Hermites 
Bemerkung  über  die  Cauchysche  Integralformel  (Kap.  7,  §  4,  Ende) 
anknüpfen,  schreiben  wir  die  Formel  hin: 

it)dt 
z 

Die  hierdurch  definierte  Funktion  f{z)  stimmt  innerhalb  des  Bereiches 
6'^  mit  i\(z)  (Ä:=  1,  2,  .  .  .  w)  überein  und  verschwindet  außerhalb 
der  Bereiche  S. 

Im  Anschluß  an  die  Entwicklungen  von  Kap.  8,  §  18  definiert 
man  jetzt   ohne   Mühe   das   monogene    analytische   Funktionensjstem 

(/i  (-2^)?  /sC*)?  •  •  •  /r('^))-  ^s  is*'  di^s  derjenige  Spezialfall  des  monogenen 
analytischen  Gebildes  n-ter  Stufe  im  Gebiete  von  w  +  r  Veränder- 
lichen, wofür  w  =  1  ist;  man  vergleiche  hierüber  das  Kapitel  über 
analytische  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  im  zweiten  Bande. 

Im  folgenden  Paragraphen  wollen  wir  uns  mit  einer  eingehenden 
Begründung  des  Hauptsatzes  dieses  Paragraphen  beschäftigen,  daß 
nämlkh  eine  im  Kleineyi  (jegebe^ie  analytische  Funktion  zu  einer  mono- 
genen anahjtischoi  Funktion  führf,  wie  sie  durch  die  vorhin  formulierten 
Eigenschaften  a)  . . .  d)  festgelegt  wird 
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Im  voraufgehenden  Paragraphen  haben  wir  ein  Verfahren  ge- 
schildert, wonach  der  Definitionsbereich  einer  vorgelegten  analytischen 
Funktion  möglichst  erweitert  wird,  und  von  hier  aus  sind  wir  dann 
zum  Begriff  der  monogenen  analytischen  Funktion  gelangt.  Es  han- 
delt sich  jetzt  darum,  ein  systematisches  Vorgehen  anzugeben,  um 
jenes  Resultat  zu  gewinnen.  Wir  wollen  die  Fragestellung  in  fol- 
gendem Satze  formulieren;  vgl.  auch  Kap.  14,  §  15,  Anfang. 

Theorem.  Sei  f{z)  im  Punkte  z^a  analytisch.  Dann  kann 
man  dieser  Funktion  eine  abzahlbare  Menge  von  Funktionen: 

^=fni^)y        n  =  0,  1,  2,  ..., 
von  folgender  Beschaffenheit  zuordnen: 

a)  Die  Funktion  f^{z)  verhält  sich  analytisch  in  einem  Kreise  T^ 
um  den  Funkt  a,,  w  =  0,  1  . . .,  und  zwar  soll  T^  stets  gleich  dem 
Innern  des  wahren  Konvergenzkreises  der  Taylorschen  Beihenentwicklung 
für  fj^z)  im  Funkte  a„  genommen  werden.  In  der  Nähe  von  aQ  =  a 
soll  außerdem  fQ(z)  mit  der  vorgelegten  Funktion  f(z)  übexeinstimmen. 

b)  Jede  Fanldimi  f^{z)  läßt  sich  aus  jeder  anderen  dieser  Funk- 
tionen durch  analytische  Fortsetzung  ableiten. 

c)  Sei  L  ein  endlicher  Weg,  längs  dessen  f(z)  sich  analytisch  fort- 
setzen läßt  Dann  kann  diese  analytische  Fortsetzung  vermöge  einer 
endlidien  Anzahl  der  Funktionen  f^{z)  geleistet  werden. 

Hinsichtlich  des  Inhalts  dieses  Theorems  bemerken  wir  vor  allem 
folgendes.  Sei  z'  ein  beliebiger  Punkt,  der  in  einem  der  Bereiche  T^ 
liegt.  Dann  gibt  es  kraft  des  Theorems  nur  eine  abzählbare  Menge 
von  Bereichen  T^,  welche  /  umfassen,  und  somit  auch  nur  eine  ab- 
zählbare Menge  von  Funktionen  f^{z)y  welche  in  der  Nähe  von  z'  von- 
einander verschieden  sind.  Die  den  voneinander  verschiedenen  Funk- 
tionen f„(z)  entsprechenden  Funktionswerte  u\  =  f^{e')  wollen  wir  nun 
dem  Punkte  z  zuordnen,  und  auch  dem  Punkte  jer  =  oo  sollen  die  ge- 
hörigen Funktionswerte  zugewiesen  werden.  Hierdurch  erhalten  wir 
eine  allen  Bedingungen  a)  .  .  .  d)  von  §  3  genügende  monogene  analy- 
tische Funktion. 

Zum  Beweise  des  Theorems  gehen  wir  vom  Kreise  T^  aus  und 
numerieren  zunächst  die  rationalen  Punkte  dieses  Bereiches,  nebst  a: 

00  =  0,     aj ,  a^,  . . .  . 
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Jedem  dieser  Punkte  ä„  ordnen  wir  dann  vermöge  der  Taylorsclien 
Reihenentwicklung  für  f{z)  in  ä„  eine  Funktion  f^ii)  nebst  einem 
Bereiche  T^,  nämlich  dem  wahren  Eonvergenzkreise  der  Reihen- 
entwicklung zu.  Die  80  gewonnenen  Funktionen  f„{z)  genügen  Be- 
dingungen a),  b)  des  Satzes. 

Hierauf  fasse  man  alle  rationalen  Punkte  der  Ebene  ins  Auge, 
welche  in  einem  der  soeben  erhaltenen  Bereiche  T^  liegen,  und  nu- 
meriere diejenigen  davon,  welche  mit  einem  früheren  Punkte  ä^  nicht 
zusammenfallen.    So  erhält  man  eine  Reihe  weiterer  Punkte: 

^1,1?     ^1,2 >     ^1,3;  •  •  •; 

nebst  den  zugehörigen  Funktionen  f^  ,  (js)  und  Bereichen  T^  ^.  Für 
die  Gesamtheit  der  bisher  gewonnenen  Funktionen  f^(js)y  fini^)  ^^^ 
Bedingungen  a),  b)  erfüllt.^) 

Indem  wir  das  Verfahren  wiederholen,  müssen  wir  jetzt  möglicher- 
weise eine  Modifikation  deshalb  eintreten  lassen,  da  ein  Bereich  T^^^ 
einen  Punkt  ä,^  oder  ä^^  umfassen  könnte,  ohne  daß  dabei  die  zugehörige 
Funktion  f^^iz)  mit  f^{z)  resp.  fi^mi^)  übereinstimmte.*)  In  diesem 
Falle  muß  besagter  Punkt  zum  zweiten  Male  gerechnet  werden.  Um 
dieser  Sachlage  gerecht  zu  werden,  wollen  wir  nun  in  folgender  Weise 
zu  Werke  gehen.  Wir  ziehen  zunächst  bloß  den  ersten  Bereich  jT^  ^ 
in  Betracht,  indem  wir  die  in  demselben  befindlichen  rationalen  Punkte 
in  zwei  Teile  zerlegen,  und  zwar  erstens  in  solche,  welche  bereits 
unter  den  ä„  oder  äj  ^  aufgetreten  sind  und  auch  dabei  zugleich  auf 
dieselben  Funktionen  f^^  (z)  resp.  f^  „  {z)  führen.  Diese  Punkte  brauchen 
wir  nicht  weiter  zu  berücksichtigen.  Dagegen  liefern  die  übrigen 
rationalen  Punkte  von  1\  ^,  sofern  noch  welche  vorhanden  sind,  eine 
abzahlbare  Menge  von  Funktionen  f  {z)  nebst  Bereichen  T,  welche 
beibehalten  werden  sollen.  Sodann  gehen  wir  zu  T^  g  und  stellen  hier 
eine  ähnliche  Überlegimg  an,  wobei  jetzt  außer  den  früheren  Punkten 
ä„,  a^  „  noch   die  soeben  erhaltenen  Punkte   nebst  ihren  Funktionen 


1)  Man  überzeugt  sich  leicht  geometrisch,  daß  keinem  der  Punkte  äj  „ 
zwei  verschiedene  Funktionen  entsprechen  können,  sowie  daß  die  mit  einem 
früheren  Punkte  «„  zusammenfallenden  Punkte  wirklich  fortgelassen  werden 
durften.  Auf  einen  strengen  Beweis  dafür  kann  man  indessen  verzichten,  indem 
man  schon  an  dieser  Stelle  den  Beweis  so  führt,  wie  später  hinsichtlich  der 
im  weiteren  Laufe  der  Entwicklungen  eintretenden  Möglichkeiten  ohnehin  von 
Nöten  ist. 

2)  Man  kann  zwar  zeigen,  daß  der  genannte  Punkt  nur  ein  äj  ,,^  sein  kann. 
Das  ist  indessen  hier  nicht  von  Wichtigkeit,  da  bei  den  späteren  Wiederholungen 
der  Überlegung  jeder  vorhergehende  Punkt  doch  möglicherweise  in  Betracht 
kommen  kann. 
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und  Bereichen  in  Betracht  gezogen  werden.  Wiederholt  man  dieses 
Verfahren  an  jedem  weiteren  Bereiche  T^  j,  Tj  4,  . . .,  so  gelangt  man 
schließlich  zu  einer  abzählbaren  Menge  abzählbarer  Mengen  neuer 
Punkte  nebst  den  dazu  gehörigen  Funktionen  und  Bereichen,  welche 
wir  noch  letzten  Endes  umnumerieren  und  durch  die  Indizes  (2,  w), 
♦»  =  1,2, ...  kennzeichnen  wollen: 

^2,1;         ^2,2?         ^ifif  ' '  • 
T  T  T 

-*-  i^\y  -'-  2,2>  -'^  2,8  7    •  •  •  • 

Der  hiermit  ausführlich  geschilderte  Prozeß  wird  immer  wieder- 
holt. Daraus  entspringt  eine  zweifach  unendliche  Folge  von  Punkten 
ä^^  nebst  den  zugehörigen  Funktionen  f^  ^{z)  und  Bereichen  T^  ^, 
welche  wir  nunmehr  zu  einer  einfach  unendlichen  Folge  a„,  /),(jef),  T^ 
definitiv  umnumerieren.  Diese  letzte  Folge  nebst  den  zum  Punkte 
^  =  00  gehörigen  Funktionselementen  genügt  offenbar  Bedingungen 
a)  und  b),  sie  genügt  aber  auch  c),  wie  jetzt  nachgewiesen  werden  soll. 

Sei  also  L  ein  endlicher  Weg,  längs  dessen  die  Ausgangsfunktion 
f{z)  analytisch  fortgesetzt  werden  kann,  und  man  fasse  eine  geeignete 
Folge  von  Kreisen  Tq,  K^^  K^,  .  , .,  wie  sie  am  Ende  von  §  1  des 
näheren  angegeben  sind,  ins  Auge.  Ist  der  Mittelpunkt  z^  von  K^ 
dabei  ein  rationaler  Punkt,  so  ist  er  bereits  unter  den  Punkten  ä^ 
und  somit  auch  unter  den  a^  enthalten.  '  Sonst  kann  man  aber  jeden- 
falls einen  rationalen  Punkt  a^  von  T^  ausfindig  machen,  der  so  nahe 
bei  z^  liegt,  daß  der  entsprechende  Bereich  T^^  den  Bogen  {z^y  z^)  von 
L  umfaßt.  Hiermit  haben  wir  also  in  f„^{z)  eine  erste  analytische 
Fortsetzung  der  gewünschten  Art  gewonnen.  Gehen  wir  jetzt  zum 
Punkte  Z2,  so  läßt  sich  die  eben  angestellte  Überlegung  hier  wieder- 
holen, der  zufolge  sich  dann  ein  zweiter  Punkt  a^  nebst  der  zugehö- 
rigen Funktion  f„^{z)  und  dem  Bereiche  T„^  einstellt.  Indem  wir  so 
fortfahren,  gelangen  wir  schließlich  zum  Endpunkte  von  i.  Geht  L 
durch  den  Punkt  00,  so  ist  die  nötige  Ergänzung  bereits  ersichtlich. 

Daß  nun  endlich  die  Bedingung  d)  erfiült  wird,  ergibt  sich  aus 
der  Verabredung,  wonach  die  Funktionswerte  überhaupt  aufgenommen 
wurden. 

Aus  den  voraufgehenden  Entwicklungen  erkennt  man  die  Richtig- 
keit folgenden  Satzes. 

Satz^).     Die  verschiedenen,  einem  bestimmten  Punkte  z  =  z'  ent- 

1)  Poincare,  Beiidiconti  del  Circolo  Matematico  dt  Palermo,  Bd.  2  (1888) 
S.  197. 
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^eckenden  FunTdionsiverie,  welche  man  aus  einem  vorgelegten  Element 
durch  ancUf/iisdie  Fortsetzung  abzideiten  vermag,  bilden  stets  eine  ab- 
zahlbare Menge. 
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In  den  rationalen ,  sowie  in  den  Exponential-  und  den  trigono- 
metrischen  Funktionen  haben  wir  bereits  Beispiele  von  eindeutigen 
monogenen  analytischen  Funktionen,  deren  singulare  Punkte  entweder 
in  endlicher  Anzahl  vorhanden  sind  oder  doch  nur  aus  einer  Punkfc- 
menge  mit  einer  einzigen  Häufungsstelle  (nämlich  dem  Punkte  s  =  oo) 
bestehen.  Dagegen  liefern  der  Logarithmus  und  die  inversen  trigono- 
metrischen Funktionen  unendlich  vieldeutige,  die  algebraischen  Funk- 
tionen endlich  vieldeutige  monogene  analytische  Funktionen. 

a)  Algebraische  Funktionen.  Die  Richtigkeit  letzterer  Behauptung 
bezüglich  der  algebraischen  Funktionen  geht  schon  daraus  hervor,  daß 
eine  irreduzibele  algebraische  Gleichung: 

f{w,  z)  =  0, 

eine  Funktion  w  von  z  definiert,  deren  Riemaunsche  Fläche  aus  einem 
einzigen  Stücke  besteht;  vgl.  Kap.  8,  §§  12,  15.  Demgemäß  läßt 
sich  eine  beliebige  Bestimmung  von  iv  in  jede  andere  Bestimmung 
stetig  über  die  Fläche  hin  fortsetzen,  und  diese  stetige  Fortsetzung 
gibt  ohne  weiteres  zu  einer  analytischen  Fortsetzung  Anlaß,  wodurch 
das  dem  ersten  Wertepaar  {w^,  Zq)  entsprechende  Element  in  ein  be- 
liebiges dem  zweiten  Wertepaare  (it'j,  z^)  zugehöriges  übergeführt 
wird.  Im  übrigen  ist  es  nicht  schwer,  den  arithmetischen  Charakter 
dieser  Überlegung  noch  schärfer  hervortreten  zu  lassen,  indem  wir 
folgenden  Satz  vorausschicken. 

Satz.    Sei 
(1)  /•(«;,  r)  =  0 

eine  irreduzibele  algebraische  Gleichung^  wodurch  w  als  mdirdeutige 
Funläion  von  z  definiert  wird.  Dann  gibt  es  eine  endliche  Anzahl  ton 
Funktionselementoij  welche  diese  Funliion  vollständig  darstellen. 

Behufs  des  Beweises  knüpfen  wir  an  die  Entwicklungen  von 
Kap.  8,  §  14  an,  wonach  sich  alle  der  Gleichung  (1)  entsprechenden 
Wertepaare  (w,  z),  deren  z  in  der  Nähe  einer  beliebigen  Stelle  z^ 
liegt,  zu  Fuuktionselementen 
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zusammengefaßt  werden  können.  Dabei  soll  der  Definitionsbereich 
sowohl  von  ]i(js)  als  von  g>i{js)  aus  einem  Kreise  um  Zq  bestehen,  und 
zwar  soll  das  eben  der  wahre  Eonvergenzkreis  der  betreffenden  Reihe 
sein.  Im  Falle  2^  =  00  tritt  ja  1/z  an  Stelle  von  g  —  Zq,  Nach  Kap.  8, 
§12  werden  Elemente  vom  Typus  (Pi(js)  nur  in  endlicher  Anzahl  vor- 
handen sein.  Die  entsprechenden  Punkte  Zq  mögen  mit  Uq,  a^, . . .  cc^__if 
«^  =  00  bezeichnet  werden.  Vor  allem  wollen  wir  nun  die  genannten, 
sowie  alle  übrigen,  zu  den  Punkten  «q,  .  . .  a^  gehörigen  Elemente  her- 
ausgreifen. Sei  K^  (i  =  0,  ...i— 1)  der  kleinste  unter  den  dem 
Punkte  «,.  zugehörigen  Konvergenzkreisen,  und  ebenso  K^  der  größte, 
dem  Punkte  a^^  =  00  entsprechende  Kreis.  Erstere  k  Kreisflächen  nebst 
dem  Äußern  von  K^  sollen  jetzt  aus  der  Ebene  fortgehoben  werden. 
Insbesondere  kann  es  vorkommen,  daß  die  ganze  Ebene  hierdurch  er- 
schöpft wird.  Es  kann  aber  auch  ein  endlicher,  von  mehreren  £[reisbogen 
begrenzter  Bereich  S  resp.  mehrere  solche  Bereiche  überbleiben.  Endlich 
können  sich  isolierte  Punkte  einstellen.  Wesentlich  ist  dabei,  daß,  wenn 
Punkte  der  Ebene  überhaupt  noch  da  sind,  diese  eine  im  Endlichen 
gelegene  Menge  2Ä  bilden.  Für  die  Punkte  von  2K  haben  dann  die 
Definitionsbereiche  der  verschiedenen  Elemente  f^  (z)  offenbar  eine  posi- 
tive untere  Grenze,  so  daß  man  also  in  9J{  eine  endliche  Anzahl  von 
Punkten  /3q,  .  . .  /3,  derart  wählen  kann,  daß  die  dazu  gehörigen  Ele- 
mente fj.  (r)  die  auf  3Jl  entfallenden  Bestimmungen  von  w  vollständig 
erschöpfen.    Letzteres  gilt  auch  von  K^. 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen.  Die  Frage,  ob  die  endliche  An- 
zahl vorliegender  Funktionselemente  auch  wirklich  alle  analytische 
Fortsetzungen  voneinander  sind,  erledigt  sich  jetzt  in  evidenter  Weise. 
Wäre  dem  nämlich  nicht  so,  so  würde  man  schon  aus  einem  Teile 
davon  eine  monogene  analytische  Funktion  zusammensetzen  können, 
welche  zugleich  der  Gleichung  (1)  und  einer  zweiten  algebraischen 
Gleichung  niederen  Grades,  f\{iv,  z)  =  0,  Genüge  leistet.  Infolgedessen 
müßte  das  Polynom  /'(«r,  z)  durch  das  Polynom  fx{w,  z)  teilbar  sein. 

b)  Die  allgemeine  Fotenz,  Man  braucht  den  Bereich  der  elemen- 
taren Funktionen  noch  nicht  zu  verlassen,  um  ein  Beispiel  einer  ex- 
pliziten analytischen  Formel  zu  erhalten,  welche  nicht  eine,  sondern 
mehrere  monogene  analytische  Funktionen  definiert.  Die  allgemeine 
Potenz  wurde  nämlich  durch  die  Formel  erklärt: 

a'  =  €F',  c  =  log  a. 
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unter  loga  eine  beliebige  Besdmmmig  dieser  Grofie  Tentuden.  Dar- 
nach ist  ar  ein  nnendlieh  TieUeotiger  Ansdnid^  ittm^m.  TCKsduedene 
Bestimmongen  sidi  xn  sedeben  eindeutigen  FonktiiiDai  nanuncB- 
&B8en  Iniaen,  velche  sieh  je  in  der  ganien  endfidien  Ebeae  analj- 
tisch  Tcrhahen  und  darum  ganze  transzendente  Fanktknot  ImUmi: 

Die  allgemeine  Pc4azz  besidit  also  nicht  etva  vie  logr  aas  einer  mdir- 
dentigen  monogenen  analjtischen  Funktion,  saadcm  Tielmehr  ans  nn- 
endlieh rielen  eindendgen  monogenen  analjtisclieB  Fonktiosen. 

(tcr  Elimämaikm.  Im  Kleinen  gilt  der  Satz,  daB  eine  anahtiache 
Fnnk&on  einer  analrtiacheD  Funktion  wieder  eine  analrtische  Fnnk- 
tion  ist.  Kap.  6.  f  5.  Cnternidien  wir  jetzt,  ob  ein  entsprechender 
Satz  im  Großen  besteht.    Sei  beispielsweise 

flicr  ist  «r  in  Atr  ganzen  endlichen  j-£bece  eice  Ton  Xnll  Terschie- 
dece  eindentige  analTtische  Funktion  toc  r.  Femer  konunoi  den 
beiden  Bestimmargen  ron  f  w  ,  als  Funktion  Ton  i  betrachtet: 


in  dem  nämlichen  Bereiche  die  Eigenschaften  a  .  c  .  d^  von  §  3.  nicht 
aber  b  ni.  Denn  jene  Bestimmungec  werden  ja  durch  die  beiden 
eindeTitig^r.  monogenen  analvtisoben  Fanktioiitai 


gerade  ersckopft. 

Hierao«  erkennt  man.  daß  die  Elimiiiadon  Ton  r    aus  zwei  ror- 
gelegen  Gleieh-inger. : 

wo  %  z'  ,  V  z  monoctne  analTtisohe  Funktionen  sind,  nicht  not- 
weticijr  ra  ein^rr  einzigen  monotrenen  Funktion  fuhrt,  vidmehr  kann 
^  [f  ^  aas  mehreren  solchen  bestehen  resp.  Stücke  daron  abgeben  ^V 
Demselben  Vorkommnis  sind  wir  bereits  einmal  begegnet.  Kap.  S,  §  18. 
Da  r.ahrr.en  wir  nÄTr.li<*n  yon  dem  Umstände  Kenntnis,  daß  der  Tolle 
SrEnin  zweier  alj^ebraisehen  Fliehen  möglicherweise  mehrere  Raum- 
kurren  Lefem  kann. 


1    Barkhardt.  Analftixh^  I\nkUi>nem.  §  70. 
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Im  gegenwärtigen  Falle  kann  man  den  Sachverhalt  so  deuten^, 
daß  man  die  beiden  vorgelegten  monogenen  analytischen  Funktionen 
durch  zwei  Zylinderflächen  darstellt: 

Durch  die  also  definierten  Raumkurven  geht  dann  noch  eine   dritte 

Zylinderfläche, 

z  =  q>[t  (x)] , 

welche  in  gewissen  Fällen  zerfällt^  indem  die  Direktrix  derselben^ 
nämlich  die  ebene  Kurve  0  ^  g>  [i^  (x)],  aus  mehreren  monogenen  ana- 
lytischen Kurven  besteht.  Hiermit  zerfällt  auch  die  betreffende  Raum- 
kurve.   Beispiel: 

Aufgabe.  Welche  von  den  folgenden  Formeln  stellen  mehrere- 
monogene  analytische  Funktionen  vor? 

log  e-',         log  sin  jgr,         log  Yz,         Y^g  ^,         "[/sin  z, 

y\  —  C08JS,        Yz^, 

c)  Kme  Funktion  mit  einer  natürlichen  Grenze.  Wir  wollen  jetzt, 
eine  Funktion  kennen  lernen,  welche  sich  im  Einheitskreise  eindeutige 
und  analytisch  verhält,  ohne  jedoch  eine  analytische  Fortsetzung  dar- 
über hinaus  zu  gestatten.    Sie  wird  durch  folgende  Reihe  definiert: 

H{z)  =  z^'  +  z^'  +  z^'  +  "-. 

In  der  Tat  konvergiert  diese  Reihe  für  alle  Werte  von  z^  wofür  \z\<l 
ist,  während  sie  für  z  =\  divergiert.    Ferner  findet  man: 

lim  Hix)  =  oo, 
«  =  i- 

wobei  X  auf  der  reellen  Strecke  (0,  1)  liegen  soU.    Denn 

H{x)>x^'  +  x^'-\ -ha;'» 

für  aöe  Werte  von  w.  Dieses  Polynom  übersteigt  aber  bei  gehöriger 
Wahl  von  n  und  b  jede  vorgegebene  positive  Größe  G,  sobald 
1  —  f  <  a;  <  1  genommen  wird. 

Wir  können  nun  noch  weiter  zeigen,  daß 

lim  H{z)  =  oo 
wird,  wenn  z  längs  eines  beliebigen  Radius,  welcher  nur  einen  Winkel 
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2pn/q  mit  der  positiven  reellen  Achse  bildet,  an  den  Rand  des  Ein- 
heitskreises hinanrückt.     Sei  also 

und  bezeichne  man  mit  m  die  kleinste  natürliche  Zahl,  wofür  m! 
durch  q  teilbar  wird.     Dann  wird  f&r  die  in  Betracht  kommenden 

Werte  von  a 

tn  —  l  00 

xsl  »sm 

Hierin  ist  der  Beweis  unserer  Behauptung  enthalten,  und  es  ist  auch 
zugleich  damit  dargetan,  daß  eine  analytische  Fortsetzung  von  H{b) 
über    den   Einheitskreis   hinaus   nicht   angeht.     Dieser   Kreis    bildet 
mithin  eine  natürliche  Grenze  für  die  Funktion.^) 
Die  zu  tv  =  H(g)  inverse  Funktion 

z  =  L  (w) 

hat  die  Eigentümlichkeit,  daß  durchweg 

L{w)\<l 

\ei.  Soviel  wir  sehen  können,  dürfte  indessen  L{tc)  mehrdeutig  sein. 
Wir  wollen  darum  noch  ein  weiteres  Beispiel  anführen,  wobei  sowohl 
die  direkte  als  auch  die  inverse  Funktion  eindeutig  ist,  ohne  jedoch 
linear  zu  sein. 

d)  Die  Funlction  Q{z).  Betrachten  wir  die  durch  folgende  Reihe 
definierte  Funktion   Q{z): 

Die  Reihe  konvergiert  oflFenbar  gleichmäßig  für  alle  Werte  von  jer, 
wofür  ^  ^  1  ist,  womit  sich  Q  {z)  in  diesem  abgeschlossenen  Bereiche 
als  stetig  erweist.     Im  Innern  des  Kreises  verhält  sich  Q  (z)  außerdem 

1)  Es  wäre  indessen  ein  Irrtum  zu  glauben,  daß  H(z)  unendlich  wird,  wenn  z 
einem  beliebigen  Punkte  des  Randes  zustrebt.  In  dem  Falle  würde  nämlich 
die  Funktion  H^{Z)  :=  liHiz)  den  Wert  0  am  Rande  annehmen,  während  sie  im 
Innern  des  Kreises  höchstens  eine  endliche  Anzahl  Ton  Polen  -sTj  ,  .  .  .  r^  hat. 
Hiemach  könnte  man  mittels  des  Ausdrucks 

(z  -  z,f>-  {z  -  z,)«'  ..-(z-  z^ft  H,  (r) 

eine  Funktion  herstellen,  die  sich  im  Innern  des  Kreises  analytisch  verhält  und 
am  Rande  den  Wert  0  annimmt.  Aus  der  Cauchyschen  Integralformel  folgt  aber 
dann  das  identische  Verschwinden  von  H^{z). 
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analytisch.     Indessen  läBt  sich  Q  (js)  nicht  über  den  Ereis  hinaus  ana- 
lytisch fortsetzen^  denn  sonst  müßte  dasselbe  auch  für 


09 


gelten.     Ferner  ist 

sofern  nur  z  +  z'  ist.     In  der  Tat  ist 

ÖW  — C(0        1    ,   ^z'*^'^^  +  z'''z'-\ h«'"'"^^ 


=1+2 


z  —  s'  \^  (nl  +  l)(n!  +  2) 

folglich  ist^) 


.'X  .  -  -  • 


^  1  -2^^!  >  ' -2^  =  ^- 


z  —  z         ^  


Demnach  wird  der  Rand  des  Einheitskreises  in  eine  einfache  reguläre 
geschlossene  Kurve  der  w- 
Ebene  übergeführt,  deren  In- 
neres dem  Innern  jenes  Krei- 
ses ein-eindeutig  entspricht, 
vgl.  Kap.  8,  §  5. 

Anwendung,     Mit  Hilfe  ^    ^^^ 

der  Funktion  Q  (a)  kann  man 

häufig  ein  Beispiel  konstruieren,  wodurch  eine  aufgeworfene  Frage 
entschieden  wird.  So  deuten  beispielsweise  die  algebraischen  Kurven- 
scharen 

f{Wy  z,a)  =  0 

darauf  hin,  daß  überhaupt  jede  solche  Schar,  wo  f  nur  analytisch 
von  den  drei  Argumenten  abhängt,  zu  einer  Umhüllungskurve  führen 
muß.     Setzt  man  indessen  die  Schar 

m;  —  ^  (£r)  —  a  =•  0 

an,  so  sieht  man,  daß  hier  von  einer  Umhüllungskurve,  selbst  von 
einer  ausgearteten,  nicht  die  Rede  sein  kann. 

Aufgabe  1.     Man  konstruiere  die  Riemannsche  Fläche  für  die 
Funktion 


1)  Diesen  Schritt  im  Beweise  verdanke  ich  Heim  A.  Hurwitz;   vgl.  Bull. 
Am.  Math.  Soc,  2.  Reihe,  Bd.  6  (1898),  S.  16. 

Osgood,  Fanktiouentheorle.  L  S.  Aufl.  29 
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ioge(4')-»og^(||). 


und  zeige^  daß  dieselbe  unendlich  ridhlittrig  ist,  ohne  jedoch  einen 
Yerzweignngspiinkt  zn  besitzen. 

Aufgabe  2.     Eine  bekannte  Zerlegong  einer  Funktion  f{g)  in 
einen  geraden  und  einen  ungeraden  Teil  besteht  darin,  dafi  man 

setzt  Welchen  Bedingungen  muß  eine  monogene  analytische  Funk- 
tion f(z)  genügen,  damit  dieser  Zerlegung  allgemeine  Gültigkeit  zu- 
komme? 


§  6.   Von  der  Permanens   einer  Funktionalgleiahung;    analytische 

Fortsetsnng  vermöge  derselben. 

Theorem.     Es  sei 

(1)  GK,...ir.) 

ein  Polynom  in  u?^, . . .  tr,,  dessen  Koeffizienten  analytische  Funktionen 
ton  z  mit  gemeinsamer  Riemannscher  Fläche  @  im  Sinne  von  Kap,  8, 
§  18  sind.    Ist  man  dann  im  Besitze  von  n  Funktionen: 

(2)  tc.=  f^{z),  i=l^..,n, 

icdche  sich  aUe  in  einem  Punkte  vofi  @  analytisch  verhalten  und  in  der 
Umgebung  desselben  das  Polynom  zum   Verschwinden  bringen: 

(3)  (?(eq,...iO  =  0. 

so  leistet  auch  jedes  System  gleichzeitiger  analytischer  Fortsetzungen  der 
Funläionen  (2)  über  einen  auf  @  bdiebig  verlaufenden  Weg  L  hin  der 
Funktionalgleichung  (3)  Genüge.  Dabei  soll  L  als  eine  reguläre  Kurve 
aufgefaßt  werden. 

In  der  Tat  verhält  sich  G,  als  Funktion  von  z  betrachtet,  in 
jedem  Punkte  von  L  analytisch  und  verschwindet  außerdem  identisch 
in  jener  Umgebung.  Denken  wir  uns  L  also  zunächst  als  eine  in 
der  schlichten  Ebene  einfache  reguläre  Kurve,  so  läßt  sich  L  mit 
einem  Streifen  umgeben,  in  welchem  sich  G  analytisch  verhält  und 
überdies  identisch  verschwindet.  Im  Falle  sich  L  dagegen  über- 
schneidet, so  wird  man  L  in  eine  endliche  Anzahl  einfacher  Bogen 
zerlegen  und  jeden  derselben  dann  mit  einem  Streifen  umgeben,  wo- 
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rin  sich  G  analytisch  verhält.  Daraus  erkennt  man,  daß  G  der  Reihe 
nach  in  jedem  derselben  verschwindet.  Hiermit  ist  der  Beweis  erbracht. 
Die  Differentialgleichungen  sind  Funktionalgleichungen,  welche 
ein  wichtiges  Beispiel  für  die  Anwendungen  des  Theorems  bilden. 
Nehmen  wir  etwa  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  rationalen  Koeffizienten: 

(4)  J;  +  M^)^+g(.)«;  =  0, 

indem  wir  vorab  folgenden  Existenzsatz  für  die  Lösung  derselben  an- 
geben: Sei  z  =  Zq  ein  gewöhnlicher  Punkt  für  die  Koeffizienten  p{z)y 
q{z),  und  sei  ferner  K  der  größte  Kreis  um  z^.  in  welchem  sich 
p{z),q  (z)  beide  analytisch  verhalten.  Dann  gibt  es  zwei  linear  un- 
abhängige Lösungen  von  (4),  tö^  und  tOg^),  deren  beide  sich  in  K 
analytisch  verhalten.  Des  weiteren  läßt  sich  jede  beliebige  Lösung  ID, 
welche  sich  in  Zq  oder  auch  in  irgend  einem  anderen  Punkte  von  K 
analytisch  verhält,  in  der  Form: 

ausdrücken,  wo  c^,  Cj  Konstante  sind.  Der  Satz  gilt  selbst  dann  noch, 
wenn  p{z)jq{z)  zwei  beliebige,  in  einem  einfach  zusammenhängenden, 
j?  =  oü  nicht  umfassenden  Bereiche  K  analytische  Funktionen  sind. 

Es  möge  nun  w  =  f{z)  eine  Lösung  von  (4)  sein,  wobei  die 
Funktion  f(z)  zunächst  bloß  in  einem  beschränkten  Bereiche  be- 
trachtet wird,  in  welchem  sie  sich  analytisch  verhält.  Dann  besagt 
das  Theorem,  indem  man 

d'i(7  dw 

G(w^,  tt'j,  w^)  =  ic\  +  p{z)w^  +  q{is)w^ 

setzt,  daß  auch  jede  analytische  Fortsetzung  von  f{z)  längs  eines 
Weges,  der  nur  durch  keinen  Pol  von  p{z^y  q(z)  hindurchgeht,  der 
Differentialgleichung  (4)  genügt.  Demgemäß  liefert  die  monogene 
analytische  Funktion,  welche  aus  dem  obigen  Funktionselement  f(z) 
hervorgeht,  in  ihrem  Gesamtverlaufe  eine  Lösung  von  (4).*) 

1)  D.  h.  zwischen  n)}  nnd  tu,  besteht  keine  identische  Relation  von  der  Form: 

atüi  "t"  ß^i  =^» 
wo  a,  ß  Eonstante  sind,  welche  nicht  beide  verschwinden. 

2)  Dabei  muß  man  jedoch  in  besonderen  Fällen  von  gewissen  Polen  der 
Koeffizienten  p(z)y  q{e)  absehen,  in  welchen  die  in  Bede  stehende  analytische 
Funktion  trotzdem  keine  Singularität  aufweist;  denn  in  solchen  Punkten  hört  die 
Differentialgleichung  auf,  eine  Bedeuttmg  zu  haben,  und  darum  kann  daselbst 
von  einer  Lösung  derselben  ja  nicht  die  Rede  sein. 

29  ♦ 
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um  noch  eine  zweite  Anwendung  des  Theorems  zu  erwähnen,  so 
seien  w^^f^{z)  nnd  w^  =  f^{z)  zwei  linear  unabhängige  Lösungen 
von  (4),  welche  in  einem  bestimmten  Bereiche  der  2r- Ebene  durch 
explizite  Formeln,  z.  B.  durch  Potenzreihen  gegeben  werden,  und  sei 
w=^f{z)  eine  Lösung,  welche  in  einem  getrennt  liegenden  Gebiete 
betrachtet  wird.  Indem  wir  w  in  den  erstgenannten  Bereich  analy- 
tisch fortsetzen,  läßt  sich  w  dort  in  der  Form 

(5)  w  =*  c^w^  +  CjW?, 

darstellen.  Und  nun  behauptet  das  Theorem,  daß  alle  simultanen 
analytischen  Fortsetzungen  der  soeben  in  jenem  Bereiche  betrachteten 
Bestimmungen  von  WjW^jW^  fortdauernd  der  Funktionalgleichung  (5) 
Genüge  leisten. 

AnalytischeFortsetzung  vermöge  einer  Funktionalgleichung. 

a)  Die  Gamma-Funktion.  Es  ist  zuweilen  möglich,  eine  ana- 
lytische Fortsetzung  vermöge  einer  Funktionalgleichung  zu  konsta- 
tieren. Nehmen  wir  beispielsweise  die  Definition  der  Oammafunktion 
durch  das  bestimmte  Integral  (vgl.  ein  späteres  Kapitel  im  zweiten 
Bande): 


r{z)^fv-'H''dt, 


wo  über  die  positive  reeUe  Achse  integriert  wird.  Das  Integral  kon- 
vergiert nur  so  lange  SR  (;er)  >  0  ist.  Andererseits  findet  man  für 
solche  Werte  von  e  durch  teilweise  Integration  die  Funktionalgleichung: 

r{z  +  i)  =  zr{z). 

Hier  hat  aber  die  linker  Hand  stehende  Funktion  eine  Bedeutung  für 
alle  Werte  von  z,  wofür  nur  SR  (^)  >  —  1  ist.  Definiert  man  daher 
die  r- Funktion  für  den  Bereich  —  l<9i(^)^0,  z^O,  durch  die 
Gleichung 

SO  erhält  man  dadurch  eine  analytische  Fortsetzung  der  durch  das 
Integral  vorgestellten  Funktion.  Durch  fortgesetzte  Wiederholung 
dieses  Verfahrens  findet  man,  daß  die  Funktion  sich  schließlich  über 
die  ganze  Ebene  mit  Ausnahme  der  Punkte  £r  =  0,  —1,  —  2,  •  •  • 
analytisch  fortsetzen  läßt,  wonach   sie  sich  denn  als  eine  eindeutige 
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Funktion  erweist,  welche  im  Endlichen  keine  anderen  Singularitäten 
als  Pole  besitzt  und  im  Punkte  0  ^  cx>  eine  höhere  Singularität  hat. 

b)  Die  elliptischen  Funktionen.     Betrachten  wir  jetzt  das  reeUe 
elliptische  Integral 

X 

(6)  M=   l'-^^l ,  0<Ä;<1, 

0 

wobei  X  auf  das  Intervall  —  1  ^  ^  ^  1  beschränkt  werde.     Die  Um- 
kehrfunktion, 

X  —  snu, 

erweist  sich  auch  als  eindeutig,  sofern  man  u  vor  der  Hand  auf  das 
Intei-vall  —  K  ^u  ^K  beschränkt,  wo 


ist.     Daran   schließen  sich  noch  die  weiteren  positiven  Funktionen: 

yi  —  x^^  CUM,         yi  —  k^x*^  dnUy 

welche  ebenfalls  im  genannten  Intervalle  eindeutig  sind.    Endlich  folgt 

aus 

du j. 

daß 

dx       dsnu  1 

,    =— ,—   =cnttdnM 
du         du 

ist. 

Wir  wollen  jetzt  die  Gleichung  ansetzen: 

CJ)    r <'^       _        _   /•       dx /_  dy 

J  V(l^z^ll-k*i*)      J   Vä  -  x")  (1  -  t»«*)      J  Vfi_y«)(i_i 


y«)(l-*'y«)' 

0  0  0 

wobei  wir  x  und  t/  als  reeUe  unabhängige  Yariabelen  ansehen,  welche 
im  übrigen  vorläufig  auf  den  Bereich: 

-  sn  Y  ^  x  ^  sn  g-  ,         -  sn  y  ^  y  ^  sn  y, 

beschränkt  werden  mögen,  damit  (Gleichung  (7)  stets  nach  z  auflösbar 
sei.  Hierdurch  wird  z  zunächst  als  eindeutige  Funktion  von  x  und  y 
festgelegt.  Und  nun  ist  es  eine  Haupteigenschafb  des  elliptischen 
Integrals    (6j,    daß    diese   Abhängigkeit   eben    eine    algebraische    ist. 
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Euler  hat  nämlich  gezeigt,  daß 

(g)  -  _  xV{r-y*)(l'^l^)  +  yy(l^x*)(l-k^x^ 

ist.^)  ^ 

Aus  dieser  Relation  erhalt  man  eine  entsprechende  f&r  die  in- 
versen  Funktionen,  indem  man 

X  ^^  snUy        y  =  sn t;,        je?  —  sn (u  +  t?) 
einträgt: 

/      ,      V        sn  u  cn  t7  dn  t;  H-  Bn  17  cn  u  dn  u 

sn  (m  +  r)  — — n-4 i 

^      '      -^  1  —  ä'  an*  u  sn'  v 

Dies  ist  eben  das  sogenannte  Additionstheorem  ffir  snu.     Setzt  man 

hier  noch  v  =^  u,  so  kommt: 

elsnu 

(9)  n  2  8nttcnudnu  au 

1  —  A;'8n^u  1  —  «'sn^u 

1)  Die  Richtigkeit  dieser  Formel  ergibt  sich  sofort,  indem  man  eine  zur 


/dz  . 
-  -  YonBuTkhtkrdi  (Analytische  Funktionen^ 


z 


%  56;  vgl.  unten,  Kap.  18,  §  1),  benatzte  Methode  anf  den  Yorliegenden  Fall  über- 
trägt und  sonach  im  letzten  Integral  yon  (7),  geschrieben  in  der  Form: 


dt 


J  1/(1  -  ««Kl  -  kü^' ' 

0 


die  Integrationsvariabele  t  durch  r  ersetzt,  wo 


^  «V^(l_^0(l7-A:*t«)  +  t  >/(l  —  x^  (1  —  k*x*) 


l  —  k*xH* 
ist.    Dabei  wird,  wie  die  Rechnung  zeigt, 

dv  dt 


1/(1  —  t*)  (1 —k*  t*)      1/(1  —  ö  (1  —  ^•*  o 

Infolgedessen  geht  das  letztgenannte  Integral  in 


i 

f 


dt 


1/(1  —  T«)  (1  —  Ä:«T«)~ 


über^  wo  z  durch  die  Formel  (8)  gegeben  ist.    Schreibt  man  noch  das  mittlere 
Integral  von  (7)  in  der  Form: 

/' ^r 

0 

so  lassen  sich  die  beiden  Integrale  zu  einem  eiuzigen  zusammenziehen,  womit 
sich  dann  die  Formel  (8)  ergibt. 
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Wir  wollen  nunmehr  unser  Augenmerk  auf  den  analytischen 
Charakter  der  hier  in  Betracht  gezogenen  Funktionen  richten.  Da 
finden  wir  vor  allem  ^  daß  sich  das  Integral  (6);  als  Funktion  eines 
komplexen  Arguments  x  aufgefaßt,  —  wir  wollen  ja  die  obigen  Buch- 
staben Xyy,UfV  auch  für  komplexe  Werte  beibehalten^  —  in  der 
Umgebung  der  Stelle  x  =  0  analytisch  verhält,  während  seine  Ab- 
leitung dort  nicht  verschwindet,  so  daß  also  die  inverse  Funktion 
X  =  Buu  ebenfalls  dort  analytisch  ist.  Es  soll  jetzt  bewiesen  werden, 
daß  snu  eine  eindeutige  monogene  analytische  Funktion  ist,  der  keine 
anderen  Singularitäten  als  Pole  in  der  ganzen  endlichen  Ebene  zu- 
kommen. In  der  Tat  sei  R  der  Radius  des  größten  Kreises  um  u  =  0, 
in  welchem  snu  sich  anal3rtisch  verhält  (Daß  quu  keine  ganze 
Funktion  ist,  wird  später  gezeigt.)  Dann  wird  durch  die  rechte  Seite 
von  Formel  (9)  eine  Funktion  f{u)  definiert,  welche  im  genannten 
Kreise,  höchstens  von  Polen  abgesehen,  eindeutig  und  analytisch  ist. 
Durch  Eintragen  einer  neuen  Variabelen  u  =  2u  kommt: 


sn 


»'-f© 


Hier  steht  rechter  Hand  eine  Funktion,  welche  im  erweiterten  Kreise 
\ii\  <  2iJ,  höchsten^  von  Polen  abgesehen,  eindeutig  und  analytisch 
ist.  Infolgedessen  gestattet  die  Funktion  snu  eine  analytische  Fort- 
setzung über  den  ursprünglichen  Kreis  '  u  |  <  i2  hinaus,  und  zwar 
weist  sie  im  Kreise  |ti  <  2jR  höchstens  Pole  auf.  Durch  fortgesetzte 
Wiederholung  dieses  Verfahrens  ergibt  sich  die  Richtigkeit  der  obigen 
Behauptung.^) 

Um  noch  nachträglich  zu  konstatieren,  daß  Pole  auch  wirklich 
vorhanden  sind,  genügt  es,  das  Integral  (6)  über  die  positive  imagi- 
näre Achse  zu  führen,  woraus  erhellt,  daß  sntt  im  Punkte 


dt 


"•='/vW 


0 

unendlich  wird. 

Die  Funktionen  cnu,  dnu  besitzen  analoge  algebraische  Additions- 
theoreme, welche  vorläufig  ebenfalls  nur  für  beschränkte  reelle  Werte 
von  u  und  v  bewiesen  werden.*)     Setzt  man  hierin  u  =»  v,  so  kommt: 

1)  Diese  Beweismethode  rührt  von  Weierstraß  (Vorlisungen  über  ellip- 
tische Funktionen)  her. 

2)  Vgl.  etwa  S ch  1  ömil ch,  jroinpendtum  det'  höheren  Analysis,  Bd.  2, 
S.  399,  400.  Die  Formeln  ergeben  sich  durch  direktes  Ausrechnen  von  yi  —  e*  und 
yi  —  k^z*  als  Funktionen  von  x^  y  vermöge  (8). 
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o  1  —  2  gn*«  +  ifc"  sn*  u 

Hier  stehen  rechter  Hand  eindeutige  Funktionen,  welche  sich  in  der 
ganzen  endlichen  Ebene,  höchstens  mit  Ausnahme  yon  Polen  und 
hebbaren  Unstetigkeiten,  analytisch  verhalten.  Andererseits  stimmen 
die  analytischen  Funktionen  cn2u,  dn2u  längs  eines  Stückes  der 
reellen  Achse  resp.  mit  diesen  Funktionen  überein.  Daher  sind  sie 
überhaupt  bis  auf  hebbare  Unstetigkeiten  mit  denselben  identisch. 

Jetzt  können  wir  noch  beweisen,  daß  das  Additionstheorem  für 
snt«  allgemein  gilt,  was  auch  immer  für  komplexe  Werte  u,v  haben 
mögen,  sofern  nur  die  in  Betracht  kommenden  Funktionen  aUe  eine 
Bedeutimg  haben.  Es  ist  eine  gute  Übimg  für  den  Leser,  diesen  Be- 
weis durchzudenken.  Wir  woUen  uns  indes  hier  deshalb  nicht  weiter 
damit  beschäftigen,  weil  der  Satz  ja  ohne  weiteres  aus  der  Verall- 
gemeinerung des  Prinzips  der  Erhaltimg  einer  Funktionalgleichung 
auf  Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  hervorgeht. 

über  die  Perioden  von  snu.  Endlich  konstatieren  wir,  daß  snu 
die  Perioden  4jr,  2K'i  zulaßt,  wo 


jj^_  r dx 


*x^' 


und  Ä;*+Ä'*=  1  ist.    Zu  dem  Zwecke  werde  nämlich  das  Integral 


/dz 
—  TT— 

0 


'^^ 


zuerst  über  eine  flache  Schleife  um  die  Punkte  —1,1,  Fig.  103a,  ge- 
führt, worauf  sich  dann  diese  Schleife  der  Strecke  (—1,  1)  der  reellen 


3^0 


Fig.  103». 


Fig.  103  b. 

Achse    immer    noch    mehr    anschmiegen    soll.     Dabei    springt   in    die 
Augen,   daß    der    Gesamtzuwachs    des   Integrals    gerade   AK  beträgt. 


§  6.  Von  der  PermaDenz  ein.  Fnnktionalgl. ;  analyt.  Forts,  yermöge  derselb.    457 

Nachdem  nun  z,  yom  Punkte  ^  »  0  ausgehend,  diesen  Weg  einmal 
beschrieben  hat,  soll  g  hinfort  in  der  Umgebung  der  Stelle  ;2r  =  0  ver- 
bleiben.    Hiermit  erhält  das  Integral  den  Wert 


45:+  C- ^^-=--, 


wobei  der  letzterem  Integrale  entsprechende  Integrationsweg  aus  der 
genannten  Umgebung  nicht  hinaustritt.  Daraus  geht  hervor,  daß  die 
Funktionalgleichung 

sn(w  4- 4Z")  =  sn  w 

zunächst  wenigstens  in  der  Umgebung  der  Stelle  w  =  0  gilt.  Wegen 
des  Prinzips  der  Permanenz  einer  Funktionalgleichung  muß  sie  aber 
deshalb  allgemein  bestehen. 

In  ähnlicher  Weise  wird  man  z  jetzt  über  den  in  Fig.  103  b  an- 
gedeuteten Weg  führen.    Dadurch  erfährt  das  Integral   den  Zuwachs 


00 


j  f ^y +  i  r ^y_ 2K'i 

0  — eo 

Um  letztere  Gleichung  zu  konstatieren,  wird  man  am  einfachsten,  wie 
folgt,  vorgehen.  Nach  dem  Cauchyschen  Integralsatze  läßt  sich  der 
betreffende  Integrationsweg  in  eine  die  positive  reelle  Achse  umfassende 
Schleife  stetig  deformieren,  ohne  daß  der  Wert  des  Integrals  sich  da- 
bei ändert.  Knüpft  man  nun  an  die  Entwicklungen  von  Kap.  8,  §  1& 
an,  indem  man  dieser  Schleife  gestattet,  sich  jener  Achse  immer  noch 
enger  anzuschmiegen,  so  ergibt  sich  sofort  die  gewünschte  Auswertung 
des  Integrals.    Hieraus  folgt  gerade  so,   wie  im  soeben  besprochenen 

FaUe,  daß 

sn(w  +  2K'i)  =  snw. 

Hiemach  erweist  sich  sntt  als  doppeltperiodisch  mit  den  Perio- 
den AK  und  2K'i,  Daß  jede  weitere  Periode  £1  sich  linear  und  ganz- 
zahlig aus  diesen  zusammensetzt: 

wird  im  folgenden  Kapitel  gezeigt. 


Dritter  Abschnitt. 
Anwendungen  der  Theorie. 

Zehntes  Kapitel. 
Periodische  Funktionen. 

§  1.   Primitive  Perioden. 

In  diesem  Kapitel  beschränken  wir  uns  auf  eindeutige  analytische 
Funktionen^  die  in  der  ganzen  endlichen  Ebene  keine  anderen  Singu- 
laritäten als  Pole  haben.  Eine  solche  Funktion  heißt  periodisch,  wenn 
«ie  einer  Funktionalgleichung  von  der  Form: 

genügt.  Dabei  ist  cd  eine  von  0  yerschiedene  Konstante,  und  die 
Gleichung  gilt  für  alle  Werte  von  jer,  wofür  beide  Funktionen  defi- 
niert sind.^)  CD  heißt  eine  Periode.  Es  erhellt  sofort,  daß  auch 
no,  (w  =  ±l,  ±2,...),  sowie  ferner,  unter  (o^,  Oj  zwei  beliebige 
Perioden  verstanden,  die  Größe  m^cs^  +  Wgco^,  (Wj,  w,  «=•  ±  1,  ±  2, . . .), 
eine  Periode  ist.  Im  besonderen  kann  es  vorkommen,  daß  ein  Bruch- 
teil von  CO  bzw.    die  Größe    «jCDi  +  «gCOj,    wo    wenigstens   einer   der 

1)  Allgemein  sei  f{z)  eine  beliebige  monogene  analytische  Funktion  von 
folgender  Beschaffenheit:  in  jedem  Punkte  der  Umgebung  einer  bestimmten 
Stelle  z^^Zq  fällt  eine  besondere  Bestimmung  von  f{z)  mit  einer  zweiten  Be- 
stimmung dieser  Funktion  in  dem  entsprechenden  Punkte  z'  ^^z  -\-€o  der  Um- 
gebung der  Stelle  z^-j-  m  zusammen : 

nz  +  ai)^f{z). 

Setzt  man  dann  f(z)  längs  eines  von  Zq  ausgehenden  Weges  analytisch  fort,  so 
läßt  sich  ersichtlich  jene  zweite  Bestimmung  der  Funktion  längs  desjenigen 
Weges  fortsetzen,  welcher  aus  dem  ersten  Wege  durch  die  Parallel  Verschiebung: 
:s'  ^=z  -{-  OD  hervorgeht.  Hieraus  erkennt  man,  daß  sich  der  ganze  Definitions- 
bereich von  f{z)  mit  demjenigen  von  f(z  -j-  a)  gerade  deckt,  sowie  daß  die  beiden 
monogenen  analytischen  Funktionen  f(z)  und  f(z  -\-  (o)  ausnahmlos  durch  obige 
Fanktionalgleichung  miteinander  verknüpft  sind.    f(z)  heißt  dann  periodisch. 
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Koeffizienten  a^,  a^  keine  ganze  Zahl  ist,  eine  Periode  ist.  Dement- 
sprechend drängt  sich  vor  allem  die  Frage  auf,  ob  eine  solche  Periode 
dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  klein  zu  werden  vermöge.  Hier- 
auf gibt  folgender  Satz  Antwort. 

Hilfssatz.^)  Ist  f{z)  eine  periodische  Funktion,  die  nicht  bloß  auf 
eine  Konstante  ausartet,  und  zeichnet  man  alle  ihre  Perioden  als  Punkte 
der  Ebene  auf,  so  haben  dieselben  keine  im  Endlichen  belegene  Häufungs- 
stelle,^) 

Denn  sonst  müßten  sich  diese  Punkte  auch  in  der  Nähe  der 
Stelle  e  =  0  häufen,  da  die  Differenz  zweier  in  der  Nähe  der  Häufungs- 
stelle gelegener  Perioden  wieder  eine  Periode  ist.  Wäre  dem  nun  so, 
so  sei  z  =  Zq  ein  Punkt,  in  welchem  f{z)  sich  analytisch  verhält. 
Dann  gibt  es  in  jeder  Nähe  dieses  Punktes  einen  Punkt  z^z^  +  m, 
in  welchem  f{z)  den  Wert  f{z^  annimmt,  und  daher  verschwindet 
die  Funktion  f{ßi)—f(js^  in  jeder  Umgebung  von  Zq  noch  in  einem 
zweiten  von  z^  verschiedenen  Punkte.  Demgemäß  kann  f{z)  nur 
eine  Eonstante  sein,  was  eben  gegen  die  Voraussetzung  verstoßt. 

Jetzt  nehme  man  eine  beliebige  Periode,  lege  durch  den  dieselbe 
darstellenden  Punkt  und  z  =  0  eine  Gerade,  und  bezeichne  mit  o  eine 
der  beiden  auf  letzterer  befindlichen,  dem  Punkte  £r  =»  0  am  nächsten 
gelegenen  Perioden.  Dann  wird  eine  beliebige  Periode  Sl,  wofür  die 
Relation 
(1)  arc  £1  =  arc  oj  (mod  n) 

gilt,  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  cd  sein. 

Denn  sonst  könnte  man  Sl  in  der  Form  schreiben: 

wo  n  eine  ganze  Zahl  und  die  reelle  Größe  a  zwischen  0  und  1  liegt, 
und  daher  müßte  ug)  eine  Periode  sein.  Das  widerspricht  aber  der 
Voraussetzung  bezüglich  m,  und  hiermit  erweist  sich  die  Behauptung 
als  richtig. 


1)  Briot  et  Bouquet,  Fondiom  elUptiques,  1.  Aufl.,  1869,  S.  76;  2.  Aufl., 
1873,  S.  233.  Der  Satz  rührt  im  weseDtlichen  vod  Jacobi  her;  vgl.  das  über- 
nächste Zitat. 

2)  Für  mehrdeutige  Funktionen  ist  der  Satz  nicht  richtig.  Andererseits 
behält  der  Satz  seine  Gültigkeit  für  eindeutige  reelle  stetige  Funktionen  einer 
reellen  Variablen,  sofern  man  das  Wort  „Ebene"  durch  „Gerade"  ersetzt. 
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Die  Größe  cd  heißt  nach  Weierstraß  eine  primitive  Periodej^) 
d.  h.  eine  Periode^  welche  so  beschaffen  ist,  daß  jede  andere  Periode  ^ 
wofür  die  Relation  (1)  gilt,  sich  als  ein  ganzzahliges  Vielfaches 
derselben  ausdrücken  laßt.  Hat  f(js)  keine  anderen  Perioden  als 
nur  woj,  so  heißt  f(js)  eivftich  periodisch.  Sonst  sei  o  eine  weitere 
Periode.  Da  arc  ö  +  arc  co  resp.  arc  a  +  x  ist,  so  bilden  die 
beiden  Strecken  (0,  coi),  {0,  'S)  zwei  Seiten  eines  Parallelogramms. 
Innerhalb  und  auf  dem  Rande  desselben  können  sich  dem  vorstehen- 
den Satze  zufolge  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Perioden  befinden; 
im  übrigen  liegt  nur  die  eine  Periode  cd  auf  der  Seite  (0,  &),  denn 
o  ist  ja  primitiv.  Des  weiteren  sei  cj'  +  OJ  eine  Periode,  welche  im 
Parallelogramm  und  zwar  der  Seite  (0,  cd)  möglichst  nahe  liegt.  Wir 
wollen  nun  das  Parallelogramm  mit  den  Seiten  (0,  o),  (0,  oj')  ins 
Auge  fassen.  Die  Ecken  a,  o',  a  +  cd'  desselben  stellen  Perioden  dar, 
weiter  gibt  es  aber  keine  den  inneren  und  Randpunkt'Cn  zugehörigen 
Perioden.  Denn  nach  den  Forderungen,  wodurch  das  Parallelogramm 
bestimmt  wurde,  kann  (^in  solcher  Punkt  Sl  höchstens  auf  der  Seite 
(o',  a>  +  oj')  liegen:  iß=cD'+aaj,  Ü<a<l.  Darnach  müßte  aber 
auch  eine  Periode,  nämlich  ao,  auf  der  Seite  (0,  co)  liegen,  wodurch 
man  denn  auf  einen  Widerspruch  geführt  würde. 

Jetzt  teile  man  die  ganze  Ebene  in  kongruente  Parallelogramme 
ein,  denen  das  vorstehende  Parallelogramm  angehöre.  Die  Ecken  der- 
selben mit  Ausnahme  von  z  =  0  stellen  dann  Perioden  dar,  denn  sie 
sind  alle  in  der  Formel  enthalten: 

Sl  =  m(ü  +  w'cj',     m,  ni  =  Oj  j:  1,  ±  2, .  . .,      ;  m  |  +  |  w'  |  >  0. 

Weiter  gibt  es  aber  keine  Perioden.  Denn  eine  solche  würde  noch 
zu  einer  Periode  führen,  welche  einem  von  den  Ecken  verschiedenen 
Punkte  des  Ausgangsparallelogramms  entspricht. 

Die  Funktion  f(js)  heißt  in  diesem  Falle  doppeltperiodisch  und 
die  Perioden  0,09'  bilden  ein  primitives  Periodenpaar,  d.h.  ein  Perioden- 
paar, welches  so  beschaffen  ist,  daß  jede  Periode  als  Summe  zweier 
ganzzahligen  Vielfachen  der  beiden  Bestandteile  a  und  cd'  ausgedrückt 
werden  kann. 

Während  eine  primitive  Periode  einer  einfach  periodischen  Funk- 
tion bis  auf  das  Voi*zeichen  eindeutig  bestimmt  war,  kann  man  da- 
gegen bei  den  doppeltperiodischen  Funktionen  ein  primitives  Perioden- 

1)  Jacobi  gebrauchte  die  Bezeichnung  „index  proprius",  Journ.  für  Math., 
Bd.  13  (1835),  S.  55.  Der  Ausdruck  „primitive  Periode"  rührt  von  Weierstraß^s 
Vorlesungen  her. 
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paar   auf  unendlich   viele   verschiedene  Weisen   wählen.     In  der  Tat 
setze  man 

Ä  =  (IG)  -f  flG)', 


<2) 


WO  fij  fx',  V,  V  ganze  Zahlen  sind.  Kann  man  diese  Gleichungen  nach 
(o^  o'  ganzzahlig  auflösen: 

CD  =  x5l  +  x'ä', 

wo  also  X,  x'y  \^  X'  ganze  Zahlen  sind;  so  laßt  sich  jede  Periode  auch 
durch  Sl^  H'  ganzzahlig  ausdrücken,  m.  a.  W.  hilden  dann  Sl  und  Sl' 
«benfalls  ein  primitives  Periodenpaar.  Beispiel:  ft  =  i/'=-l,  /:*'— 0, 
V  beliebig.  Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafÜT;  daß 
Sl^  Sl'  ein  primitives  Periodenpaar  bilden  sollen  ^   besteht  darin,  daß 


(3) 


ft    IL 


V    V 


±1 


sei.  Daß  diese  Bedingung  hinreicht,  ist  ja  evident.  Daß  sie  aber 
such  notwendig  ist,  ergibt  sich,  wie  folgt.  Zuvörderst  ist  klar,  daß 
die  Koeffizienten  x,  x',  A,  X*  ganzzahlig  ausfallen  müssen,  denn  sonst 
könnte  man  auf  die  Existenz  einer  Periode  schließen,  welche  sich 
nicht  als  die  Summe  zweier  ganzzahliger  Vielfachen  von  Sly  Ü!  aus- 
drücken läßt.    Aus  der  Beziehung 

x^  +  x'a'=  js:ä  +  jf'Ä',  d.  h.   (x - K)si  +  (x- Ä:')a'=  o 

folgt  nämlich  wegen  (2)  und  (3),  daß 

x  =  jj:,   tc'^k' 

ist;    und  ähnliches  gilt  auch  für  X,  X\     Nun  ist  aber 


X  = 


X    =  — 


woraus  sich  ergibt, 


IL    IL 
V    V 


Ar 
-A.  A 


A  •  x' 
A  •  X 


oder    A  =  A*(xA'— x'X). 


Hierin  liegt  der  gewünschte  Beweis.  Geometrisch  sagt  die  Bedingung 
aus,  daß  die  Flächeninhalte  der  beiden  Periodenparallelogramme  ein- 
ander gleich  sind. 
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Die  TQiwafgAaiden  Entwicfciinign  endi^yfcn  aDe  MogKfhkeitMi 
bezdglieh  der  Kxirtrm  ron  Perioden  der  bicr  in  Betnekl  geioggattt 
Fnnktioiieii  /'»V,  daher  mStfen  diese  Fimttiaiien  eaiwedei  wiifirh 
oder  doppelt  periodisch  sein.  Hiermit  ist  aodi  der  fijgejdc  Ton 
Jaeobi  herröhrende  Satz  geUefiert. 

Lehrsatz.^;  Eime  eimdemiige  n^aek  penedkeke  FtudÜom  fiß)  gU 
e$  mekt^  9C€fem  n  >  2  mui  /"•  / »  ireme  K^mgiamie  isi. 

Wir  betonen  die  Bedingung  ei^dsutig.  denn  es  gibt  wohl  tmAr- 
deutige  FnnktioDen,  deren  Perioden  sich  nicht  alle  durch  dn  piimi- 
tires  Perioden/»ar,  sondern  er^t  Tem^oge  eines  primitiTen  Periodoi- 
homplexes  (o,  m\  — ,  o*"^;  ganzzahlig  darstdlen  lassen: 

Insbesondere  liefert  die  einem  nicht  spezialisierten  Abelschen  Inte- 
grale, i>>  1,  entsprecheude  Umkehrfunktion  eine  derartige  Funktion.*) 
Zum  Schluß  sei  noch  erwähnt,  daß  es  im  Falle  dner  doppelt- 
periodischen Funktion  stets  ein  primitires  Periodenpaar  (o,  &)  gibt^ 
wofÖr  der  Punkt 

in  demjenigen  Räume  der  Zahlenebene  liegt,  welcher  durch  folgende 
ÜDgleichungen  bestimmt  wird';: 

wozu  noch  die  Randpunkte 

hinzutreten.    Es  ist  hier. 

ä/3  <  arc  ci  Gi  -^  2x  3. 
Wie  man  leicht  nachrechnet,  haben 

stets  gleiches  Vorzeichen. 

1)  Jaeobi,  Journal  für  Math..  Bd.  13,  (1835),  S.  61. 

2;  Man  verj^leiche  etwa  Neu  mann,  Ähehche  Integrale^  2.  Aufl.,  1884,  oder 
Appell  et  Goursat,  llieorie  des  fotictions  algebriques  et  de  leurs  integrales. 

3)  Hieniber  vergleiche  man  Klein-Fricke,  Modulfunktionen,  Bd.  1,  2.  Ab- 
»chnitt,  3.  Kap.,  S.  243. 
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§  2.     Über  Periodenstreifen  und  einfach  periodisohe  Funktionen. 

Sei  f{z)  eine  einfach  periodische  Funktion  mit  der  primitiven 
Periode  cd.  Zm-  Behandlung  von  f{z)  teilen  wir  die  ^er-Ebene  in  gleiche 
Streifen  ein,  indem  wir  durch  jeden  der  Punkte  jef=«na>(n=»0,  ±1,  ±2,...) 
eine  Gerade  legen,  welche,  wie  wir  fürs  erste  yoraussetzen  wollen, 
senkrecht  auf  der  Strecke  (0,  (o)  stehen  soU.  Greift  man  einen  dieser 
Streifen  willkürlich  heraus,  welcher  dann  als  der  Anfangs-  oder  Aus- 
gangsstreifen bezeichnet  werde,  so  entspricht  jedem  Punkte  e'  der  Ebene 

vermöge  der  Beziehung 

/=  ;8r  +  wo,  **'='0,  ±  1,  ±2,... 

ein  und  nur  ein  Punkt  z  dieses  Streifens.  Die  Punkte  sf  heißen  zu  e^ 
sowie  untereinander  kongruent.  Nur  wegen  der  Randpunkte  ist  noch 
eine  Festsetzung  nötig,  welche  wir,  wie  folgt,  treffen  wollen:  die 
Pimkte  des  einen  Randes  sollen  zum  Ausgangsstreifen  gerechnet 
werden,  diejenigen  des  anderen  Randes  aber  nicht;  außerdem  wird 
man  den  imendlich  fernen  Bereich  des  Streifens  als  zwei  getrennte 
Punkte  auffassen,  wie  später  des  näheren  besprochen  werden  solL 
Wie  man  sieht,  läßt  sich  das  Verhalten  der  Funktion  f(z)  in  der 
ganzen  Ebene  überschauen,  indem  man  ihr  Verhalten  bloß  in  den  Punkten 
des  Anfangsstreifens  untersucht.  Im  übrigen  machen  wir  den  Leser 
noch  einmal  auf  die  am  Eingange  des  vorigen  Paragraphen  getroffene 
Verabredung  bezüglich  der  Funktion  f(z)  aufmerksam. 

Den  Ausgangsstreifen  nennt  man  nach  Klein  einen  Fundamental'- 
hereich  oder  -räum  für  die  Funktion  f  (/)})  Auf  die  genaue  Form  und 
Lage  der  Begrenzung  desselben  kommt  es  nicht  an.  So  hätte  man 
beispielsweise  statt  senkrechter  auch  beliebige  parallele  Geraden  durch 
die  Punkte  nco  legen  dürfen,  vorausgesetzt  nur,  daß  sie  mit  der  durch 
0  und  o  gelegten  Geraden  nicht  zusammenfallen.  Wesentlich  ist 
dabei  nur,  daß  ein  Bereich  angenommen  wird,  durch  dessen  Wieder- 
holung vermöge  der  Transformation 

z'  ^  z  +  nm 

der  ganze  Definitionsbereich  der  Funktion  f{z)  gerade  einmal  er- 
halten wird.*) 

1)  Vgl.  Enzyklopädie,  II  Bl,  Nr.  25,  sowie  Klein-Fricke,  Modulfunktüh 
iun^  Bd.  1,  S.  163 — 203.  Der  genannte  Streifen  bildet  den  Diskontinuitätsbereich 
für  die  Gruppe  linearer  Transformationen:  (z^z-^-nw),  Fricke-Klein,  Auto- 
morphe Funktionen^  Bd.  1,  S.  60. 

2)  Die  beiden  Punkte  oc  des  Streifens  nehmen  hierbei  eine  Sonderstellung- 
ein,  indem  sie  zu  jedem  Fundamentalstreifen  gerechnet  werden  müssen,  während 
sie  andererseits  zu  keinem  Punkte  des  Definitionsbereiches  von  f{z)  führen,  so- 
fern f{e)  nicht  gerade  eine  Konstante  ist. 
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Um  die  EigeDScbaftea  der  Funktion  f{e)  zu  erforschen,  bietet 
sich  als  bequemstes  Mittel  die  Methode  der  konformen  Abbildong, 
welcher  wir  ans  jetzt  zuwenden  wollen. 

Konforme  AhhÜdung  des  Periodetistfeifens  auf  die  voUe  Ebene. 
Durch  die  Transformation 


wird  der  Periodenstrelfen  ein-eiudeutig  auf  die  schlichte  ic-Ebene  be- 
zogen.    Wir  haben  nämlich  früher  einmal  die  Transformation 


eingehend  erörtert  (Kap.  6,  §  15,  sowie  Kap.  8,  §  1).  Es  ergab  sich, 
daß  die  Z-Ebene  hierdurch  auf  eine  unendlich  vielblättrige  Riemann- 
eche  Fläche  mit  Yerzweigungepunkten  in  w  —  0,  tx)  abgebildet  wird, 
und  zwar  so,  daß  der  Streifen 

0^r<2a,  Z-X  +  i¥, 

«in-eindentig  auf  ein  längs  der  positiven  reellen  Achse  aufgeschnittenes 
Blatt  bezogen  wird.  Andererseits  wird  derselbe  Streifen  durch  die 
Transformation 

in  einen  jener  Periodenstreifen,  —  nehmen  wir  an,  in  den  Änfai^s- 

fltreifen,  —  Übergeführt. 


Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  e  aus  dem  Anfangs-  in  einen  benach- 
barten Streifen  übertreten.  Dabei  rückt  w  in  ein  zweites  Blatt  der 
Riemannschen  Fläche.  Und  nun  entsprechen  zwei  übereinanderliegenden 
Punkten  dieser  Fläche  zwei  zueinander  kongruente  Punkte  der  £^-Ebene. 
Infolgedessen  nimmt  f{z),  als  Funktion  von  w  betrachtet: 


§  2.  Über  Peiiodenstreifen  und  einfach  periodische  Funktionen.        465 

in  übereinander  liegenden  Punkten  der  verschiedenen  Blatter  gleiche 
Werte  an  und  erweist  sich  somit  als  eine  eindeutige  Funktion  von  to. 
Des  weiteren  verhält  sich  (p(tv)  im  allgemeinen  analytisch^  indem 
q>  (tv)  in  einem  endlichen  Punkte  Wq  +  0  höchstens  einen  Pol  aufweist. 
Dagegen  kann  einer  oder  auch  beide  der  Punkte  tv  >=  0,  oo  der  Sitz 
«iner  wesentlichen  Singularität  sein^  es  können  sich  femer  Pole  in 
der  Nähe  dieser  Punkte  häufen,  so  daß  also  eine  isolierte  wesentliche 
Singularität  zweiter  Art  zu  stände  kommt. 

Diese  beiden  Punkte  w  =  0,  oo  sind  es  gerade,  welche  dem  un- 
endlich fernen  Bereiche  des  Periodenstreifens  entsprechen,  woraus  nun 
hervorleuchtet,  weshalb  es  sich  empfiehlt,  diesen  Bereich  als  zwei  ge- 
trennte Punkte  aufzufassen,  das  Verhalten  von  f{z)  in  einem  Ende 
des  Streifens  bedingt  nämlich  keineswegs  das  Verhalten  der  Funktion 
im  anderen  Ende. 

Umgekehrt  führen  aUe  diejenigen  eindeutigen  Funktionen  q)(w), 
welche  in  der  ganzen  M7-Ebene,  von  den  Punkten  m?  =  0,  oo  höchstens 
abgesehen,  keine  anderen  singulären  Punkte  als  Pole  haben,  auf  Funk- 
tionen f(0),  welche  sich  im  Endlichen  bis  auf  Pole  analytisch  ver- 
halten und  die  Periode  o  zulassen.  Dabei  braucht  cj  jedoch  keine 
primitive  Periode  zu  sein  und  außerdem  kann  hier  noch  eine  zweite 
Periode  o',  wofür  arc  o'  +  arc  o  resp.  arc  (o  +  jc  ist,   vorhanden  sein. 

Unter  den  eindeutigen  analytischen  Funktionen  nehmen  die  ratio- 
nalen Funktionen  eine  besonders  einfache  Stellung  ein.  Untersuchen 
wir  daher  jetzt,  welche  Eigenschaften  der  Funktion  f{g)  zukommen, 
wenn  (p{w)  rational  ist.  In  diesem  Falle  verhält  sich  (p(tv)  auch  in 
den  Punkten  iv  =  0,  cx)  analytisch  resp.  hat  g?  (w)  in  einem  oder  in 
beiden  derselben  einen  Pol.  Hiernach  kann  man  sagen:  Rückt  z  längs 
eines  beliebigen  ganz  im  Periodenstreifen  verlaufenden  Weges  nach 
einer  bestimmten  Seite  hin  ins  Unendliche,  so  nähert  sich  f(z)  dabei 
einem  Grenzwerte  oder  aber  f(ß)  wird  unendlich.  Diese  notwendige 
Bedingung  ist  offenbar  auch  hinreichend,  falls  sie  für  beide  Enden  des 
Periodenstreifens  erfüllt  ist. 

Definition.  Nähert  sich  f{z)  einem  Grenzwerte  C  oder  wird  f{z) 
unendlich,  wenn  z  längs  eines  beliebigen  ganz  im  Fundamentalraume 
verlaufenden  Weges  nach  einer  bestimmten  Seite  hin  ins  Unendliche 
rückt,  so  sagt  man:  f{z)  nimmt  den  Wert  C  im  betreffenden  Ende 
des  Streifens  an  bzw.  hat  dort  einen  Pol^^  und  man  definiert  die  Ord- 
nung des  Poles  usw.  für  die  Funktion  f(z)  als  diejenige  Zahl,  welche 
die  Ordnung  des  Poles  der  zugehörigen  Funktion  q>{w)  im  ent- 
sprechenden Punkte  darstellt.    In  jedem  anderen  Falle  sagt  man,  die 

Osgood,  Panktionentheorie,  I.  S.  Aufl.  30 
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Funktioii  f^^*  list  im  Endpunkte  des  SbcffieHi 
jM^Hlärai  PwdU.  BIdbl  die  Fukticm  UoA  cBdKck  im  cum  Bade 
da  PamDeklrafciis.  so  niBml  se  notwcadig  einem  liwIiMMlea  Wert 
dort  an. 

Aufgabe.  Man  imtenadie  die  Abbildnng  eines  PenodeBslnifiBni^ 
wenn  dieser  durch  zwei  panJlde  Gerade  begicmt  wird,  wslcke  in- 
deaeen  nielit  senkrecht  auf  der  Strecke  (0«  m\ 
soll  dabei  gexeigt  werden.  daS  ein  dorch  zwei  Parallele 
(Oy  o)  ans  dem  Streifen  geedmittenes  PanDdognmm  in 
ring  der  tr-Ebene  fibergefohrt  wird,  wricher  Bngs  einer  h 
Spirale  angeschnitten  ist. 


§  3.    Behsndhms  dnr  <»»*«^^«^^  peciodischflo 

kofnfbfznier  Abbildnng  ihres  gnndsmfmtalbersinliss 

Im  Anschluß  an  die  EntwicUnngen  des  Toihergdienden  P^va- 
gnq^hen,  sowie  des  Paiagraphen  fiber  rationale  Funktionen,  K^.  7, 
§  10,  erhalt  man  eine  Reihe  ron  Sätzen  betreffend  ein&ch  pmodische 
Funktionen,  zu  deren  Betrachtung  wir  jetzt  übogehen.^) 

1.  Satz.   Htü  eint  eimfaA  periodistke  Fumktum  f{i)  teimem  wesaU- 
singulären  Punkt  im  FundamenUdranmey  so  laß  Adb  f{s)  als  eine 


* 


rationale  Funktion  ton  e  "     darsteUen^  tcobei  &   eine  (primUite  oder 
micht-primitireß  Periode  bedeutet: 

/•u-)  =  B(e^'). 

Wird  f(z)  hier  femer  in  keinem  der  beiden  Endpunkte  des  Fun- 
damentalstreifens null  oder  unendlieh,''so  hat  man,  sofern  f(t)  keine 
Konstante  ist:  ,     ,,.        ,,. 

Wird  die  Funktion  bloß  in  keinem  Endpunkte  unendlichy  so  wird 


1 '  Wir  erinnern  wieder  an  die  zu  Anfang  des  §  1  getroffene  Voraossetzung 
bezüglich  der  Funktion  f^z). 
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Hinsichtlich  der  Ausnahmefalle  wird  der  Leser  den  Satz  leicht 
ergänzen  können. 

Wir  fügen  noch  den  folgenden  Zusatz  hinzu,  dessen  erster  Teil 
auch  direkt  bewiesen  werden  kann,  da  die  Funktion  ja  in  der  ganzen 
Ebene  endlich  bleibt. 

Zusatz.  Hat  f{is)  außerdem  gar  keinen  Pol  im  ganzen  Funda- 
mentalraume,  inMusive  der  beiden  Endpunkte,  so  ist  f(js)  eine  Konstante. 
Hat  f{z)  bloß   tn  eine^n  Endpunkte  einen  Pol,  so  ist  f{z)  eine  ganze 

2  /r  /  2  /r  I 

z  -z 

rationale  Funktion  vofi  e  ""     bzw.  e    *"    . 


Anstatt  der  Funktion  e  *"      kann   man  tan  —  z  ebenso   gut  zur 

Darstellung  einer  periodischen  Funktion  verwenden,  denn  die  beiden 
Funktionen  hängen  ja  linear  voneinander  ab: 


ifti 

z 

,        n 

e  ""         1 

tan  —z  = 

—  i  ' 

ä%          • 

(D 

int 

e  ^    +1 

Im  Falle  q)  (w)  keine  anderen  singulären  Punkte  als  nur  u;  =  0,  oo 
hat,  kann  man  q){w)  in  eine  Laurentsche  Reihe  entwickeln,  die  für 
die  ganze  Ebene  außer  dem  Punkte  w  =  0  gilt: 

00 

n  =  — 00 

Die  entsprechende  Funktion  f{z)  »  9  (tv)  läßt  somit  eine  fQr  die  ganze 
endliche  ;er-Ebene  gültige  Entwicklung  von  der  Form  zu: 

00  2/ri 

(2)  m-^cy""". 


n  =  —  00 


Ersetzt  man  hier  die  Exponentialfunktion  durch  trigonometrische 
Funktionen,  so  erhält  man  für  f{z)  eine  Entwicklung  in  eine  Fourier- 
sche  Reihe: 


00 


(3)  f{z)  =2;  (a,  cos  «  ^^  e  +  b„Buin-*e\. 

Dabei  ist 

«„=  c^+  c_^,        b^^i{c^-  c_  J. 

Daß  die  beiden  Reihen: 

00  00 

(4)  ^an^^oen^^z,        ^b^aian^-^e, 

30* 
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in  jedem  Punkte  der  j^•Ebene  absolut,  sowie  in  jedem  endlidhiqn  Be- 
reiche der  Ebene  gleichmäßig  konrergieren,  beweist  man  ohne  Schwierig- 
keit auf  Grand  folgender  Relationen: 

wo  iZ,  r  beliebig  groß  bzw.  klein  angenommen  werden  dürfen,  und 
Jlf^  m  Ton  n  nicht  abhangen,  TgL  Kap.  7,  §  15.   Femer  gelten  wegen 


cosg-       ^2        , 

am  r  1-i-r 

Bin  5  -        j . 

die  Relationen 

Denn  es  ist 

cos  t   <.e  t'  y 

isinS  ^«  '  , 

e-6  +  1?». 

Der  Einfachheit  halber  haben  wir  Torausgesetzt^  daß  tp  (w)  keine 
anderen   singolaren  Punkte   im  Endlichen  als   nur  den  einen  tr  »=  0 
hat    Dem  entspricht,  daß  f(z)  gar  keine  singularen  Punkte  im  End- 
lichen hat.    Wir  woUen  jetzt  eine  beliebige  Funk- 
tion f{g)  mit  der  Periode  co  betrachten.  Sei  ABC\D 
ein  Parallelogramm,  welches  durch  zwei   Parallele 
zur   Strecke   (0,  o)   aus   dem  Fundamentalraume 
der  Funktion   herausgeschnitten   wird    und    höch- 
stens auf  den  Seiten  AB,  CD  Pole  von  f(z)  ent- 
hält.    Das    konforme  Abbild   dieses  Bereiches  in 
der  t«;.EbeDe    ist  ein  Ereisring,  in  welchem   nun 
die  Laurentsche  Entwicklung  (I)    für    die  trans- 
Pig.  105.  formierte   Funktion    gilt.     Daher   läßt   sich   f{£) 

durch  die  Reihe  (2)  oder  (3)  im  Parallelogramme 
darstellen.  Diese  Reihen  konvergieren  absolut  für  jeden  auf  keiner 
der  Seiten  ÄB^  CD  gelegenen  Punkt  des  Parallelogramms,  sie  kon- 
vergieren andererseits  gleichmäßig  in  jedem  Teile  des  Parallelogramms, 
der  nur  keinen  Punkt  jener  Seiten  am  Rande  enthält.  Dagegen  läßt 
sich  (3)  im  allgemeinen  nicht  in  die  beiden  Reihen  (4)  spalten.  Da- 
mit nämlich  die  Reihenentwicklung 

00  00 

(5)  f{e)=^a„eoan^^-e+^b,amn^Je 

n=0  n=l 

zu    stände    komme ,    ist   notwendig   und    hinreichend,    daß   das   obige 
Parallelogramm   die  Strecke  (0,  cd)   im  Innern  enthalte.    In  der  Tat 
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sei  z  ^  a  ein  Punkte  wofür  eine  dieser  Reihen  konyergiert,  und  man 
setze 

—  a=^  a  +  p%. 

Dann  zeigt  man  im  Anschluß  an  das  in  Eap.  3^  §  4^  S.  97^  beim  Be- 
weise des  1.  Satzes  verwendete  Verfahren,  daß  diese  Reihe  in  allen 
Punkten  Zy  wo 

^z^l  +  ni        und         W\<\ß\ 
ist,  absolut,  sowie  ferner  in  jedem  Bereiche,  für  dessen  Punkte 

l^l<'/3|-A,  0<Ä.<|/3|, 

ist,  gleichmäßig  konyergiert. 

Zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  multipliziert  man  die  Glei- 
chung (5)  mit  cos  2n3tz/(D  resp.  sin  2n7Cz/(D  und  integriert  dann  etwa 
geradlinig  zwischen  zwei  kongruenten  Punkten  des  Bereichs  |  ij  |  <  j  /3  {. 
Insbesondere  kann  man  die  Strecke  (0,  o)  zum  Integrationsweg  nehmen. 
So  kommt: 

(II  (t> 

2    /  ^jcz  2    /  2?r£ 


(U 


^0  ==•  ij  f(^)^^' 

0 


Fassen  wir  diese  Ergebnisse  in  einen  Satz  zusammen: 

2.  Satz.^)  Hat  eine  Funktion  f\z)  eine  primitive  oder  nicht-primi- 
tive Periode  o,  so  läßt  sich  f{z)  in  eine  JReihe  von  der  Form  entwickeln: 


00  o 


n  =  —  00  n  =  0 


Datei  konvergiert  die  Eeihe  absolut  und  stdlt  die  Funktion  dar,  so  lange 
z  im  Innern  eines  durch  zwei  Parallele  zur  Strecke  (0,  o)  begrenzten^ 
keinen  Pol  von  f{z)  enthaltenden  Streifens  liegt.  Sei  femer  T  ein  im 
genannten  Streifen  gelegener  Bereich,  dessen  Bandpunkte  sämüi<:h  um 
melir  als  eine  positive  konstante  Größe  h  vom  Bande  des  Streifens  ab- 
stehen.    Bann  konvergiert  die  Beihe  gleichmäßig  in  T, 

1)  Dieser  Satz  läßt  auch  eine  ähnliche  Erweiterung  zu,  wie  der  8.  Satz, 
indem  man  nur  verlangt,  daß  f{z)  in  einem  bestimmten  Streifen,  dessen  Ränder 
der  Strecke  ca  parallel  sind,  analytisch  sei  und  dort  die  Periode  es  besitze. 
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JEfUhäU  der  Streifen  insbesondere  die  Strecke  (0,  ca),  so  kann  die 
letzte  Beihe  in  zwei  Fouriersche  Beihen  zerlegt  werden: 

00  do 

n=0  n=l 

Letztere  Beihen  konvergieren  beide  absolut  und  gleichmäßig  in  jedem 
ParäUdstreifeny  dessen  Bänder  beide  innerhalb  des  obigen  Streifens 
liegen  und  außerdem  noch  vom  Punkte  z  ^0  gleich  entfernt  sind.  Da- 
gegen divergiert  mindestens  eine  der  Beihen  in  jedem  Punkte,  dessen 
Entfernung  von  der  durch  die  Punkte  z  =  0,  o  bestimmten  Creraden 
die  geringste  Entfernung  eines  Poles  der  Funktion  f(z)  von  derselben 
übersteigt. 

Im  übrigen  kann  man  von  den  hier  auftretenden  Beilien  zur  Taylor- 
sehen  Entwicklung  der  Funktion  f{z)  in  einem  beliebigen  innern  Punkte  Zq 
des  Streifens  dadurch  übergehen,  daß  man  die  einzelnen  Terms  der  Beulen 
in  Potenzreihen  entwickelt  und  darauf  alle  Terme  mit  gleichen  Potenzen 
von  z  —  Zq  zusammenfaßt 

Der  letzte  Teil  des  Satzes  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  Weier- 
straßschen  Reihensatzes  von  Kap.  1,  §  14^  S.  343. 

Aus  den  voraufgehenden  Entwicklungen  entspringt  der  Satz,  daß 
eine  reelle  Funktion  f{z)  mit  einer  reellen  Periode  a»  durch  eine 
Fouriersche  Reihe  (3)  oder  (5)  dargestellt  werden  kann,  vorausgesetzt 
nur,  daß  f{z)  in  jedem  reellen  Punkte  x  ^  x^  nach  dem  Tajlorschen 
Lehrsatze  entwickelt  werden  kann.  In  der  Tat  wird  dann  die  Länge 
des  wahren  Konvergenzintervalls  für  die  Potenzreihenentwicklung  der 
Funktion  im  Punkte  x^  eine  positive  untere  Grenze  K  haben,  wenn 
diesem  Punkte  alle  reellen  in  einem  Intervalle  a^x^a  +  cj  gelegenen, 
und  demgemäß  auch  alle  reellen  Werte  anzunehmen  gestattet  wird.  Dem- 
gemäß läßt  sich  eine  komplexe  Funktion  f{z)  auf  Grund  jener  Potenz- 
reihenentwicklungen in  denjenigen  Punkten  z  =  x  +  yi  der  Ebene, 
wofür 

\y\<K 

ist,  derart  definieren,  daß  sich  f(z)  im  genannten  Bereiche  analytisch 
verhält  und  überdies  längs  der  reellen  Achse  mit  f(x)  übereinstimmt. 
Fernerhin  wird  f(z)  die  Periode  a  zulassen;  denn  die  beiden  im  be- 
wußten Bereiche  analytischen  Funktionen  f{z),  f{z  +  cj)  stimmen  ja 
längs  der  reellen  Achse  miteinander  überein.  Hiermit  wird  die  Funk- 
tion f(z)  der  obigen  Behandlungs weise  zugänglich,  selbst  dann,  wenn 


§  3.  Behandlung  der  einfach  periodischen  Funktionen  vermöge  konf.  Abbild.    47 1 

sie  am  Rande  und  außerhalb  des  Streifens  andere  Singularitäten  als  Pole 
besitzt,  —  was  ja  auch  im  allgemeinen  eintreten  wird,  —  woraus 
dann  die  Richtigkeit  des  in  Rede  stehenden  Satzes  erhellt.  Wir  können 
also  sagen: 

3.  Satz.  Jede  reelle  Funktion  f{x)  der  redien  Vwriabden  x,  welche 
sich  für  jeden  Wert  von  x  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze  entunckdn 
läßt  und  außerdem  noch  eine  reelle  Periode  m  hat,  kann  durch  eine 
Fouriersche  Reihe  dargestellt  werden: 


f{x)  =2^  a^  cos  n  —  a:  +  ^]  h^  sin  n  —  x. 


Hier  konvergiert  die  Beihe  gleichmäßig  für  alle  Werte  von  x  und  läßt 
sich  Überdies  beliebig  oft  gliedweise  differentiieren,  wobei  auch  die  ab- 
geleiteten  Reihen  für  aUe  Werte  von  x  gleichmäßig  konvergieren. 

Fahren  wir  jetzt  fort,  indem  wir  weitere  Sätze  betreffend  Funk- 
tionen, wie  sie  nach  der  Vereinbarung  von  §  1  hier  betrachtet  werden, 
aussprechen. 

4.  Satz.  Hat  die  einfach  periodische  Funktion  f{e)  keinen  wesenir 
liclien  singulären  Punkt  im  Fundamentalraume  und  ist  f{z)  keine 
Konstante j  so  nimmt  f{z)  jeden  Wert  gerade  so  oft  dort  an,  wie  die 
Anzahl  der  Pole  anzeigt. 

5.  Satz.  Haben  zwei  einfach  periodische  Funktionen  fi{z),  f^{z) 
eine  gemeinsame  Periode  m  und  hat  femer  keine  der  Fimktionen  eine 
wesentliche  singulare  Stelle  in  ihrem  Fundamentalstreifenf  so  werden  sie 
durcfi  eine  algebraische  Gleichung  miteinander  verknüpft: 

G'r/;w,/iW]  =  o, 

wobei  G  ein  irreduzibeles  Polynom  bedeutet  und  die  algebraische  Kurve 
G  ( W,  Z)  =  0  im  übrigen  vom  Geschlechte  0  ist 

1.  Zusatz.  Hat  insbesondere  die  Funktion  f^{z)  nur  einen  Pol 
erster  Ordnung  in  dem  der  Periode  m  entsprechenden  Periodenstreifen, 
so  ist  dieser  Streifen  für  sie  ein  primitiver j  und  f^  (z)  läßt  sich  außer- 
dem rational  durch  f^{z)  darstellen. 

2.  Zusatz.  Jede  einfa^ch  periodische  Funktion  f{z),  die  keine 
wesentliche  singulare  Stelle  im  Fundamentalraume  hat,  genügt  einer 
algebraischen  Differentialgleichung  erster   Ordnung,  in  welcher  z  nicht 
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explizite  vorkommt: 

Dabei  ist  die  algebraische  Kurve  G(W,  Z)  vom  Geschlechte  0. 

6.  Satz.  Hat  die  einfach  periodische  Funktion  f(js)  keine  wesent- 
liche singulare  Stelle  im  Feriodenstreifen,  so  sind  die  drei  Funktionen 

wo  z^,  z^  zwei  unabhängige  Va/riabelen  bedeuten,  durch  eine  algebraische 
Gleichung  verknüpft,  deren  Koeffizienten  von  z^,  z^  nicht  abhängen: 

Man  sagt:  die  Funktion  f{z)  besitze  ein  algebraisches  Additions- 
theorem. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  erfolgt  durch  die  Darstellung  der  jeweils 

inj 

auftretenden  Funktionen  mittels  rationaler  Funktionen  von  w  ^  e  *"  , 
unter  Heranziehung  des  Satzes,  daß  eine  rationale  Eurre  (d.  h.  eine 
Kurve,  deren  Koordinaten  sich  beide  rational  durch  einen  Parameter 
darstellen  lassen)  stets  vom  Geschlechte  NuU  ist,  und  umgekehrt. 
Nur  beim  1.  Zusätze  brauchen  wir  vielleicht  noch  etwas  näher  auf 
den  Beweis  einzugehen.  Wäre  da  G[Wj  Z]  vom  Grade  w  >  1  in  "PT^ 
so  würden  ein  und  demselben  Werte  von  Z,  und  somit  auch  von  g 
verschiedene  Werte  W  entsprechen,  was  eben  gegen  die  Voraussetzung 
verstößt,  daß  /i  {z)  eindeutig  ist. 

Aufgabe.  Man  zeige,  daß  weder  ein  Polynom  noch  eine  ratio- 
nale Funktion,  welche  keine  Konstante  ist,  periodisch  sein  kann. 

§  4.    Direkte  Behandlung  der  einfach  periodischen  Funktionen. 

Die  Sätze  des  vorhergehenden  Paragraphen  lassen  sich  auch  direkt 
auf  dem  Substrat  des  Periodenstreifens,  also  ohne  Benutzung  einer 
Abbildung  dieses  Streifens  herleiten.  Zu  dem  Zwecke  stellen  wir  den 
folgenden  Satz  an  die  Spitze: 

Satz.  Sei  f{z)  eine  einfach  periodische  Funktion,  die  im  Funda- 
mentalraume  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  hat  und  überdies  in 
jedem  Endpunkte  desselben  endlich  bleibt  oder  aber  unendlich  wird.  Dann 
läßt  sich  f{z)  ralional  durch 


w  =  e  ""  ' 


ausdrücken. 
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Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  f{e)  in  beiden  Endpunkten 
des  Periodenstreifens  endlich  bleibt.  Dann  hat  f(js)  notwendig  einen 
Pol;  sofern  sich  diese  Funktion  nicht  gerade  auf  eine  Eonstante  re- 
duziert. In  der  Umgebung  eines  Poles  läßt  sich  femer  f{z)  durch 
die  Formel: 


darstellen,  wobei  sich  q>{js)  im  Punkte  a  analytisch  verhält.  In  der 
Tat  überzeugt  man  sich  ohne  Schwierigkeit,  daß  zunächst  Ä^  so  be- 
stimmt werden  kann,  daß  die  Differenz 


(%ni  ini   \m 

höchstens  einen  Pol  (m  —  l)-ter  Ordnung  in  a  hat.  Verfährt  man 
dann  mit  letzterer  Funktion  wieder  ebenso,  wie  vorhin  mit  f{0)j  und 
wiederholt  man  den  Schritt  genügend  oft,  so  gelangt  man  schließlich 
zu  der  in  Aussicht  gestellten  Darstellung.  Im  übrigen  machen  wir 
noch  darauf  aufmerksam,  daß  obige  Summe  in  beiden  Endpunkten 
des  Periodenstreifens  endlich  bleibt,  sowie  femer,  daß  sie  die  Periode  o 
zuläßt. 

Um  nunmehr  den  Hauptsatz  zu  begründen,  bilde  man  die  be- 
wußte Summe  für  jeden  im  Fundamentalraum  e  belegenen  Pol  von 
^{z)  und  ziehe  dann  die  Summe  aller  dieser  Funktionen  von  f{si)  ab. 
Hierdurch  erwächst  eine  Funktion,  welche  in  der  ganzen  erweiterten 
Ä-Ebene,  sofern  sie  noch  in  den  Polen  von  f{z)  passend  definiert  wird, 
aialy tisch  ist.  Darum  ist  sie  eine  Konstante,  womit  denn  der  Beweis 
des  Satzes  unter  der  genannten  Einschränkung  erbracht  ist. 

Wird  f{z)  dagegen  in  einem  oder  auch  in  beiden  Endpunkten  de» 
Beriodenstreifens  unendlich,  so  braucht  man  nur  eine  Funktion 

^^      ym+s 

einzuführen,  welche  bei  geeigneter  Wahl  der  Koeffizienten  a,  . . .  ^ 
dort  endlich  bleibt.    Alsdann  läßt  sich  F{z)  nach  dem  Vorhergehenden 


2«! 


rational  durch  e "'  ausdrücken,  und  daher  gilt  der  Satz  allgemein. 
In  einem  Endpunkte  des  Streifens,  in  welchem  f(0)  endlich  bleibt^ 
lähert  sich  f(z)  übrigens  einem  Grenzwerte. 
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Aus  diesem  Satze  ergeben  sich  alle  Sätze  von  §  3  mit  Ausnahme 
der  Reihensätze,  zu  denen  wir  uns  zuletzt  noch  wenden. 

Die  Beihenentwicklung,  Sei  e  ein  Punkt  des  Fundamentalraums, 
in  welchem  f(z)  sich  analytisch  verhält,  und  man  umgebe  e  mit  einem 
Bereiche  S,  der  weder  im  Innern  noch  am  Rande  C  einen  Pol  von 
/(jer)  enthält.  Sollte  z  gerade  am  Rande  des  Periodenstreifens  liegen, 
so  kann  man  einen  neuen  Streifen  einführen,  derart,  daß  e  nun  im 
Innern  desselben  liegt.  Jetzt  kann  man  der  Cauchjsch^i  Integral- 
formel folgende  Gestalt  geben: 


m = i/ 


mdt 


c    e  ^  —  1 

wobei  also  der  Integrand  sowohl  in  bezug  auf  t  als  auf  z  die  Periode  o 
zuläBt.  In  der  Tat  hat  der  Integrand  bloß  einen  einzigen  Pol  in  S, 
nämlich  im  Punkte  t  ^  Zj  und  zwar  hat  das  Residuum  dort,  wie 
man  sofort  nachrechnet,  den  Wert  (of(z)/2xi. 

Um  nun  die  Reihenentwicklung  aus  diesem  Integrale  herzuleiten, 
fasse  man  das  Parallelogramm  ÄBCDy  §  3,  ins  Auge,  wobei  jetzt  auch 
die  Seiten  AB  und  CD  singularitätenfrei  sein  sollen.  Erstreckt  man 
das  Integral  über  den  Rand  dieses  Bereiches,  so  heben  sich  die  yoo 
den  Seiten  BC,  DA  herrührenden  Bestandteile  gegenseitig  au£  Für 
die  eine  der  übrigen  Seiten  wird  man  dann  die  Funktion 


{t-:) 

e   ^ 


nach  aufsteigenden,  für  die  andere  nach   absteigenden  Potenzen  von 

iTti 

€  *"  entwickeln,  man  vergleiche  die  im  vorigen  Paragraphen  verwen- 

deten Abschätzungen  für  .  sin  5 1 ,  cos  5  i .  Jetzt  bleibt  nur  noch  übri^, 
die  daraus  entspringende  Reihenentwicklung  des  Integranden  glied- 
weise zu  integrieren. 

Wir  bemerken  noch,  daß  wir  es  bei  der  voraufgehenden  Unter- 
suchung nicht  nötig  hatten,  den  Periodenstreifen  überhaupt  zu  ver- 
lassen, indem  wir  uns  des  Theorems  von  §  8  bedienen. 
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Sei   f(z)   eine    doppeltperiodische    Funktion,    die    keine   anderen 
Singularitäten  im  Endlichen  als  Pole  hat,  und  seien  o,  o    ein  primi- 
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tives  Periodenpaar  derselben.^)  Dementsprechend  teile  man  die  Ebene 
in  ein  Periodenparallelogrammnetz  ein^  wie  in  §  1  des  näheren  aus- 
einandergesetzt wurde.  Dann  nimmt  die  Funktion  f{z)  den  ganzen 
Vorrat  ihrer  Werte  bereits  in  einem  dieser  Parallelogramme  gerade 
einmal  an^  welches  damit  zu  einem  Fundamentalbereiche  der  Funk- 
tion wird. 

1.  Satz.  Hat  f{z)  keinen  Pol  im  Periodenparallelogramm y  so  ist 
f{z)  eine  Konstante, 

Denn  f{0)  verhält  sich  dann  in  der  ganzen  eigentlichen  Ebene 
analytisch  und  bleibt  endlich  im  Punkte  js  =  (X>.*) 

Weitere  Eigenschaften  der  Funktion  fijs)  werden  durch  die  Me- 
thode des  Herumintegrierens  erschlossen.  Vor  allem  machen  wir 
darauf  aufmerksam^  daß  die  genaue  Lage  des  Periodennetzes  belanglos 
ist,  dasselbe  kann  offenbar  einer  beliebigen  Parallelyerschiebung  unter- 
worfen werden,  ohne  seiner  Grundeigenschaft  bezüglich  der  Periodizität 
von  f(/s)  verlustig  zu  gehen.  Auch  brauchen  die  Seiten  nicht  einmal 
geradlinig  angenommen  zu  werden,  nur  müssen  je  zwei  gegenüber- 
liegende Seiten  einander  kongruent  sein,  und  der  Rand  darf  sich  auch 
nicht  überschneiden. 

Fundamentalsatz.    Das  Integral 


ff{B)dz, 


längs  des  Randes  eines  Periodenparallelogramms  hinerstreckt,  hat  den 
Wert  ntdL 

In  der  Tat  wird  der  Beitrag  von  der  Seite  des  Parallelogramms: 

g^g^  +  at,  O^^^l; 

den  Wert  ^ 


(D  f  f(ßQ  +  (Dt)  dt 


haben,  während  die  gegenüberliegende  Seite: 

JS  =  jSq  +  ca'  +  at,  O^^^l, 

1)  Solche  Funktionen  werden  auch  wohl  elliptische  Funktionen  genannt 
Im  übrigen  rühren  die  folgenden  Entwicklungen  zum  großen  Teile  von  Lionville 
her;  Vorlesung  vom  Jahre  1847,  herausgegeben  von  Borchardt,  Journal  für 
MathemaHk,  88  (1879),  S.  277;  Liouville,  Comptes  Bendus  32  (1861),  S.  460. 

2)  Diesen  Satz  haben  wir  sowohl  wegen  seiuer  Wichtigkeit  als  auch  wegen 
der  Einfachheit  seines  Beweises  an  die  Spitze  gestellt.  Er  ist  indessen  im  4.  Satze 
enthalten,  darum  wird  der  systematischen  Entwicklung  unseres  Gegenstandes, 
welche  doch  alles  aus  dem  Fundamentalsatze  herleiten  will,  kein  Abbruch  getan. 
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den  Beitrag 

0 

(ojy(/SQ  +  (o'  +  a}t)dt 
liefert.    Wegen  der  Periodizität  der  Funktion  f(js)  ist  nun 

und  darum  heben  sich  die  beiden  Integrale  gegenseitig  auf.  Ähnr 
liches  gilt  auch  für  die  beiden  anderen  Seiten.  —  Sollte  insbesondere 
ein  Pol  gerade  am  Rande  liegen,  so  wird  man  das  Parallelogrammnets 
Yorab  durch  ein  anderes  ersetzen,  wofür  dies  nicht  zutrifft. 

Aus  dem  Fundamentalsatze  geht  eine  Reihe  von  Sätzen  über 
doppeltperiodische  Funktionen  hervor,  womit  wir  uns  jetzt  beschäf- 
tigen wollen. 

2.  Satz.  Die  Summe  der  Residuen  von  f(e)  im  PeriodenparaUelo- 
gramm  ist  gleich  null. 

Diese  Summe  ist  gleich  dem  Integral 


2 


^//•Wd., 


erstreckt  über  den  Rand  des  Parallelogramms,  sofern  f{B)  keinen  Pol 
auf  dem  Rande  des  Parallelogramms  hat,  und  verschwindet  also  nach 
dem  Fundamentalsatze. 

Im  Ausnahmefalle  wird  man  das  ParaUogramm  zunächst  durch 
ein  benachbartes  ersetzen,  welches  keinen  Pol  auf  seinem  Räude  ent- 
hält. Dann  gilt  der  Satz  für  das  neue  Parallelogramm.  Soll  dies  nun 
auch  für  das  alte  zutreffen,  so  wird  man  zuerst  festsetzen  müssen, 
daß  etwa  die  Punkte  (vgl.  Fig.  106) 

z^  +  o  +  (ot,  0<t£  1; 

zum  Parallelogramm  gerechnet  werden,  während  die  übrigen  Punkte 
des  Randes  es  nicht  werden.  Alsdann  gilt  der  Satz  ausnahmslos  iür 
alle  Fälle. 

Letztere  Vereinbarung  bezüglich  der  Randpunkte  des  Parallelo- 
gramms soll  übrigens  fortan  festgehalten  werden. 

Aus  diesem  Satze  ergeben   sich   nun  weiter   die  folgenden  Sätze. 

3.  Satz.  Hat  die  Funktion  f{z)  höchstens  einen  Pol  erstem'  Ordnung 
im  Periodenparallelogrammy  so  ist  f{z)  eine  Kotistante. 
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Hier  läßt  sich  f{ss)  in  der  Form  schreiben: 

wo  q>{z)  im  ganzen  Parallelogramm  analytisch  ist  und  am  Rande  des- 
selben stetig  bleibt.  Die  Summe  der  Residuen  beträgt  also  bloß  A. 
Darum  verschwindet  A,  und  f{si)  erweist  sich  somit  als  ausnahmslos 
analytisch ]im  Parallelogramme^  folglich  ist  f{z)  eine  Eonstante. 

4.  Satz.  Die  Funktion  f{z)  nimmt  jeden  Wert  gleich  oft  im  Paral" 
Idogramm  an,  sofern  f{s)  keine  Konstante  ist,  und  zwar  m  mal,  wo  m 
die  Gesamtzahl  der  Pole  ist. 

Daß  f{z)  zunächst  gerade  so  viele  Nullpunkte  als  Pole  im  Perioden- 
parallelogramm aufweist/  erkennt  man  aus  dem  3.  Satze  von  Kap.  7, 
§11;  denn  die  Funktion  f{ss)lf{z)  ist  im  vorliegenden  Fall  doppelt- 
periodisch;  und  darum  verschwindet  das  Integral  derselben ^  über  den 
Rand  des  Periodenparallelogramms  erstreckt.  Bildet  man  jetzt  die 
Funktion  ^^^^  ^  ^^^^  _  ^^ 

und  wendet  man  das  soeben  erhaltene  Resultat  darauf  an,  so  ergibt 
sich  allgemein  der  Beweis  des  Satzes. 

« 

5.  Satz.  Liegen  die  Nullpunkte  und  die  Pole  der  Funktion  f(z) 
in  den  Punkten  a^,  .  . ,  a^  bzw.  ß^,  . , .  ß^  des  PeriodenparaUeiogramms, 
so  ist 

n  n 

2cc^  —  JEßi  —  0  (mod.  o,  o'). 
<  =  1        t  =  1 

Der  Satz  ist  schon  deshalb  bemerkenswert,  weil  er  eine  für  die 
doppeltperiodischen  Funktionen  bestehende  Bedingung  enthält,  wofür 
bei  den  einfach  periodischen  Funktionen,  sowie  früher  auch  bei  den 
rationalen  Funktionen  kein  Vorbild  existiert.  Wir  durften  nämlich 
bei  der  Bildung  einer  rationalen,  sowie  einer  einfach  periodischen, 
keine  wesentliche  singulare  Stelle  im  Periodenstreifen  aufweisenden 
Funktion,  die  Nullpunkte  und  die  Pole  anlegen,  wo  es  uns  beliebte, 
vorausgesetzt  nur,  daß  die  Gesamtzahl  beider  die  nämliche  war.  Jetzt 
wird  dieser  Willkür  eine  Einschränkung  auferlegt.  Wir  dürfen  höch- 
stens 2n —  1  von  diesen  2  n  Punkten  beliebig  annehmen,  der  letzte  wird 
dann  durch  die  anderen  mit  bestimmt. 

Zum  Beweise  braucht  man  bloß  die  Summe  der  Residuen  der 
Funktion  ^ ,  , 
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im  Periodenparallelogramm  zu  berechnen.  In  einem  Nullpunkte  oder 
Pole  hat  das  Residuum  den  Wert  a^  bzw.  ~  ß^.  Die  Summe  der 
Residuen  für  das  ganze  Periodenparallelogramm  bildet  also  die  linke 
Seite  der  zu  beweisenden  Kongruenz.  Andererseits  wird  man  das 
Integral 

2niJ        f(z) 

Über  den  ganzen  Rand  des  Parallelogramms  erstrecken.  Wie  eine  kurze 
Rechnung  zeigt;  liefern  die  Seiten 

zusammengenommen  den  Beitrag: 

_  «»-.  /*?:/■; \+^  dt  =  -  ^'.  logf{z,  +  <ot)  \'  -  m'a,', 

0 

wo  in'  eine  ganze  Zahl  ist.  Ebenso  ergeben  die  beiden  anderen  Seiten 
den  Wert  mo,  womit  dann  der  Satz  bewiesen  ist. 

Zusatz.  Nimmt  f{z)  einen  hdidngen  Wert  C  in  den  Punkten 
?!}  ' ' '  ?n  ^  ParafUelogramms  an  und  ist  f{z)  keine  Konstante^  so  ist 

n  n 

Sy^  —  ^ßi  =  0    (mod.  C3,  ©'). 

i  = 1  1  =  1 

6.  Satz.  Haben  die  Funktionen  f(js),  <p{z)  ein  gemeinsames  Perioden- 
paralMogramm,  so  sind  dieselben  durch  eine  irreduzihde  algebraische  Glei- 
chung miteinander  verknüpft: 

Indem  wir  vom  trivialen  Falle  (p{z\  f(z)  =  const.  absehen,  und  nun 

(1)  W=v{z),        Z==f{z), 

setzen,  entsprechen  einem  willkürlichen  Werte  von  Z  im  allgemeinen  n 
verschiedene  Punkte  des  Periodenparallelogramms.  Eine  Ausnahme  tritt 
nur  dann  ein,  wenn  f  {z)  verschwindet.  Wir  wollen  die  im  Parallelo- 
gramm belegenen  Wurzeln  letzterer  Funktion: 

rW  =  0,  ;er  =  ai,  ...  aj^, 

sowie  die  entsprechenden  Punkte  der  Z-Ebene: 
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aufzeichnen.     Im  übrigen  seien  £r  =  6j,...J,  die  im  Parallelogramm 

befindlichen  Pole   von  f{z)   und  q>{e)y  und  man  markiere  noch  die 

Punkte 

Z^B,  =  f{h^,  i«l,...'Z. 

Jetzt  knüpfen  wir  an  den  1.  Satz  von  Kap.  8,  §  15  an,  indem  wir 
konstatieren,  a)  daß  jedem  Werte  Z'  von  Z  mit  Ausnahme  von  A^,  Bj 
n  Werte  von  W  entsprechen^);  b)  daß  in  der  Nähe  von  Z'  diese  n Funk- 
tionswerte zu  n,  je  im  Punkte  Z'  analytischen  Fuuktionen  zusammen- 
gefaßt werden  können,  wodurch  dann  auch  der  ganze  Vorrat  von 
Tf^-Werten  gerade  erschöpft  wird;  c)  daß  die  Ausnahmepunkte  Ä^,  Bj 
höchstens  Verzweigungspunkte  und  Pole  bilden,  wobei  ferner  die  Punk- 
tion in  ersteren  entweder  endlich  bleibt  oder  aber  unendlich  wird; 
und  endlich  d)  daß  sich  jeder  Zweig  der  Funktion  W  in  jeden  an- 
deren durch  analytische  Fortsetzung  überführen  läßt. 

Der  Beweis  von  a)  ist  bereits  erbracht.  Um  b)  darzutun,  be- 
achten wir,  daß  dem  Punkte  Z'  n  getrennte  Punkte  des  Perioden- 
parallelogramms entsprechen,  in  deren  jedem  f  {z)  4=  0  ist;  darum  wird 
die  Umgebung  eines  jeden  derselben  ein-eindeutig  und  konform  auf 
die  Umgebung  von  Z'  bezogen,  wo  sich  dann  W  seinerseits,  als  Funk« 
tion  von  Z  betrachtet,  analytisch  verhält.  Des  weiteren  folgt  c)  daraus, 
daß  in  der  Umgebung  eines  Ausnahmepunktes  die  Wertepaare  (TF,  Z) 
auf  Grund  der  Beziehungen  (1)  durch  eine  oder  mehrere  Parameter- 
darstellungen von  der  Art,  wie  sie  in  Kap.  8,  §  14  betrachtet  wurden,, 
je  gerade  einmal  zum  Ausdruck  gelangen.  Was  endlich  d)  anbetriflTt,. 
so  sei  Zy  ein  innerer  Punkt  des  Bereichs,  in  welchem  der  eine  Zweig 
definiert  ist,  und  sei  Zy^  eine  Wurzel  der  Gleichung  Z^  =  /"(jsr).  Ebenso 
mögen  Z,,  z^  in  Bezug  auf  den  anderen  Zweig  genommen  werden. 
Dann  kann  man  z^  und  z^  mittels  einer  solchen,  durch  keinen  der 
Punkte  a^,  6y  gehenden  Kurve  miteinander  verbinden,  welche  der 
Variabelen  Z  vermöge  (1)  einen  Weg  in  der  Z-Ebene  anweist,  derart, 
daß  der  eine  jener  Zweige  in  den  anderen  derselben  längs  dieses 
Weges  analytisch  fortgesetzt  werden  kann. 

Hiermit  ist  der  Beweis  im  allgemeinen  Falle  fertig.  Das  Poly- 
nom G{W,  Z)  steigt  bis  zum  Grade  n  in  TF  an.  Im  besonderen 
können  jedoch  mehrere  Bestimmungen  von  W  in  allen  Punkten  Z 
miteinander  zusammenfallen,  wie  das  Beispiel  9?  {z)  =  f{z)  zeigt.    Sei 


1)  Im  allgemeinen  werden  diese  Werte  für  einen  nicht  speziellisierten  Wert 
Ton  Z '  voneinander  verschieden  sein.  Beschränken  wir  nns  also  vorläufig  auf 
diesen  Fall,  nm  die  nötige  Ergänzung  dann  am  Schlüsse  des  Beweisäs  zu  erbringen. 
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also  Zq  ^  Äp  Bj  ein  beliebiger  Wert  yon  Z,  und  seien 

die  n  Bestimmungen  von  Wy  welche  in  der  Nähe  von  Zq  aus  (1) 
entspringen.  Dann  fallen  diese  Funktionen  zu  je  Je  zusammen ,  und 
man  überzeugt  sich  mit  leichter  Mühe,  daß,  wenn  man  nur  eine 
Funktion  aus  jedem  Systeme  beibehält,  ein  irreduzibeles  algebraisches 
Gebilde,  G{W,  Z)  =»  0,  sich  ergibt,  wobei  dann  W  bis  zum  Gfrade 
m  =  n/k  ansteigt. 

Zusatz.  Jede  doppdtperiodische  Funktion  f{z)  genügt  einer  al- 
gebraischen Differentialgleichung  erster  Ordnung,  in  wddier  die  unalh 
hängige  Va/riabeU  nicht  explizite  vorkommt: 

Hierbei  hat  das  algebraische  Gebilde  G\W,  Z]  =  0,  sofern  sich  die 
Funktion  f{z)  nicht  auf  eine  Konstante  reduziert,  das  Geschlecht  1} 

Briot  und  Bouquet^)  haben  die  ganze  Klasse  von  algebraischen 
DifiPerentialgleichungen : 

auf  die  Existenz  eines  eindeutigen  Integrals  w  =  f{z)  hin  untersucht. 
Es  hat  sich  dabei  ergeben,  daß  im  Falle  i?  =  0,  wo  jp  das  Geschlecht 
des  algebraischen  Gebildes  G[W,  Z]  =  0  bedeutet,  die  Funktion  fijs) 
entweder  eine  rationale  Funktion  von  z  oder  aber  eine  rationale 
Funktion  von  6*-  sein  muß.  Ist  dagegen  p=l,  so  muß  f{0)  eine 
doppeltperiodische  Funktion  von  z  sein.  Damach  ist  das  Geschlecht 
des  im  Zusätze  auftretenden  algebraischen  Gebildes  G  [  W,  Z]=0 
notwendig  gleich  1,  sofern  sich  f{z)  nicht  auf  eine  Konstante  reduziert. 

Aufgabe.    Man  beweise  folgende  Sätze: 

a)  Haben  die  doppeltperiodischen  Funktionen  f(z)  und  (p(z) 
gleiche  Perioden  und  stimmen  ihre  Hauptteile  in  jedem  im  Perioden- 
parallelogramm belegenen  Pole  miteinander  überein,  so  ist 

<p  (z)  =  f{z)  +  Konst. 

b)  Haben  die  doppeltperiodischen  Funktionen  f{z)  und  (p  (z) 
gleiche  Perioden  und  fallen  die  Nullpunkte  und  Pole  der  einen  Funk- 


1)  Tfieorie  des  fonctions  dliptiques^  2.  Aufl.,  1876,  livre  V. 
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tion^  jeden   auch   seiner  Multiplizitat  nach  gerechnet ,   bzw.  mit   den 
Nullpunkten  und  Polen  der  anderen  Funktion  zusammen^  so  ist 

c)  Hat  f{z)  nur  zwei  Pole  erster  Ordnung  in  einem  Perioden- 
parallelogramm, so  müssen  die  entsprechenden  Perioden  ein  primitives 
Periodenpaar  bilden. 

d)  Haben  die  doppeltperiodischen  Funktionen  f{z)  und  q>  {e)  nur 
zwei  Pole  erster  Ordnung  im  Periodenparallelogramm  und  fällt  außer- 
dem jeder  Pol  der  einen  Funktion  mit  einem  Pole  der  anderen  Funk- 
tion zusammen,  so  ist 
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Unter  der  Ordnung  einer  doppeltperiodischen  Funktion  versteht 
man  die  Gesamtzahl  der  im  Periodenparallelogramm  belegenen  Pole. 
Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ist  eine  doppeltperiodische 
Funktion,  welche  keine  Pole  besitzt,  eine  Konstante,  und  eine  erster 
Ordnung  gibt  es  nicht.  Einer  zweiter  Ordnung  sind  wir  dagegen  be- 
reits einmal  begegnet,  und  zwar  war  das  die  zum  elliptischen  Integrale 


w 


jy(i- 


dt 


S*)(i-*'^') 

inverse  Funktion  (vgl.  Kap.  9,  §  6) 

w  =  sin  am  e  =^  sn  z. 

Daß  es  nun  allgemein  zu  jedem  beliebigen  Periodenparallelogramm 
doppeltperiodische  Funktionen  sowohl  mit  zwei  einfachen  getrennten 
Polen  als  auch  mit  einem  einzigen  Pole 
zweiter  Ordnung  gibt,  wird  im  nachfolgen- 
den Kapitel  gezeigt. 

Sei  also  f{z)  eine  doppeltperiodische 
Funktion  zweiter  Ordnung  mit  getrennten, 
in  den  Punkten  ß^,  ß^  des  PeriodenparaUelo- 
gramms  gelegenen  Polen.  Der  Vereinbarung 
bezüglich  der  Zugehörigkeit  der  Randpunkte 
gemäß  wird  dann 

Osgood,  Fanktionentheorie.  I.  3.  Aufl.  3 1 


Fig.  106. 
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/Jj  =  /J,  +  öo  +  ^ö>' 

sein,  wobei  —  1  <  0  <  1,  und  ebenfalls  —  1  <  0'  <  1  ist  Indern  wir 
den  Mittelpunkt  der  Strecke  {ß^^  ß^)  mit  c  bezeichnen: 

.      ft  +J, 
verlegen  wir  den  Anfang  in  diesen  Punkt: 

Dann  wird 

sein.  Femer  soll  das  Periodenparallelogramm  durch  ein  neues  ersetzt 
werden^  dessen  Mittelpunkt  im  Punkte  e  =0  liegt.  Dann  liegen  beide 
Pole  ß^^y  ß^  wirklich  innerhalb  des  Parallelogramms.  Von  jetzt  ab 
woUen  wir  die  Striche  fortlassen,  also  die  transformierte  Funktion 
schlechtweg  mit  f{e)y  deren  Pole  mit  jD^,  ß^  bezeichnen. 
Nach  dem  5.  Satze  von  §  5  hat  man  nun,  da 

A  +  ft-o 

ist,  die  Relation: 

«1  +  «j  =  0  (mod  o,  o') 

und  zwar  wird  stets  «^  -I-  «^  =  0  sein,  sofern  nicht  gerade  einer  und 
daher  auch  beide  der  Nullpunkte  a  auf  dem  Rande  des  Parallelo- 
gramms liegen.  Femer  wird  noch  die  Summe  der  beiden  Punkte,  in 
denen  f{z)  einen  beliebigen  Wert  annimmt,  im  allgemeinen  gleich  0 
sein,  §  5,  Zusatz  des  5.  Satzes.  Nun  heißt  das  aber  geometrisch  nichts 
anderes,  als  daß  die  Punkte  des  Parallelogramms,  in  welchen  f{z)  den 
Wert  C  annimmt,  sofern  sich  dieselben  innerhalb  des  Parallelogramms 
befinden,  inbezug  auf  den  Mittelpunkt  z  =  0  desselben  symmetrisch 
liegen.     Demgemäß  ist  allgemein 

d.  h.  f{z)  ist  eine  gerade  Funktion.  Da  die  Ableitung  einer  geraden 
Funktion  ungerade  ist,  so  hat  man  femer: 

nz)^-r{-z). 

Im  übrigen  hat  f{z)  einen  Pol  zweiter  Ordnung  in  jedem  der  Punkte 
ßi,  ßi,  und  zwar  fehlt  der  lineare  Term  im  Hauptteil  desselben,  d.  h. 
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das  Residuum  yerschwindet  dort;  sonst  yerhält  sich  f{e)  analytisch 
im  PeriodenparaUelogramm.  Hiermit  erweist  sich  f{z)  als  von  der 
vierten  Ordnung. 

Auf  Grund  dieser  Relationen  lassen  sich  auch  die  Nullpunkte 
von  fijs)  leicht  bestimmen.  Im  Punkte  e  =  0  verhält  sich  f{z)  ana- 
lytisch;  und  da  überdies 

r(o)  =  -r(o) 

ist,  so  ist  jßr  =  0  eine  Wurzel  von  f{e)-  Des  weiteren  verhält  sich 
f{z)  im   Randpunkte  z  ^\(o  analytisch,  und  da  nun 

f'{\^)  =  _/-(-» f'{p-  » r (ja,) 

ist,  so  folgt,  daß  z  =^  \(o  eine  zweite  Wurzel  von  f{z)  ist.  In  ähn- 
licher Weise  findet  man,  daß  /"(j?)  in  jer  =  ^o)',  jo  +  \(o  verschwindet. 
Hiermit  sind  alle  vier  Wurzeln  von  f{z)  ermittelt. 

Jetzt    wollen  wir    die  Form    der  Differentialgleichung  für  f{z)i 

erforschen.     Setzt  man 

so  kann  man  ohne  weiteres  folgende  Schlüsse  ziehen: 

a)  jedem  Werte  von  Z  entsprechen  zwei  im  allgemeinen  getrennte 
Werte  von  TF; 

b)  diese  beiden  Werte  von  W  sind  einander  entgegengesetzt  gleich; 

c)  jedem  Werte  von  W  entsprechen  höchstens  vier  getrennte 
Werte  von  Z; 

d)  W  und  Z  werden  gleichzeitig  unendlich. 
Aus  a)  und  c)  geht  hervor,  daß 

G[W, Z\  =  A^{Z)  W^+  A,{Z)  W  +  M^ 

ist,  wobei  A^  ein  Polynom  höchstens  vom  vierten  Grade  in  Z  ist 
Wiegen  a)  verschwindet  Äq{z)  nicht  identisch,  und  wegen  d)  reduziert 
sich  Äq{Z)  auf  eine  Eonstante.  Femer  verschwindet  Äj^(z)  wegen  b) 
identisch.  •  Nun  weiß  man  aber  bereits  die  Werte  von  jer,  wofür  f  (z) 
verschwindet.     Für  diese  hat  Z  die  Werte: 

außerdem  nimmt  f(z)  den  gleichen  Wert  in  zwei  von  diesen  Punkten 
niemals  an,  da  f(z)  in  jedem   derselben  den  jeweiligen  Wert  bereits 

8i* 
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zweimal  annimmt.     Daher  muß  A^  wirklich  vom  yierten  Qrade  sein, 
und  wir  finden  nunmehr: 

Die  Funktion  f{js)  ist  nichts  anders  ais  die  zum  elliptischen  Inte- 
grale 

z 
dZ 

yc{z--  Z,)  (Z  -  ZJ(Z  -  Z,)  (Z  -  Z,) 

inverse  Funktion  Z{e): 

Z  =  f{z). 

Durch   eine   geeignete   lineare  Transformation  von  Z  läßt    sich 
dieses  Integral  noch  auf  die  Jaco bische  Normalform: 


's 

f 


dt 


V(i  -  f»)  (1  -  *»n 


<K> 


bringen.  Es  wird  nämlich  in  der  Theorie  der  binären  Formen  ge- 
zeigt,  daß  zwei  beliebige  binäre  quadratische  Formen,  deren  vier 
Wurzeln  alle  getrennt  liegen,  zu  einer  quadratischen  Form  Anlaß 
geben,  deren  beide  Wurzeln  die  Wurzeln  der  einen,  sowie  diejenigen 
der  anderen  vorgelegten  Formen  harmonisch  teilen.  Faßt  man  daher 
die  vier  Punkte  Z^^ .  .  .  Z3  zu  Paaren  zusammen  und  sucht  man  dann 
das  entsprechende  Punktepaar,  so  braucht  man  letztere  Punkte  nur 
noch  durch  eine  geeignete  lineare  Transformation  in  die  Punkte  g  =-  0,  oo 
überzufahren,  um  jene  Normalform  des  Integrals  zu  erzielen. 

In  ähnlicher  Weise  verfährt  man  auch  mit  denjenigen  Funktionen 
zweiter  Ordnung,  die  bloß  einen  einzigen  Pol  haben.  Da  ergibt  sich, 
daß  eine  solche  Funktion  ebenfalls  einer  Diflferentialgleichung  von  der 
Form  genügt: 

wobei  aber  jetzt  O  ein  Polynom  dritten  Grades  mit  getrennten 
linearen  Faktoren  bedeutet.  In  beiden  Fällen  hat  die  der  algebraischen 
Gleichung  G[W,  Z]^0  entsprechende  Riemannsche  Fläche  zwei  Blätter, 
welche  in  vier  Verzweigungspunkten  zusammenhängen.  Im  übrigen 
läßt  sich  die  eine  Form  der  Gleichung  ein-eindeutig  in  die  andere 
transformieren,  da  beide  ja  auf  die  Normalform 

^»=(l-£')(l-Ä«n 

gebracht  werden  können. 
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Konforme  AhbUdung  des  FeriodenparaUelogramms  auf  eine  ewei- 
blätirige  Fläche.     Durch  die  Funktion 

Z-f{,) 

wird  das  Periodenparallelogramni,  wie  wir  jetzt  beweisen  wollen,  ein- 
eindeutig und  im  allgemeinen  konform  auf  eine  zweiblättrige  Rie- 
mannsche  Fläche  mit  vier  VerzweigungBpunliten  abgebildet.  Dabei 
geht  der  Rand  des  Parallelogramms  in  eine  geschlossene,  die  Fläche 
nicht  zerstückelnde  Kurve  mit  einem  Doppelpunkte  ßber.  Wir  wollen 
uns  wieder  auf  Funktionen  /"(r)  mit  zwei  getrennten  Polen  beschränken 
und  im  übrigen  alle  die  früheren  Festsetzungen  bezüglich  derselben 
noch  beibehalten. 

Indem  wir  au  den  Abbildungssatz  von  Kap.  8,  §  5  anknüpfen, 
zerlegen  wir  das  Periodenparallelogramm  vorab  in  vier  ähnliche  Paral- 
lelogrumme  und  beginnen  mit  einem  davon,  dem  Bereich  /,  welcher 


keinen  Pol  enthalten  möge.  Im  anderen  Falle  wird  man  vom  Be- 
reiche II  ausgehen ;  sollte  endlich  ein  Pol  auf  der  punktierten  Be- 
grenzung von  J  liegen,  so  braucht  man  nur  den  Rand  des  Perioden- 
parallelogramms in  geeigneter  Weise  zu  verbiegen.  Da  f{e)  gerade 
ist,  so  nimmt  diese  Funktion  jeden  ihr  in  J  zukommenden  Wert  zum 
zweiten  Male  im  Bereiche  ///  an.  Hieraus  folgt  nun  insbesondere, 
daß  sie  den  nämlichen  Wert  in  zwei  getrennten  Randpunkten  von  / 
niemals  annimmt  Wir  sehen  also,  daß  die  Funktion  Z  ^  f(e)  allen 
Anforderungen  jenes  Äbbildungssatzes  im  Bereiche  /  genügt,  und 
darum  bildet  sie  diesen  Bereich  ein-eindeutig  und  konform  auf  ein 
endliches  Stück  /'  der  i^-Ebene  ab.  Dabei  besteht  der  Rand  von  I' 
ans  einer  regulären  Kurve,  C,  welche  in  den  vier  Punkten: 
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Ecken  aufweist^  deren  Winkelöffiiungen  gerade  doppelt  so  groß  sind, 
wie  die  entsprechenden  Winkel  im  Parallelogramm. 

Im  Bereiche  II  hat  f(j8)  dagegen  einen  Pol,  die  Funktion  genügt 
aber  dort  allen  den  Bedingungen  des  erweiterten  Satzes  von  Kap.  8,  §  5, 
und  demnach  bildet  sie  den  Bereich  //  auf  das  Äußere  II'  des  Be- 
reiches I'  in  der  Z-  Ebene  konform  ab.  Fügt  man  noch  die  Bereiche 
I'  und  //'  längs  des  der  Strecke  (0,  ^(o)  der  jer-Ebene  entsprechenden 
Bogens  Q  zusammen,  so  erhält  man  als  Abbild  des  Gesamtbereiches 
/,  II  die  längs  des  übrigen  Bogens  von  C  aufgeschnittene  erweiterte 
Z- Ebene. 

Unter  Benutzung  des  ümstandes,  daß  f(e)  gerade  ist:  f(js)^f{—ii)t 
findet  man  femer,  daß  der  Gesamtbereich  7ZZ,  IV  auf  ein  gleiches 
zweites  Blatt  der  Z- Ebene  abgebildet  wird.  Demgemäß  ergibt  sich 
als  endgültige  Abbildung  des  Periodenparallelogramms  die  aus  diesen 
beiden  Blättern  bestehende  Riemannsche  Fläche,  wobei  der  Bogen  C^ 
als  Yerzweigungsschnitt  dient,  während  die  weiteren  Bogen  C\,  C^ 
bzw.  den  beiden  Paaren  gegenüberliegender  Seiten  des  Parallelo- 
gramms entsprechen. 

Der  Leser  wolle  sich  ein  ModeU  dieser  zweiblättrigen  aufgeschnit- 
tenen Fläche  nach  der  Anweisung  von  Kap.  8,  §  4,  Fig.  83  verfertigen. 
Er  wird  dann  sofort  erkennen,  wie  sich  die  Riemannsche  Fläche  für 
den  Gesamt  verlauf  der  zu  Z  =  f{e)  inversen  Funktion  e  (Z)  zusammen- 
setzt, indem  nämlich,  der  Angliederang  eines  neuen  Parallelogramms 
der  ;er- Ebene  entsprechend,  ein  weiteres  derartiges  zweiblättriges  Flachen- 
stück an  den  bereits  vorhandenen  Komplex  angehängt  und  längs  eines 
Teiles  des  Randes  mit  diesem  verschmolzen  wird;  hierüber  vergleiche 
man  noch  die  in  §§  8,  9  des  8.  Kapitels  besprochenen  transzendenten 
Riemannschen  Flächen. 

Anderseits  vermag  man  aus  derselben  zweiblättrigen  Fläche, 
welche  soeben  modelliert  ist,  eine  geschlossene  zweiblättrige  Fläche 
herzustellen,  welche  als  Riemannsche  Fläche  für  das  obige  algebraische 
Gebilde: 

(1)  W*  =  C{Z  -  Z,)  {Z  -  Z,)  (Z  -  Z,)  (Z  -  Z,) 

dienen  kann.  In  der  Tat  nimmt  f(z)  gleiche  Werte  in  einander  gegen- 
überliegenden Randpunkten  0  und  jsr  +  cd  resp.  z  imd  z  -\-  o'  des 
Parallelogramms  an,  daher  wird  man  jedes  der  beiden  Blätter  längs 
des  Bogens  C^  zu   einem  unversehrten  Blatte  ergänzen  können,  da- 
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gegen  gehen  die  Blätter  längs  C^  aneinander  über.  Hiernach  hängen 
•also  die  beiden  Blätter  längs  zwei  Verzweigongsschnitte  miteinander 
zusammen,  und  zwar  liegen  letztere  über  den  beiden  Bogen  C^  und  C^. 
Auf  der  soeben  erhaltenen  zweiblättrigen  Fläche  verläuft  W,  als 
Funktion  von  Z  betrachtet,  eindeutig  und  besitzt  dort  außerdem  keine 
anderen  Singularitäten  als  Pole.  Diese  Fläche  vermag  darum  als  eine 
Riemannsche  Fläche  für  das  algebraische  Gebilde  (1)  zu  dienen.  An- 
dererseits hat  man  durch  die  Funktion  /*(jer)  und  deren  Ableitung  eine 
Uniformisierung  dieses  Gebildes  erhalten: 

Hierbei  entspricht  jedem  Werte  z  ein  Punkt  des  Gebildes ,  während 
umgekehrt  jeder  Punkt  {Wf  Z)  des  Gebildes  zu  einem  und  nur  einem 
Punkte  e  des  Fundamentalraumes  der  Funktion  f{z)  führt. 

Wir  fügen  noch  die  Bemerkung  hinzu,  daß  das  hiermit  erhaltene 
Resultat  zugleich  für  eine  beliebige  Funktion  zweiter  Ordnung  mit 
getrennten  Polen,  sowie  auch  mit  einem  einzigen  Pole  zweiter  Ord- 
nung gilt. 

Aufgabe.  Sei  q>{e)  eine  beliebige  ungerade  doppeltperiodische 
Funktion,  welche  keine  Konstante  ist,  und  sei  ü7  irgend  eine  halbe 
Periode  derselben.  Man  zeige,  daß  V5  entweder  eine  Wurzel  oder  ein 
Pol  von  q)(z)  ist,  und  daß  im  übrigen  die  Ordnung  der  Wurzel  resp. 
des  Poles  ungerade  ist. 

Man  zeige  ferner,  daß 

q>{l5  +  jer)  ==  —  9(0?  —  e). 

7.  Satz.  Jede  doppeltperiodische  Fimkiion  <p(j8)  läßt  sich  durch 
eine  beliebige  doppeltperiodische  Funktion  zweiter  Ordnung  f{e)  und 
deren  Ableitung  f{z)  rational  ausdrücken  ^  vorausgesetzt  nur,  daß  ein 
der  Funktion  f{e)  zugeliöriges  primitives  Periodenparaüdogramm  auch 
für  (p{z)  ein  (nidit  notwendig  primitives)  Periodenparcdielogramm  bildet. 

Verpflanzt  man  nämlich  die  Funktion  (p(z)  auf  die  soeben  be- 
sprochene zweiblättrige  Z- Fläche,  so  verläuft  sie  dort  eindeutig  und 
weist  außerdem  keine  anderen  Singularitäten  als  Pole  auf.  Infolge- 
dessen läßt  sie  sich  als  rationale  Funktion  von  W,  Z  darstellen,  vgl. 
Kap.  8,  §  15,  3.  Satz,  und  hiermit  ist  der  Beweis  erbracht. 

Zweiter  Beweis.  Der  Satz  kann  auch  ohne  Heranziehung  der 
zweiblättrigen  Fläche  bewiesen  werden.  Sei  ^(z),  sowie  f(z)  zunächst 
eine   gerade   Funktion.      Dann   nimmt   <p{z)   in   jedem   Punktepaare, 
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dessen  Yerbindungsstrecke  durch  e^O  halbiert  wird,  gleiche  Werte  an 
und  erscheint  daher  als  eine  eindeutige  Funktion  von  Z'^f{g).  Da 
diese  Funktion  außerdem  im  allgemeinen  analytisch  ist  und  keine  an- 
deren Singularitäten  als  Pole  besitzt^  so  ist  sie  rational 

Sei  zweitens  (p{js)  eine  ungerade  Funktion  von  z,  während  f(g) 
noch  immer  gerade  bleibt.  Dann  wird  ^{z)lf\z)  gerade  sein,  und 
infolgedessen  wird  hier 

Ist  ^{z)  dagegen  weder  gerade  noch  ungerade,  so  läßt  sich  ^{z) 
immerhin  als  die  Summe  einer  geraden  und  einer  ungeraden  Funktion 
darstellen: 

womit  sich  dann  der  Beweis  auch  in  diesem  Falle  ergibt. 

Vermöge  der  yoraufgehenden  Entwicklungen  kann  man  nunmehr 
den  Fall  erledigen,  daß  auch  f{g)  keine  gerade  Funktion  ist,  indem 
man  vermöge  einer  linearen  Transformation  der  unabhängigen  Va- 
riabelen: 

bewirkt,  daß  f{z)  in  eine  gerade  Funktion  von  z^: 

f(^)  =  fi''i  +  y)  =  fM 

verwandelt  wird.  Alsdann  braucht  man  q>(z)  =  9(^1  +  y)  =  9i(^i)  ^^^ 
rational  durch  fi(z^)  und  /^'(^i)  auszudrücken,  um  hierauf  zur  ursprüng- 
lichen Variabelen  z  wieder  zurückzugehen. 

Aufgabe  1.  Sei  f{z)  eine  gerade  Funktion  zweiter  Ordnung, 
und  sei  n  eine  natürliche  Zahl.  Dann  genügt  fizjn)  einer  algebra- 
ischen Gleichung,  deren  Koeffizienten  linear  und  ganz  von  f{z)  ab- 
hängen. 

Aufgabe  2.  Sind  f{z),  F{z)  zwei  gerade  Funktionen  zweiter 
Ordnung,  so  sind  sie  durch  eine  lineare  Relation  miteinander  verknüpft. 

§  7.    Weitere  Sätze  betreffend  doppeltperiodisohe  Funktionen. 

8.  Satz.  Der  siebe^ite  Satz  läßt  sich  dahin  verallgemeinern,  daß  man 
an  Stelle  der  Funktion  zweiter  Ordnung  f(z)  eine  heliciige  Funktion 
n-ter  Ordnung  ^(z)  treten  läßt. 

Zum  Beweise  fasse  man  die  irreduzibele  algebraische  Gleichung 
ins  Auge,  welche  dem  Zusätze  des  6.  Satzes  von  §  5  zufolge  die  bei- 
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den  Funktionen 

(1)  Z-tl^ie),     W~i>'ie) 

miteinander  verknüpft: 

(2)  G[W,Z]  =  0. 

Ich  behaupte:  der  Grad  von  6r  in  TT  ist  gleich  w.  In  der  Tat  sei  Z^ 
ein  Wert  von  Z,  wofür  alle  Wurzeln  von  (2)  endlich  und,  sowie 
diejenigen  der  ersten  Gleichung  (1): 

(3)  Z,  =  n^ie), 

voneinander  verschieden  sind.  Wäre  nun  der  Girad  von  G  in  W  kleiner 
als  n,  so  müßte  es  zwei  im  Periodenparallelogramm  belegene  Wurzeln 
von  (3):  e  =  a^b  geben,  derart,  daß  gleichzeitig 

wäre.     Daraus  folgt  aber  allgemein: 

^(*)(a)  =  ^(*)(6),  Ä  -  2,  3, ... . 

Differentiiert  man  nämlich  (2)  nach  jer,  so  kommt: 

wobei  der  obigen  Voraussetzung  bezüglich  Z^  zufolge  ^^^[^'(a),  tio^Jl 
nicht  verschwindet.  Durch  den  Schluß  von  k  auf  Ä  +  1  ergibt  sich 
noch  allgemein,  daß  jede  spätere  Ableitung  von  ilf(jg)  rational  durch 
if(js),  i>'{is)  ausdrückbar  ist,  und  zwar  besteht  der  Nenner  des  Bruches 
stets  aus  einer  Potenz  von  Gj^\rl}\z),  ^(-e?)]. 

Aus  dieser  Überlegung  geht  nun  hervor,  daß  die   beiden  Funk- 
tionen von  J: 

miteinander  identisch  sind;  denn  sie  verhalten  sich  analytisch  im 
Punkte  S  =  0  und  stimmen  dort  nebst  allen  ihren  Ableitungen  mit- 
einander überein.     Setzt  man  noch 


so  wird 


^(r)  =  ^(;ef +  &  — a). 
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und  daher  läßt  die  Funktion  ^(j?)  die  Periode  b  —  a  zu.^)  In  diesem 
Widerspruch  liegt  der  Beweis  der  Behauptung. 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  nunmehr^  unter  Heranziehung  des 
3.  Satzes  yon  Kap.  8,  §  15,  daraus^  daß  <p{0)y  auf  die  der  Gleichung  (2) 
zugehörige  Z-Fläche  yerpflanzt,  dort  eindeutig  verläuft  und  keine 
anderen  Singularitäten  als  Pole  aufweist. 

9.  Satz.  Sei  Q{z)  eine  Funktion,  deren  FeriodenparaUdogramm 
sich  aus  N  primitiven  Periodenparallelogrammen  der  Funktion  q>{z) 
jmsammensetzt.  Dann  genügt  0(js)  einer  irredueibden  algebraischen 
Gleichung  N^""  Ordnung,  deren  Koeffizienten  rational  von  g)(z),  q>'(z) 
abliängen. 

Zu    einem   primitiven   Periodenpaar   von   9{z)i   Sl,  Sl',   gibt   es 

nach   Voraussetzung   ein   primitives   Periodenpaar   von   (p{z):    ©,    o', 

wofür 

ß  =  pcj,     Sl'  =  qa' 

ist.  Dabei  sind  p,  q  natürliche  Zahlen,  deren  Produkt  gleich  N  ist. 
Dem  Umstände  entsprechend,  daß  ein  Punkt  z  des  kleinen  Parallelo- 
gramms N  kongruente  Punkte  im  großen  Parallelogramm  besitzt,  — 
bei  geeigneter  Wahl  der  Parallelogramme  sind  es  die  Punkte 

z,  z  +  o,  z  +  2(i},...  z  +  (p  —  l)(o, 

xr  +  co',  z  +  o'  +  (o,  z  +  o'  +  2(ü, ...  z  +  o'  +  (p  —  l)(o, 

z  +  (q—  l)(o\      z  +  {q-l)(o'+  (Oy.,,      ^  +  {q— l)(o' +  (p  —  1)g), 

m 

—  wollen  wir  ein  beliebiges  symmetrisches  Polynom  in  den  K^pq 
Argumenten : 

0(z  +  kco  +  //co'),    k  =  0,  1, . . .,  2>—  1,  k'=0,  1,  . . .,  g—  1 

bilden.  Dasselbe  läßt  offenbar  die  Perioden  co,  o'  zu  und  wird  somit 
rational  durch  q>(z),  (p\z)  ausdrückbar.  Hieraus  erkennt  man,  daß 
die  Koeffizienten  der  algebraischen  Gleichung: 

n[0  '-0{z  +  k(o  +  k'a)]  =  0 

als  rationale  Fimktionen  von  q){z),  (p'(z)  dargestellt  werden  können, 
während  derselben  andererseits  durch  die  Funktion  ^(z)  genügt  wird. 

1)  Wegen  der  hier  angewendeten  Schlußweise  vgl.  Biermann,  Analytische 
Funktionen,  S.  891. 
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E^  bleibt  also  nur  noch  übrig  nachzuweisen;  daß  das  obige  Polynom 
flieh  nicht  in  Faktoren  zerlegen  läßt,  deren  Koeffizienten  rational  von 
ip{z),  ^>\e)  abhängen.  Gesetzt,  das  ginge  nun  an.  Dann  würde  $(jer) 
Wurzel  eines  Polynoms  sein,  dessen  Koeffizienten  rational  von  (p{z\ 
ip\z)  abhängen,  welches  aber  bei  passender  Wahl  von  k^,  k\  für  den 
Wert  ^  =  0{ß  +  kQ(o  +  k\(D)  nicht  verschwindet.  Führt  man  jetzt 
£  stetig  in  den  Wert  z  +  k^(o  +  k\ci  über,  so  kehren  die  Koeffizienten 
zu  ihren  ursprünglichen  Werten  wieder  zurück,  während  das  Polynom 
beständig  verschwindet,  und  hiermit  sind  wir  zu  einem  Widerspruch 
geführt. 

Zum  Schlüsse  beweisen  wir  noch  das  Additionstheorem  nebst 
dessen  ümkehrung. 

10.  Satz.  Jede  doppeUperiodische  Funktion  fp(z)  besitzt  ein  cdge- 
hraisches  Additionstheorem,  und  zivar  ist 

<p(^i  +  ^2)  =  -R[9(^i)>  ^'Mf  vM,  9' (^2)], 

wo  R  eine  rationale  Funktion  der  vier  Argumente  bedeutet. 

Sei  f(z)  irgend  eine  doppeltperiodische  Funktion  zweiter  Ord- 
nung mit  gemeinsamem  Periodenparallelogramm,  wofür  der  Satz  be- 
reits feststeht.  Eine  solche  Funktion  werden  wir  im  folgenden  Kapitel 
in  der  Weierstraßschen  ^^-Funktion  kennen  lernen;  vgl.  indessen 
auch  nachstehende  Aufgabe  1.  Kraft  des  7.  Satzes  wollen  wir  <p{z) 
zuerst  durch  diese  Funktion  und  deren  Ableitung  ausdrücken: 

(1)  'P(^)-mm,rm 

Hieraus  folgt  vor  allem: 

(2)  9  (z,  +  ^,)  =  5R  Ifiz,  +  e,),  f\g,  +  z,)\ 
Andererseits  hat  man: 

(3)  fiz,  +  ^s)  =  r\f{z,),  f'iz,),  /•(*,),  r(^,)], 
sowie  auch 

(4)  nz, + z,)  =  g^i  -  r,\f{z,),  r{z,),  f{z,),  rw], 

wobei    die   Elimination   von  f'{z^  aus  cr/rz^  vermöge  der  Relation: 

(5)  [rwp=G[/-(^)] 

geschieht,   indem   man   diese   nach  z  differentiiert.    Trägt   man  noch 
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die  Werte  von  /"(^i  +  ^g);  /"(^i  +  ^j)  ^^^  (^);  W  ^  (2)  ®^^>  ^^ 
kommt: 

(6)         9  (^, + 0,) = %  [f(z,),  nz,),  f{z,),  nz,)\ 

Hierbei  sind  alle  die  Funktionen  9}^  r^  r^^  St^  rational,  während  G 
außerdem  ganz  ist.  Der  Beweis  des  ersten  Teils  des  Satzes  erfolgt 
nun  einfach  dadurch,  daß  man  die  Relationen  (1)  und  (5)  einmal  f&r 
e  ^^  Zi,  sodann  auch  für  0^0^  anschreibt,  um  darauf  noch  aus  diesen 
vier  Gleichungen  nebst  (6)  die  vier  Funktionen  /"(^i),  f(ßi)y  f(ßi\ 
f{0^  zu  eliminieren: 

wo  G  ein  Polynom  bedeutet.  Daß  diese  letzte  Gleichung  nicht  illu- 
sorisch werden  kann,  indem  G(w^y  w^,  iv^  identisch  verschwindet 
oder  von  weniger  als  drei  Argumenten  abhängt,  folgt  schon  daraus^ 
daß  jene  fünf  Gleichungen,  welche  wir  uns  zuvörderst  auf  die  Form 
von  algebraischen  Gleichungen  gebracht  denken  wollen,  bei  willkür- 
lich vorgegebenen  Werten  von  w^^  (p (xrj  und  w^  =  (p (js^)  im  allge- 
meinen nur  eine  endliche  Anzahl  von  Bestimmungen  der  dritten  Größe 
^3^9^  (^1  ~i~  ^s)  zulassen,  falls  sie  gleichzeitig  bestehen  soUen. 

Um  den  zweiten  Teil  des  Satzes  festzustellen,  knüpft  man  an  den 
8.  Satz  an,  indem  man  laut  desselben  f(z),  sowie  /"(^)  rational  durch 
g){0)y  (p\z)  ausdrückt  und  dann  die  so  gewonnenen  Werte  von  f{zi)f 

r(^i)»  /(^ä);  fi^i)  in  (6)  einträgt. 

Wir  wollen  jetzt  die  Umkehrung  des  soeben  bewiesenen  Satzes 
besprechen. 

11.  Satz.^)  Eine  eindeutige  FunJition  (p(z)j  welche  sich  überall  im 
Endlichen,  vmi  Polen  abgesehen^  analytisch  rerhält  und  außerdem  ein 
algebraisches  Additionstheoreni  besitzt: 

G[(p{z^+z.),  q){z,)y  (p{z^)]  =  0, 
ist  entweder 

1)  eine  ratiotude  Funktion  von  z;  oder 

z 

2)  eine  rationale  Funktion  von  e  '"   ;  oder  endlich 


3)  eine  rationale  Funktion  von  f{z),  f{z),  wo  f{z)  eine  doppelt- 
periodische  Funldion  der  am  Eingang  des  §  1  naher  bezeichneten  Art  i4. 


1)  Weierstraß,  Vorlesungen. 
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Wir  bemerken  vor  allem,  daß  jede  rationale  Funktion  ein  alge- 
braisches Additionstheorem  besitzt,  und  können  deshalb  davon  ab-  * 
sehen,  daß  (p(js)  rational  ist.  In  jedem  anderen  Falle  hat  ^(jer)  eine 
wesentliche  Singularität  im  Punkte  oo.  Das  hat  nun  aber  unter  den 
Voraussetzungen  des  Satzes  zur  Folge,  daß  ip(z)  periodisch  ist.  In 
der  Tat  sei  m  der  Grad  von  G  im  ersten  Argument.  Dem  11.  Satze 
von  Kap.  7,  §  6  zufolge  gibt  es  eine  Zahl  C,,   wofür  die  Gleichung 

m  +  l  getrennte  Wurzeln  z^=  aQ,  a^,  . .  .,  a^  hat.  Wir  wollen  f  so 
annehmen,  daß  sich  (p  {z)  in  jedem  der  Punkte  J;  +  a^,  i  =  0,  1,  . . .,  w, 
sowie  auch  im  Punkte  jer  =  J,  analytisch  verhält.  Sei  G^  =  q>  (g).  Bildet 
man  nun  die  Größen: 

80  sind  diese  sämtlich  Wurzeln  des  Polynoms:  G{WyC^jG^,  Darum 
müssen  auch  mindestens  zwei  davon  einander  gleich  sein. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daß  für  zwei  der  obigen  Größen  a^  die 
Gleichung 

(A)  ^{z  +  aj)^(p{z  +  a;) 

allgemein  gilt.  Beschränkt  man  nämlich  z  zunächst  auf  die  Nach- 
barschaft des  Punktes  ^,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

G[sp{z  +  aj,  fp{z),  0,]  =  0,      »  =  0,  1, . . .,  w, 

daß  für  jeden  Punkt  dieser  Umgebung  die  Gleichung 

bestehen  muß.  Indessen  könnten  x  und  A,  soviel  man  sieht,  für  ver- 
schiedene Punkte  z  verschieden  ausfallen.  Da  es  aber  nur  eine  end- 
liche Anzahl  von  Paaren  (x,  X)  gibt,  während  die  Anzahl  der  in 
Betracht  kommenden  Punkte  z  doch  unendlich  ist,  so  muß  es  min- 
destens ein  bestimmtes  Paar:  x  =  jfc,  A  =  Z,  geben,  wofür  obiger  Glei- 
chung durch  unendlich  viele  Punkte  der  Nachbarschaft  von  g,  und 
daher  auch  durch  alle  Punkte  derselben  genügt  wird.  Hieraus  folgt, 
daß  fp{z  +  aj)  und  q>{z  +  a,)  eben  ein  und  dieselbe  monogene  ana- 
lytische Funktion  sind,  und  darum  läßt  q>  (z)  die  Periode  a^^  —  a,  zu. 
Ist  (p(z)  doppeltperiodisch,  so  subsumiert  sich  (p{z)  damit  auf 
Grund  des  8.  Satzes  unter  3).  Es  bleibt  deshalb  nur  noch  der  Fall 
zu  erledigen  übrig,  daß  (p  (z)  einfach  periodisch  ist.    Zu  beweisen  ist. 
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daß  q)  (z)  sich  dann  rational  durch  e  ^  ausdrücken  läßt  Sollte  das- 
nicht  angehen,  so  müßte  (p{z)  mindestens  in  einem  Endpunkte  des 
Periodenstreifens  eine  wesentliche  singulare  Stelle  im  Sinne  Yon  §  2 
haben.  Infolgedessen  könnte  man  durch  eine  ähnliche  Überlegung 
wie  die  obige  zeigen,  daß  es  sogar  im  Periodenstreifen,  den  wir  ja 
als  primitiv  annehmen  wollen,  zwei  Punkte  a^^  und  o^  gibt,  wofQr 
allgemein 

ist.  Demgemäß  läßt  aber  q>  (z)  noch  eine  Periode  a^  —  a,  zu,  welche 
kein  ganzzahliges  Vielfaches  der  dem  Streifen  entsprechenden  primi- 
tiven Periode  o  ist.  Mit  diesem  Widerspruch  ist  der  Beweis  des 
Satzes  erbracht. 

Phragmen^)  hat  eine  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  bewiesen, 
welche  folgendermaßen  lautet:  Besteht  zwischen  drei  Elementen  einer 
monogenen  analytischen  Funktion  q)(e): 

9iMy     9iM>     9t{^)y 

deren  Definitionsbereich  die  Punkte  ^i  =  c^,  jer^  =  c,,  w  =  c^  +  c^  um- 
faßt, eine  algebraische  Relation: 

so  ist  (p  {z)  entweder 

1)  eine  algebraische  Funktion  von  z\  oder 

2)  eine  algebraische  Funktion  von  e  *"    ;  oder  endlich 

3)  eine  algebraische  Funktion  von  fißs),  wo  f{z)  eine  eindeutige 
doppeltperiodische  Funktion  ist,  welche  keine  anderen  Singularitäten 
im  Endlichen  als  Pole  besitzt. 

Aufgabe  1.  Man  beweise  das  Additionstheorem  für  Funktionen 
zweiter  Ordnung,  indem  man  auf  Grund  der  diesem  Paragraphen 
vorausgehenden  Entwicklungen  die  Funktion  f{z  +  y)  durch  f{z)  und 
f'{z)  explizite  auswertet.  Dabei  darf  man  zunächst  annehmen,  daß 
f{z)  eine  gerade  Funktion  ist. 

Aufgabe  2.  Sei  q>{z)  eine  eindeutige  Funktion  von  z,  welche 
im   Endlichen    keine    anderen    singulären   Stellen    als   Pole   hat   und 

1)  Acta  mathematica,  Bd.  7  (1886),  S.  88.  Der  Satz  nihrt  von  Weier- 
strafi  her;  Schwarz,  Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauch  der  elliptischen 
Funktionen^  §  1. 
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auBerdem  einer  Differontialgleichuiig  von  der  Form: 

genügt,  wo  G  ein  irreduzibeles  Polynom  ist.  Man  zeige ;  daß  <p(jsy 
dann  entweder  rational  oder  periodisch  ist,  und  z war^  im  Fall  9  (g) 
nur  einfach  periodisch  ist,  daß  9  (z)  dann  keine  wesentliche  singulare 
Stelle  im  Fundamentalraume  besitzt. 


§  8.    Eine  auf  den  Fundamentalbereieh  fuBende  Definition  der 

periodisohen  Funktionen. 

Aus  den  vorstehenden  Entwicklungen  ist  deutlich  hervorgegangen^ 
welche  einschneidende  Bedeutung  der  Begri£f  des  Fundamentalbereiches 
für  die  Theorie  der  periodischen  Funktionen  besitzt  Auf  diesen  Be- 
griff gründet  sich  auch  die  Theorie  der  automorphen  Funktionen, 
wie  sie  im  Sinne  der  Riemannschen  Funktionentheorie  entwickelt 
worden  ist.  Wir  wollen  noch  zum  Schluß  einen  Satz  beweisen,  wo- 
nach die  Definition  einer  periodischen  Funktion  auf  Grund  ihres  Ver- 
haltens im  Fundamentalraume  ohne  Bezug  auf  angrenzende  Gebiete 
getroffen  werden  kann. 

Theorem.  Verhält  sich  die  Funktion  f(js)  in  jedem  inneren  Punkte 
eines  Parallelstreifens  hzw,  eines  Parallelogramms  analytisch,  wofern 
man  bloß  von  etwaigen  Polen  abzieht,  und  nähert  sich  f{e)  ferner  in 
jedem  eigentlichen  Randpunkte  einem  Grenzwerte;  stimmen  endlich  diese 
Bandwerte  paarweise  in  kongruenten  Randpunkten  überein,  so  ist  f(z) 
eine  periodische  Funktion,  deren  SingtUaritäten,  sofern  sidi  f(z)  nicht 
auf  eine  Konstante  reduziert,  lediglich  aus  den  im  Fundamentalbereiche 
gelegenen  Polen  nebst  den  damit  kongruenten  Punkten  der  Ebene  und 
einer  wesenüichen  singulären  Stelle  im  Punkte  00  bestehen. 

Der  Satz  gilt  selbst  dann  noch,  wenn  f{z)  in  isolierten  Randpunkten 
unendlich  wird,  sonst  aber  den  vorstellenden  Bedingungen  genügt. 

Der  Einfachheit  halber  führen  wir  den  Beweis  bloß  für  das 
Parallelogramm.  Man  konstruiere  das  Parallelogrammnetz,  dessen  eine 
Masche  das  vorgelegte  Parallelogramm  bildet,  und  definiere  die  Funk- 
tion f{z)  in  jedem  Punkte  der  Ebene  durch  den  Wert,  welchen  sie 
im  kongruenten  Punkte  des  Ausgangsparallelogramms  §  erhält.  In 
einem  Randpunkte  von  5  wird  f{z)  der  zugehörige  Grenzwert  bei- 
gelegt. Dann  braucht  man  nur  zu  zeigen,  daß  sich  f{z)  in  den  Rand- 
punkten  von  5  analytisch   verhält.    Zunächst  folgt  aus   den  Voraus- 
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Setzungen  des  Satzes,  daß  f{z)  in  den  Randponkten  von  ^^  höchstens 
mit  Ausnahme  von  isolierten  Randpunkten,  stetig  ist.  Daher  laßt  sich 
der  12.  Satz  von  Kap.  7,  §  6  in  Anwendung  bringen^  und  hiermit  ist 
der  Beweis  fertig. 

Wir  wenden  das  soeben  erhaltene  Theorem  zum  Beweise  des  fol- 
genden  Satzes  an. 

Satz.  Das  unbestimmte  Integral  einer  ungeraden  periodischen  Funk- 
tion f{is),  deren  Besiduen  sämtlich  verschwindeny  ist  eine  gerade  perio- 
dische Funktion. 

Daß  das  Integral  F  (js)  vor  allem  eine  gerade  Funktion  ist,  folgt 
aus  dem  Theorem  von  Kap.  9,  §  6;  denn  F{e)  ist  o£Penbar  in  der 
Nähe  des  Punktes  e  ^0  gerade.  Femer  ist  F{z)  eindeutig,  da  diese 
Funktion  keine  anderen  Singularitäten  im  Endlichen  als  Pole  hat.  Es 
handelt  sich  also  nur  noch  um  den  Beweis,  daß 

ist,  wo  g  und  g  +  Oj  zwei  beliebige  kongruente  Randpunkte  bedeuten, 
in  welchen  F{z)  endlich  bleibt.  Sei  a>i  =»  ©;  der  Fall  ©i  =  a'  wird 
ähnlich  behandelt.  Indem  wir  F{e)  durch  ein  bestimmtes  Integral 
ausdrücken : 


z-o 


5 


F{z)=^ff{z)dz  +  C, 

a 

geht  (1)  dann  in 

C+eo 

(2)  ff{z)dz  =  0 

über,  wobei  der  Integrationsweg 
nur  durch  keinen  Pol  gehen  darf, 
sonst  aber  willkürlich  verläuft. 
Wir  wollen  g  so  annehmen,  daß 
der  Punkt  jer  =-  0  den  Mittelpunkt  von  5  bildet,  und  den  Fall  vorweg- 
nehmen, daß  £r  =  —  ^  CO  kein  Pol,  und  g  =  —  ^  ©  ist.  Hier  ist,  so- 
fern jer  =  0  auch  kein  Pol  ist, 

//■(.)  ..=/4-/--P(--)+F(|)-0. 


Fig.  108. 


CU  CO 
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Ist  nun  5  +  —  J^  a>,  so  fUliren  wir  das  Integral 

'ß)de 


ff^^ 


über  dasjenige  Parallelogramm,  dessen  Ecken  in  den  Punkten  lfi-{-  (Oy 
^(üy  —  \(o  liegen,  indem  wir  zunächst  voraussetzen,  daß  sich  keine  Pole 
am  Rande  desselben  befinden.  Der  Wert  des  Integrals  ist  gleich  der 
Summe  der  Residuen  von  f{ß)  in  den  im  Parallelogramme  befind- 
lichen Polen  dieser  Funktion,  also  =»  0.  Nun  heben  sich  zunächst 
die  von  den  Strecken  (—  1  cd,  g),  (g  +  cj,  ^  o)  herrührenden  Bestand- 
teile des  Integrals  wegen  der  Periodizität  von  f{z)   gegenseitig  auf. 


Ferner  ist  x. 


•2^ 


ff{z)dz  =  0. 

Daher  bleibt  nur  noch  der  von  der  Seite  (g,  S  +  o)  des  Parallelo- 
gramms herrührende  Teil  des  Integrals  übrig  womit  denn  der  Beweis 
für  diesen  Fall  erbracht  ist. 

Sollte  nun  ein  Pol  auf  dem  Rande  des  Parallelogramms  liegen, 
so  kann  man  demselben  durch  geeignete  Abänderung  des  Parallelo- 
grammrandes stets  ausweichen,  sofern  er  nicht  gerade  im  Punkte 
i?  ==  0  oder  ;2r  =  Hh  .J-  co  liegt.  In  diesem  Falle  wird  man  einen  kleineu 
Kreis  um  den  Pol  als  Mittelpunkt  legen  und  einen  passenden  Bogen 
desselben  dann  mit  in  den  Integrationsweg  aufnehmen.  Da  nun  die 
Funktion  f{z)  ungerade  ist,  so  folgt  (§  6,  Aufgabe,  S.  487),  daß  der 
Hauptteil  eines  jeden  solchen  Poles  derselben  auch  nur  ungerade  Po- 
tenzen von  \l{z  —  a)  enthält.  Ferner  verschwindet  das  Residuum 
nach  Voraussetzung,  und  hieraus  ergibt  sich,  daß  der  von  diesen  Haupt- 
teilen herrührende  Beitrag  zum  Integral  fortföUt. 

Aufgabe.  Sei  f{z)  eine  beliebige  doppelt  periodische  Funktion, 
deren  Residuen  sämtlich  verschwinden,  und  sei  F{z)  ein  unbestimmtes 
Integral  derselben.    Man  zeige,  daß 

F{z  +  0)^  F{z)  +  71,    F{z  +  (o)  =  F{gi)  +  r( 

ist,  wo  riy  71  Konstante  bedeuten,  die  insbesondere  verschwinden  können. 

§  9.  Über  gewisse  Funktionen,  welche  mit  den  doppeltperiodisohen 

Funktionen  verwandt  sind. 

A)  Funktionen  mit  midtiplikativer  Periode.  Indem  wir  die  früher 
zur  Untersuchung  der  einfach  periodischen  Funktionen   vielfach    be- 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl.  32 


498  ni,  10.    Periodiicbe  Fanktionen. 

nutzte  TraBBfonnation 

(1)  «  -  e^' 

hier  wieder  in  Anwendung  bringen,  gelit  eine  doppelt  periodiache 
Funktion  f{ß)  mit  den  Perioden  m,  m,  wobei  ja  81  (— — )  >  0  sein 
BoU,  in  eine  eindeutige  Funktion  von  to: 

Ober,  welche,  von  den  beiden  Punkten  w  —  0,  oo  abgeeeben,  keine 
anderen  Singularitäten  als  Pole  aufweist.  Bei  n&herer  Betrachtung 
der  durch  (I)   definierten  konformen  Abbildong   erkennen   wir,    daß 


das  Periodenparallelogramm  (Fig.  109)  in  einen  Ereisring  der  w-Ebene 
übergeführt  wird,  wobei  der  Strecke  {0,  m)  die  aus  dem  Einheitskreise 
der  i«-Ebene  bestehende  äußere  Begrenzung  desselben  entspricht.,  wäh- 
rend die  beiden  anstoßenden  Seiten  in  einen  Bogen  einer  logarith- 
mischen Spirale  transformiert  werden.  Der  Periodizität  hinsichtlich 
der  zweiten  Periode  m'  steht  hier  die  Funktionalgleichung 

<p(au:)^(p(w),  a  —  e   •"'  , 

gegenüber.  Wir  erhalten  mithin  einen  Fundamentalbereich  für  qi{u), 
indem  wir  einen  Kreisriug: 

R^\iv-<li,  R=\«\R, 

nehmen,  wobei  R  willkürlich  ist.  Der  Bedingung  91  (  .  "  1  >  0  zu- 
folge ist  |a'<I.  Endlich  nimmt  q>{iv}  gleiche  Werte  in  denjenigen 
Paaren  von  Randpunkteu  an,  in  welchen  der  Rand  durch  die  Indivi- 
duen   einer   Schar    logaritbmiscber   Spiralen    getroffen    wird.     Stellt 
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man  nämlich  die  Punkte  des  Periodenparallelogramms  in  der  Form  dar: 

und  setzt  man  noch 

'"  =  a  +  6i,  &  >  0, 

w  =  üe^S 
so  findet  man  aus  (1): 

J?  =  e- »''*',     0^27c{X  +  at), 

Hieraus  erkennt  man  insbesondere,  daß  die  geradlinige  Strecke  A  »  ü^: 

z^k^fo  +  toi',  0<t<l, 

in  einen  derartigen  Spiralbogen  übergeht. 

Umgekehrt  kann  man  von  der  Funktionalgleichung 

ausgehen  und  diejenigen  derselben  genügenden  eindeutigen  Funktionen 
untersuchen,  welche  im  Endlichen,  yom  Punkte  z^O  abgesehen, 
keine  anderen  Singularitäten  als  Pole  besitzen.  Von  dieser  Funktions- 
klasse aus  gelangt  man  dann  wieder  zu  den  doppeltperiodischen  Funk- 
tionen vermöge  der  zu  (1)  inversen  Transformation: 

^  =  -^.logu;. 

Wegen  einer  eingehenden  Untersuchung  dieser  Funktionsklasse  ver- 
gleiche man  Rausenberger,  Periodische  Funktionen. 

Aufgabe.     Ist  |tt|  =  l,  so  zeige  man,  daß  es  im  allgemeinen 
keine  eindeutige  Funktion  q>{w)  gibt,  welche  der  Funktionalgleichung 

qp  {aw)  =  (p{w) 

genügt  und  sich  nicht  auf  eine  Eonstante  reduziert.  Wenn  dagegen 
insbesondere 

ist,  wo  p,  q  relativ  teilerfremde  ganze  Zahlen  sind  und  ^  >  1  ist,  so 
liefert  jede  eindeutige  Funktion  von  m;^,  welche  von  u;  =  0,  c»  ab- 
gesehen nur  Pole  hat,  eine  Lösung.  Man  erweitere  diese  letzte  Be- 
dingung.   Ist  hier  überhaupt  irgend  eine  Voraussetzung  nötig? 

82* 
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B)  Funktionen  mit  Periodijsitätsmodul  resp.  mit  vortretendem  Faktor. 
Aus  den  Eatwicklungen  des  voraufgehenden  Pai-agraphen  folgt,  daß 
das  Integral  einer  doppeltperodischen  Funktion  f(g)  mit  yerschwin- 
denden  Residuen  zu  einer  eindeutigen  Funktion 

F(z)  -fm  dz 

führt,  welche  in  kongruenten  Raudpunkten  des  Periodenparallelo- 
gramms Periodizitätsmoduln  rj,  if  aufweist^ 

F{e+a,)  =F(z)  +  v,\ 
^   ■  F(e  +  <o')  =  F(z)  +  fi'.: 

Umgekehrt  ist  die  Ableitung  einer  Funktion,  welche  im  Endlichen  keine 
anderen  Singularitäten  als  Pole  hat  und  den  Funktionalgleichungen  (1) 

genügt,  doppeltperiodisch.  Indem  man  das  Integral  I  F(z)djs  über 
den  Rand  des  Parallelogramms  führt,  stellt  sich  heraus,  daß 

(2)  ijo'  —  ly'oj  =  2xi2JQ 

ist,  wobei  2Jq  die  Summe  der  Residuen  von  F(z)  im  Parallelogramm 

bedeutet    und,    wie    gewöhnlich,    9l(.— j>0    ist.      Wäre    dagegen 

9i(— "j<0,  so  müßte  in  (2)  rechter  Hand  das  Minuszeichen  stehen. 

Hiermit  ist  eine  notwendige  Bedingung  ermittelt,  woran  die  drei 
Größen  rj,  rj\  Uq  geknüpft  sind.  Daß  es  umgekehrt  stets  eine  Funk- 
tion F(ß)  gibt,  welche  willkürliche  Pole  und  Periodizitätsmoduln  be- 
sitzt, sofern  nur  dieser  Bedingung  genügt  wird,  folgt  aus  der  Existenz 
und  den  Eigenschaften  der  sogleich  zu  besprechenden  g-Funktion. 

Sei  f{z)  insbesondere  eine  Funktion  zweiter  Ordnung  mit  zusammen- 
fallenden Polen.  Dann  hat  F{z)  bloß  einen  einzigen  Pol  erster  Ord- 
nung. Eine  solche  Funktion  werden  wir  im  folgenden  Kapitel  des 
näheren  betrachten,  nämlich  /"(je?)  =  —  ^j  (z),  F{z)  =  ^{z).  Die  Partial- 
bruchzerlegung  einer  beliebigen  doppeltperiodischen  Fimktion  ^{z) 
vermöge  einer  derartigen  Funktion  F{z)  nebst  deren  Ableitungen 
könnte  schon  an  dieser  Stelle  vorgenommen  werden.  Wir  empfehlen 
dies  dem  Leser  als  eine  gute  Übung. 

Eine  andere  Funktionsklasse  erhalten  wir,  wenn  wir  aus  einer 
doppeltperiodischen  Funktion  f  {z)  =  f(z)  resp.  aus  dem  Integral  einer 

solchen  ^{z)  =  F{z)  ^  j  f{z)dz  die  Funktion 
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bilden.  Soll  $(^)  eindeutig  ausfallen,  so  müssen  zunächst  alle  Re- 
siduen von  f{z)  und  \{z)  ganzzahlig  sein,  und    außerdem  muß,  falls 

\{e)  =  1  f{p)dz  ist,  jedes  Residuum  von  f{z)  verschwinden.  Anderer- 
seits wird  man  zur  Vermeidung  wesentlicher  singulärer  Punkte  im 
Endlichen  verlangen,  daß  alle  Pole  von  f  (^)  einfach  seien.  Wir  wollen 
in  der  Tat  voraussetzen,  daß  diese  Bedingungen  alle  erfüllt  sind. 
Dann  genügt  ^{e)y  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt,  den  Funktional- 
gleichungen 

Umgekehrt  sei  O  {z)  eine  Funktion,  welche  im  Endlichen  bis  auf 
Pole  analytisch  ist  und  den  Funktionalgleichungen  (B)  genügt.  Dann 
genügt  deren  logarithmische  Ableitung  den  Relationen  (A). 

Während  die  elliptischen  Funktionen  notwendig  Pole  haben  mußten, 
sofern  sie  sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduzierten,  kann  sowohl  F{z) 
als  0{e)  eine  ganze  Funktion  sein.  In  der  Tat  genügt  jede  lineare 
ganze  Funktion  den  Funktionalgleichungen  (A);  andererseits  erhält 
man  in  (fi^*\  wo  g{z)  ein  beliebiges  Polynom  2**°  Grades  ist,  eine 
Lösung  von  (B).  Diejenigen  Lösungen  von  (B),  welche  ganze  Funktionen 
sind,  heißen  Jacobische  Funktionen.  Nimmt  man  f(jer)  als  doppelt- 
periodisch, so  daß  also  rj  =>  rj' =^  0  wird,  so  gehen  die  Funktional- 
gleichungen (B)  in  folgende  über: 

O{z  +  (o)  ^^0(z) 
^   ^  Ö(z  +  (o')^fi'0{z)    ' 

Hiermit  erhält  man  eine  Klasse  von  Funktionen  mit  multiplikativen 
Periodizitätsmoduln,  welche  von  Hermite  untersucht  ist. 

Aus  der  Funktion  0{z)  entsteht  eine  verwandte  Funktion  ^(z\ 
welche  die  Periode  co  besitzt,  indem  man 

W(z)='e"''+(^'0{z) 

setzt  und  über  die  Koeffizienten  a,  ß  passend  verfügt.  Doch  wollen 
wir  diese  allgemeinen  Betrachtungen  hiermit  abbrechen.^) 


1)  Näheres  hierüber  bei  Burkhardt,  Elliptische  Funktionen,  §  28,  sowie 
5.  AbschD.  Es  sei  fernerhin  auf  die  einleitenden  Kapitel  Ton  Weber,  Elliptische 
Funktionen  utid  cdgehraische  Zahlen  verwiesen.  Im  übrigen  werden  die  Existenz- 
beweise für  die  hier  besprochenen  Funktionen  durch  die  Entwicklungen  des 
folgenden  Kapitels  geliefert. 
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Aufgabe  1.  Hat  eine  Fnaktion^  welche  den  Funktionalgleichongen 
(A)  genügt,  gar  keine  Pole,  so  maß  sie  notwendig  eine  lineare  Funk- 
tion von  z  sein. 

Aufgabe  2.  Ist  F^{z)  eine  Lösung  von  (A),  so  wird  die  all- 
gemeine Losung  durch  die  Formel: 

F{g)-F,{z)  +  f{z) 

gegeben,  wo  f{e)  eine  zum  Parallelogramm  (cd,  cd')  gehörige  doppelt- 
periodische Funktion  ist. 

Aufgabe  3.  Man  zeige,  daß  eine  Funktion  der  Klasse  (C)  ebenso 
viele  Nullpunkte  a^  als  Pole  ß^  im  Periodenparallelogramm  hat.  Was 
kann  man  hier  über  die  Differenz: 


n 


aussagen? 


Elftes  Kapitel. 
Reihen-  und  Prodnktentwicklnngen. 

§  1.    Partialbruohserlegang  der  Funktionen  esc' 5;  cot  z,  usw. 
Die  Funktion  cot  z  wird  durch  die  Formel  definiert: 

Mi    ,       —  * / 

/^s  .  COS  r       .e    +e 

(1)  i^oie^- — =-»— — J ;• 

^  ^  Bin  j?         /'__^~" 

Sie  hat  einen  Pol  erster  Ordnung  in  den  Punkten  ^er  —  njr,  wo  n  —  0, 
±  1;  ±  2y  . . .  ist,  und  zwar  ist  das  Residuum  der  Funktion  in  jedem 
dieser  Pole  gleich  1.  Femer  hat  sie  die  Periode  n^  so  daß  man  als 
Periodenstreifen  etwa  den  Bereich: 

-  Y  ^  ^  <  2  '         -  cx)  <  y  <  oo 

nehmen  kann.  In  den  beiden  Endpunkten  des  Streifens  bleibt  sie 
endlich  und  nähert  sich  im  Punkte  y  =  +  oo  dem  Grenzwerte  —  i 
im  Punkte  y  =»  —  oo  dem  Grenzwerte  +  *•  Sie  hat  deshalb  im  ganzen 
Streifen  nur  den  einen  Pol  ir »  0,  und  darum  bildet  die  Periode  n 
in  der  Tat  eine  primitive  Periode. 

In  jedem  eigentlichen  Punkte  der  Ebene  hat  die  Funktion  cotxr 
also  den  Charakter  einer  rationalen  Funktion,  d.  h.  sie  verhalt  sich 
dort  im  allgemeinen  analytisch  und  hat  keine  anderen  Singularitäten  als 
nur  Pole.  Im  übrigen  läßt  sie  in  der  Nähe  eines  Poles  die  Dar- 
stellung zu: 

cot jer  = 1-  wiz) , 

WO  9)  {z)  sich  im  Pole  z  ^n%  analytisch  verhält.  Indem  wir  nun  an 
die  Partialbruchzerlegung  der  rationalen  Funktionen  anknöpfen,  werfen 
wir  die  Frage  auf,  ob  nicht  auch  hier,  und  zwar  im  Großen,  eine  ana- 
loge Darstellung  bestehe,  dergestalt,  daß  die  Funktion  im  wesentb'chen 
durch  die  Hauptteile  in  ihren  verschiedenen  Polen  ausgedrückt  wird. 
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Entwicklung  von  cac^  g  Zur  Behandlung  der  soeben  auf- 
geworfenen Frage  empfiehlt  es  sich^  von  der  Ableitung  der  Funktion 
auszugehen: 

(2)  ^  COtjET  =  —  CSC'ißf 


dz -  *-      (^*<_^-**)« 

Diese  Funktion  hat  in  den  Punkten  e  ^  nx  einen  Pol  zweiter  Ord- 
nung;  dessen  Hauptteil  den  Wert 


hat.    Wenn  man  die  Summe  dieser  Hauptteile  fiir  alle  Pole  bildet,  so 
wird  man  auf  die  unendliche  Reihe  geführt: 


(3) 


^U  {z  —  w«)* 


n  =  —00 


Unterwerfen  wir  dieselbe  einer  näheren  Untersuchung.  Daß  sie,  von 
den  Polen  der  einzelnen  Tenne  abgesehen,  für  jeden  Wert  yon  g  ab- 
solut konvergiert,  geht  aus  Vergleich  mit  der  konvergenten  Reihe 
positiver  Terme:^) 


00 

n  =  l 


ohne  weiteres  hervor,  denn  es  ist  sowohl  für  positive  als  für  negative 
Werte  von  n 

lim  (^-♦*^)"*  =  J  . 


n-«  7t^ 


Darum  ist  jede  der  beiden  gewöhnlichen  Reihen: 

00  —  00  00 

^^  2j {z-  nny  2j  Jz^^ny  ^  ^ (7+  n^)"« ' 

w  =  0  ;i  =  -l  n  =  l 

aus  denen  sich  die  Reihe  (3)  zusammensetzt,  absolut  konvergent. 


1)  Wir  berufen  uns  hier  auf  den  folgenden  leicht  zu  beweisenden  Reihen- 
satz: Ist 

Wi  +  w,  H 

eine  auf  Konvergenz  hin  zu  prüfende  Reihe  komplexer  Glieder,  und  ist 

«i+«3H (fl«  +  ö»    n>m) 

eine  absolut  konvergente  Reihe;   nähert  sich  femer  das  V^erhältnis  ^Jcl^  einem 

Grenzwerte  (oder  bleibt  dasselbe  bloß  endlich),  wenn  n  ins  Unendliche  wächst^ 
so  konvergiert  die  vorgelegte  Reihe  absolut. 
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Sei  S  ein  beliebiger  endlicher  Bereich  der  £?- Ebene.  Innerhalb 
und  auf  der  Begrenzung  desselben  liegt  dann  höchstens  eine  endlich» 
Anzahl  von  Punkten,  in  welchen  die  einzelnen  Glieder  der  Reihe  un- 
endlich werden.  Läßt  man  diese  Glieder  fort,  so  entsteht  dadurch 
eine  neue  Reihe,  deren  beide  der  Zerlegung  (4)  entsprechende  Bestand- 
teile allen  Forderungen  des  Weierstraß sehen  Satzes  von  Kap.  7,. 
§  5  (5.  Satz)  genügeD.  Ihre  Glieder  sind  nämlich  sämtlich  analytisch 
in  S,  und  die  Teilreihen  konvergieren  außerdem  zufolge  des  Weier- 
straßschen  Kriteriums  von  Kap.  3,  §  4  gleichmäßig,  denn  es  ist 


wo  Ä  so  gewählt  werden  soll,  daß  für  aUe  Punkte  ;s  des  Bereiches  S 
I  je?  I  ^  J.  ist.    Daher  definiert  jene  Reihe  eine  in  S  analytische  Funktion. 
Hieraus  schließt  man,  daß  die  Reihe  (3)  eine  eindeutige  Funk- 
tion f(e)  definiert: 


oc 


/"W        ^(z  —  nn)*' 


nss  —00 


welche  sich  im  allgemeinen  in  jedem  endlichen  Punkte  der  Ebene 
analytisch  verhält  und  nur  in  den  Ausnahmepunkten  z  ==  nx  einen 
Pol  besitzt,  dessen  Hauptteil  im  übrigen  durch  das  entsprechende 
Glied  der  Reihe,  {e  —  n:t)~^,  gegeben  ist. 

Die  Funktion  hat  fernerhin   die  Periode  n.    In  der  Tat,  ersetzt 
man  z  in  der  Reihe  (3)  durch  z  +  %: 

Z  =  z'  +  7t, 

so  geht  dieselbe  in  sich  über.  Da  f{z)  andererseits  keine  Pole  im 
Endlichen  als  nur  die  Punkte  z  ^  nit  hat,  so  ist  %  auch  eine  primi- 
tive Periode. 

In  allen  Haupteigenschaften  bis  auf  eine  stimmt  also  f{z)  schon 
mit  CSC*  z  überein.  Wir  haben  nämlich  das  Verhalten  von  f{z)  in 
den  Endpunkten  des  Periodenstreifens  noch  nicht  untersucht.  Läßt 
man  z  nach  einer  bestimmten  Richtung  hin  ins  Unendliche  wachsen, 
ohne  den  Periodenstreifen  zu  verlassen,  so  nähert  sich  dabei  jedea 
Glied  der  Reihe  (3)  dem  Grenzwerte  0,  und  darum  liegt  die  Ver- 
mutung nahe,  daß  auch  die  Funktion  f{z)  demselben  Grenzwerte  zu- 
strebe.^)    Daß   dem   wirklich  so   ist,    überzeugen  wir  uns  leicht  auf 

1)  Dies  ist  indessen  keineswegs  selbstverständlich,  und  trifift  sogax  bei  der 
Entwicklung  (III)  von  cot  z  (vgl.  unten)  nicht  zu. 
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folgende  Weise.   Wir  fassen  denjenigen  Teil  des  Streifens  —  j-^a:^-« 

ins  Auge,  wofür  y^l  ist,  und  unterwerfen  ihn  der  linearen  Trans- 
formation^) /  =  l/e.  Dadurch  geht  er  in  einen  endlichen  Bereich  über, 
welchen  wir  dann  durch  HinzufQgung  des  Punktes  /  =^0  zu  einem 
abgeschlossenen  Bereich  S  er^mzen.  Indem  wir  andererseits  den  Gb'e- 
dem  der  transformierten  Reihe  ihren  Grenzwert  0  im  Punkte  /  »  0 
beilegen,  erhalten  wir  hiermit  eine  Reihe,  deren  Glieder  in  S  aus- 
nahmslos stetig  sind.  Daß  letztere  Reihe  fernerhin  in  S  gleichmäßig 
konvergiert,  erkennt  man  daraus,  daß  dies  für  die  ursprOngUche  Reihe 
im  entsprechenden  Teile  des  Streifens  gut,  wie  man  vermöge  des 
Weierstraßschen  Kriteriums  ohne  Mühe  zeigt.  Daher  ist  die  Grenz- 
funktion stetig  in  S,  womit  denn  obige  Vermutung  erwiesen  ist 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  die  voUe  Übereinstimmung  der 
beiden  Funktionen  f{ß),  csc'jer  nachzuweisen.  Bildet  man  die  Differenz: 

f{e)  —  csc*£f, 

so  erhält  man  eine  Funktion,  welche  a)  die  Periode  x  hat,  b)  sich 
in  jedem  endlichen  Punkte  des  Periodenstreifens,  von  hebbaren  Singu- 
laritäten abgesehen,  analytisch  verhält,  und  c)  in  den  beiden  End- 
punkten desselben  endlich  bleibt  und  sogar  dem  Grenzwert  0  zustrebt. 
Das  kann  aber  nur  eine  Konstante  sein,  und  zwar  hat  diese  den 
Wert  0.    Hiermit  sind  wir  zu  folgendem  Ergebnisse  gelangt: 

Die  Funktion  cbc^z  läßt  eine  Partialhrucheerlegung  von  der  Form  zu: 


00 


<I)  csc«£r  =  y'-    -^ 


^^  {z  —  nn)* 


W=  —  00 


Entwicklung  von  cot^er.  Aus  der  soeben  erhalteüen  Darstellung 
für  esc'  z  geht  nun  durch  gliedweise  Integration  der  Reihe  eine  analoge 
Partialbruchzerlegung  für  die  Funktion  cot  z  hervor.  Sei  S  ein  be- 
liebiger regulärer  Bereich  der  Ebene,  welcher  den  Punkt  jßr  =  0  im  In- 
nern umfaßt,  aber  keinen  der  Punkte  z  =^  n^,  W'^'  +  l?  ±2,  ..., 
im  Innern  oder  auf  der  Begrenzung  enthält.  Wir  gehen  von  der 
Formel  aus: 

■f  00 

+  !  =  _  V-— ^-- 


—  esc' z 


n  =  — oc 


1)  Auf  Grund  des  Reihensatzes  von  Kap.  12,  §  10,  ausgesprochen  für  den 
Fall,  daß  m  einen  beliebigen  Punkt  des  soeben  genannten  Bereichs  bedeutet, 
ergibt  sich  der  Beweis  direkt,  also  ohne  Transformation  von  z. 
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wo  der  am  Summenzeichen  oben  angebrachte  Strich  anzeigt,  daß  der 
Wert  n  «  0  übergangen  werden  soll.  Im  Bereiche  S  konvergiert  die 
Reihe  gleichmäßig  nnd  gestattet  somit  die  gliedweise  Integration  längs 
eines  beliebigen,  vom  Punkte  j?  »  0  ausgehenden  Weges.  Anderer- 
seits verhält  sich  die  links  stehende  Funktion  im  Punkte  e  ^0  ana- 
lytisch, sofern  man  ihr  dort  ihren  Grenzwert  beilegt;  aber  man  kann 
das  bestimmte  Integral 


/( 


—  csc'jgr 


+  jr)ä. 


nicht  spalten,  da  die  einzelnen  Teile  desselben  dann  nicht  konvergieren 
wfirden.    Indessen  hat  das  unbestimmte  Integral  den  Wert 

cotjgr \-  c. 

Hier  muß  c  so  bestimmt  werden,  daß  letztere  Funktion  beim  Ghrenz- 
Übergange  limj2r  =  0  gegen  0  konvergiert.  Nun  ist  cotis—1/z  eine 
ungerade  Funktion,  die  im  Punkte  jsr »  0  nur  eine  hebbare  ünstetig- 
keit  hat.  Darum  strebt  sie  dort  dem  Werte  0  zu,  woraus  denn  folgt, 
daß  c  =  0  zu  setzen  ist.    Man  gelangt  somit  schließlich  zur  Formel : 

+  00  «  +00 

cot«  —  — ^     I  -  ^  LTZTini  +  ^J' 

fi  =  — 00    V  ns— OB 

0 

Da  nun  aber  der  Bereich  S  so  gewählt  werden  kann,  daß  er  einen 
beliebig  vorgeschriebenen  Punkt  js  ^nx  im  Innern  enthält,  so  gilt 
die  Darstellung  allgemein,  und  wir  erhalten  mithin  den 

Satz.^)    Die  Funktion  cotir   läßt  eine  unendliche  Partialbnuih' 
Zerlegung  von  der  Form  zu: 

(u)  cot^  ==  ^-  +  V  r-^— + -1- 

^    ^  z    ^     ^1    LZ  —  nn       nnj 

n  =  —00 


1)  Die  Reihe  (III)  findet  sich  bei  Eni  er,   IntrodttcHo  in  analysin  infini- 
iorum,  Bd.  1,  1748,  S.  143,  welcher  dieselbe  aas  einer  mit  (U)  verwandten  Reihe 


00 


z        .^  yjs  —  nn      z  +  nn; 
»1  =  1 

ableitet.  Auch  die  in  den  nachstehenden  Aufgaben  1—8  gegebenen  Reihen 
rühren  von  Eni  er  her,  ibid,,  Cap.  X.  Hierüber  vergleiche  man  femer  Frings - 
heim  und  Faber,  Enzyklopädie^  II C  1,  Nr.  18. 
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D(ü>€i  konvergiert  die  Reihe  absolut,  und  läßt  sich  somit  in  die  Form 
umsetzen: 


n  =  l 

Im  übrigen  konvergieren  beide  Beihen  gleichmäßig  in  jedem  end- 
liehen  Bereich  S,  aus  welchem  die  Funkte  s=^n%  erst  ausgestochen  sind. 

Das  allgemeine  Glied  der  Reihe  (II)  bestellt  hier  nicht  mehr^  wie 
bei  der  früheren  Entwicklung  für  csc^ir^  lediglich  aus  dem  Hauptteil 
des  Poles,  es  kommt  vielmehr  noch  der  Term  l/nx  hinzu,  und  ge- 
rade dieser  Term  ist  es,  welcher  die  Konvergenz  der  Reihe  hervor- 
ruft. Läßt  man  ihn  fort,  so  hat  die  Reihe  keinen  Sinn.  Das  ist 
eben  das  neue  Moment  bei  der  Partialbruchzerlegung  einer  transzen- 
denten Funktion.  Fassen  wir  es  vorgreifend  zu  einem  Satze  zusammen, 
so  können  wir  sagen: 

Bei  den  eindeutigen  transzendenten  Funktionen  braucht  die  Beihe 
der  Hauptteüe  der  Pole  nicht  zu  konvergieren.  Fügt  man  aber  jedem 
derselben  ein  geeignetes  Polynofn  hinzti,  —  im  vorliegenden  FaUe  ist 
das  die  Größe  l/nsr,  —  so  entsteht  eine  konvergente  Beihe,  für  deren 
funktionentheoretisches  Verhalten  die  Partialbruchzerlegung  der  ratio- 
nalen Funktionen  vorbildlich  ist,  indem  die  durch  diese  Beihe  definierte 
Funktion  dieselben  Pole  nebst  gleichen  Hauptteilen  in  letzteren  hat,  wie 
die  ursprüngliche  Funktion. 

Dieser  Satz  ist  im  Mittag-Leffler sehen  Satze,  §  10,  mit  ein- 
begriflfen. 

Wir  machen  noch  auf  eine  Eigentümlichkeit  der  soeben  erhaltenen 
Darstellung  aufmerksam.  Läßt  man  z,  stets  im  Periodenstreifen  ver- 
bleibend, gegen  einen  bestimmen  Endpunkt  desselben  rücken,  so 
nähert  sieh  die  Funktion  dem  Werte  i  oder  —  i.  Dabei  konvergiert 
aber  jeder  Term  der  Reihe  (III)  gegen  0,  und  hiermit  haben  wir  das 
merkwürdige  Vorkommnis,  daß  der  Grenzwert  der  Reihe  mit  der 
Reihe  der  Grenzwerte  der  einzelnen  Tenne  nicht  zusammenfällt. 
Derartige  Reihen,  welche  eben  speziell  dazu  hergestellt  werden,  imi 
diese  Möglichkeit  darzutun,  sind  ja  wohlbekannt,  hier  sind  wir  aber 
auch  in  der  Praxis  einer  solchen  Reihe  begegnet. 

Aufgabe  1.    Man  leite  die  Formel: 

22;                     2z                     2z 
tan  z  = i 1-  — — i 1 -. f-  •  •  • 

(D-  (¥)-'•  (¥)-• 
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^d®r  n   .       nz  2z       .        2z        .        2z        . 

2   ^"^  "2-  ^  i  -  z'  +  S^-P  +  6«-^«  +  •  •  • 

her^  a)  indem  man  so  vorgeht^  wie  oben  bei  der  Aufstellung  der  ent- 
sprechenden Formel    für   cot^er;   b)  indem   man   in  der  Formel  (II)  z 

durch    o- —  ^  resp.   —  ^—     ersetzt;    c)  indem   man   von    der  Identität 

ausgeht: 

tan  z  =-  cot  z  —  2  cot  2z . 

Aufgabe  2.    Vermöge  der  Identität: 

=  cot  -r  —  cot^er 
sin;;  2 

leite  man  die  Partialbruchzerlegung  für  cscier  her: 

/.=.!+ V(_i)-(^-  +  -M 

BinjS         z        ^t^   ^        ^    \z  —  nit       nnj 
oder 

^ixinz  ""  7"  "^  i~:i  ;^  ""  2«  ^  J5«  "*"  3«  —  i«  • 

Aufgabe  3.    Man  zeige,  daß 

^   ^4.1-^ 3_      _6 I 

nz        ^\l—z^        8«_2;»T^  5»_^t  / 

cos  2 

§  2.   Herstellung  doppeltperiodisoher  Funktionen  durch  unendliche 

Beihen.    Die  Funktionen  ^{z)y  i{z). 

Seien  co  und  g/  zwei  beliebige,  von  0  verschiedene  komplexe 
Zahlen,  deren  Arcusen  nur  nicht  bis  auf  Vielfache  von  %  miteinander 
übereinstimmen.    Setzt  man  also 

^^a  +  ßt, 

so  ist  /3  +  0;  wir  wollen  ferner  festsetzen,  daß  /3  >  0  sei.  In  diesem 
Paragraphen  handelt  es  sich  um  den  Beweis,  daß  es  doppeltperio- 
dische Funktionen  zweiter  Ordnung  gibt,  welche  diese  Größe  o  und  oj' 
zu  einem  primitiven  Periodenpaare  haben. 

Hilfssatz. ^)    Die  DoppdreUie 

1)  Eisenstein,  Journ.  für  Math,,  Bd.  35  (1847),  S.  166.  —  Eine  Doppel- 
reihe konvergiert,  wenn  jede  aus  den  Gliedern  derselben  gebildete  einfache  Reihe 
konvergiert.  Demgemäß  konvergiert  eine,  und  daher  jede  letzterer  Reihen  ab- 
solut. Als  Wert  der  Doppelreihe  wird  der  Wert  einer  dieser  einfachen  Reihen 
erklärt.  Der  Definition  zufolge  kann  eine  konvergente  Doppelreihe  nur  absolut 
konvergieren. 


510 
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^  (mo  +  m'oy 


fHj  m 


0,±1,±2,..., 


(1) 
kimvergieri. 

Dabei  sollen  m  und  m'  alle  ganzzahligen  Werte  annehmen,  der- 
ai%  daß  alle  möglichen  Wertepaare  (m,  m')  mit  alleiniger  Ausnahme 
Ton  (0,  0)  zu  Stande  kommen.    Die  Punkte 

liegen  in  den  Ecken  eines  Parallelogrammnetzes.     Man  fitsse   zuerst 
dasjenige  Parallelogramm  P^,  welches  Ton  den  vier  an  den  Punkt  j^  —  O 

heranreichenden  Parallelogram- 
men gebildet  wird,  ins  Auge. 
Auf  dem  Rande  desselben  lie- 
gen 8  Punkte  i2.  Um  ein  be- 
stimmtes Gesetz  f&r  die  Her- 
stellung einer  einfachen  Reihe 
aus  den  Termen  der  Doppel- 
reihe herauszugreifen,  so  wollen 
wir  diese  8  Terme  zuerst  neh- 
men, indem  wir  etwa  mit  l/co'  beginnen  und  dann  den  Rand  von  P^  in 
positivem  Sinne  durchlaufen.  Sei  l  die  kleinste  Entfernung  des  Punktes 
jer  —  0  Ton  einem  Randpunkte.    Dann  wird  für  jeden  dieser  8  Punkte 


Flg.  110. 


sein,   und  alle  8  zusammengenommen   liefern   hiernach   einen  Beitrag 
zur  Reihe  der  absoluten  Werte: 


(2) 


^     ß» 


welcher  kleiner  als  8/Z'  ist. 

Geht  man  jetzt  zu  einem  zweiten  Parallelogramm  P,,  welches 
aus  P^  und  allen  an  P^  stoßenden  Parallelogrammen  des  Netzes  be- 
steht, so  finden  sich  8  •  2  »  16  Punkte  Sl  auf  dessen  Rande.  Diesen 
Punkten  entsprechend,  schreiben  wir  16  weitere  Terme  der  Reihe  an. 
Für  jeden  derselben  gilt  die  Relation: 

1 


1 


< 


(2  0 


s; 


SO  daß  sie  also  insgesamt  einen  Beitrag  zur  Reihe  (2)  liefern,  welcher 
kleiner  als  8  •  2/(20'  ist. 

Indem  man  so  fortfährt,  beweist  man,  daß  die  Anzahl  der  Punkte 
auf  dem  Rande  von  P„  gleich  8n  ist.    Darum  beträgt  die  Summe  der 
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entsprechenden  Glieder  aus  der  Reihe  (2)  weniger  als  8n/(n2)',  woraus 
dann  erhellt,  daß  die  Summe  einer  beliebigen  Anzahl  von  Gliedern 
aus  dieser  Reihe  den  Wert  der  konvergenten  Reihe: 


2'j^«iri  4.  ^  -4-1  j-  1 
(nZ)»        /*  L     "^  2*  "^  3«  "^        J 


niemals  übersteigt.    Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Wir  f&gen  noch  die  Bemerkung  hinzu,  daß  ein  kleinerer  ganz- 
zahliger Exponent  nicht  genügt  hätte,  die  Reihe 


^  Ä« 


konvergiert  nicht.  In  der  Tat  sei  L  die  größte  Entfernung  eines 
Randpunktes  von  Pj  vom  Punkte  z  ^0.  Dann  ist  für  jeden  der  dem 
Rande  von  P,  entsprechenden  8n  Terme  der  Reihe 


^  (nX)«' 


und  infolgedessen  kann  man  stets  genug  Terme  nehmen,  damit  die 
Summe  ihrer  absoluten  Beträge  die  Summe  einer  beliebig  vorgegebenen 
Anzahl  von  Termen  aus  der  divergenten  Reihe 

2j  (^Xp  ""  X»L^  "^  T  "^  T "^  '  "J 
übersteigt. 

Herstellung  einer  doppeUperiodischen  Funktion  dritter  Ordnung. 
Auf  Grund  des  voraufgeschickten  Hilfssatzes  können  wir  ohne  wei- 
teres eine  Reihe  hinschreiben,  welche  eine  doppeltperiodische  Funk- 
tion mit  einem  Pole  dritter  Ordnung  im  Periodenparallelogramm  defi- 
niert.   Die  Reihe  lautet  folgendermaßen: 

(3)  ^(^)"2'(7"-:=Ä?'  ß-mcö-fmV, 

wo  m  und  m  alle  positiven  und  negativen  ganzzahligen  Werte  inkl.  0 
annehmen,  welche  zu  verschiedenen  Wertepaaren  (w,  mT)  führen. 

Daß  die  Reihe  (3)  in  jedem  Punkte  der  Ebene,  in  welchem  kein 
Nenner  verschwindet,  absolut  konvergiert,  schließt  man  aus  dem  Kon- 
vergenzsatze, §  1,  Anm.,  indem  man  als  Hilfsreihe  Ea^  die  soeben 
untersuchte  Reihe  (1)  nimmt.  Daß  sie  ferner  in  jedem  endlichen  Be- 
reiche S  gleichmäßig  konvergiert,  sofern  man  vorerst  alle  Terme  fort- 
läßt,  welche   einen  Pol  in  S  haben,   (resp.    sofern   man   vorerst   alle 
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Punkte  von  S  fortläßt,  in  denen  ein  Nenner  yerschwindet),  beweist 
man  ebenfalls  im  Anschluß  an  jene  Reihe.  Sei  nämlich  g  der  größte 
Wert  von  lirl  in  den  Punkten  von  S  inkl.  des  Randes.    Dann  ist 


Läßt  man  daher  diejenigen  Glieder  der  Reihe  (3)  fort,  wof&r  |  A '  ^  p 
ist,  so  findet  man  für  die  übrigen  Glieder  dieser  Reihe: 

< 


(Ä-is)» 


=  (|Äi-p)» 

Um  also  das  Weierstraßsche  Eonvergenzkriterium,  Kap.  3,  §  4|  anzu- 
wenden, braucht  man  nur  M^^  [\^\  "~p]""'  zu  setzen. 

Hiermit  ist  gezeigt,  daß  die  Funktion  Q(iii)  in  jedem  der  Punkte  £1 
inkl.  des  Punktes  xr  =  0  einen  Pol  mit  dem  Hauptteil  (js  —  Ä)""'  auf- 
weist, sich  aber  sonst  analytisch  yerhält.  Daß  sie  endlich  die  Perioden 
4o,  o'  besitzt,  sieht  man  ja  der  Reihe  sofort  an. 

Die  Weierstraßsche  fp-Iunktion.  An  die  Entwicklungen  von 
Kap.  10,  §  8,  anknüpfend  leiten  wir  noch  aus  Q(ji)  durch  Integration 
«ine  doppeltperiodische  Funktion  zweiter  Ordnung,  die  Weierstraß- 
sche ^;9-l!\inktion,  her,  und  zwar  definieren  wir  sie  als  dasjenige  Inte- 
von  -2Q{0): 

wofür 

b)  lim[p(;er)-i,]  =  0 

ist.    Schreibt  man  das  anbestimmte  Integral  in  der  Form  an: 

t 

f-2Q{e)dz  ='f-2Q{z)df!  +  C, 

a 

and  ersetzt  man  dann  rechter  Hand  Q(z)  durch  die  zugehörige  Reihe, 
so  kommt: 

z  X  0 


a  u  u 


%'  ^' 


0 
0 
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Die  Bedingang  b)  hat  nun  zur  Folge,  daß  die  ganze  letzte.  Zeile  hier 
fortfällt.  Durch  gliedweise  Integration  erhält  man  also  schließlich 
die  Formel: 

Die  solchergestalt  definierte  Funktion  fp{z)  erweist  sich  nach  dem 
Satze  von  Kap.  10,  §  8  als  doppeltperiodisch,  was  auch  durch  eine 
geschickte  Umformung  der  Reihe  (4)  direkt  an  den  Tag  tritt.  Wir 
haben  somit  eine  dem  willkürlich  angenommenen  Periodenpaar  (o,  cd") 
entsprechende  doppeltperiodische  Funktion  zweiter  Ordnung  mit  einem 
doppelten  Pole  im  Punkte  £r » 0  gewonnen.  Sie  ist  fernerhin  eine 
gerade  Funktion  von  e,  sowie  eine  homogene  Funktion  der  drei  Ar- 
gumente jgr,  o,  cd'  von  der  —2*^  Dimension.  Nach  den  Entwicklungen 
Ton  Kap.  10,  §  5  genügt  sie  einer  Differentialgleichung  Ton  der  Form 

wo  G  ein  Polynom  dritten  Qrades  mit  den  Wurzeln 

bedeutet.  Um  die  Koeffizienten  von  G  zu  berechnen,  bedient  man 
sich  der  Reihenentwicklung  (4)  von  p(/g)  in  der  Nähe  von  jP  =»  0.    Es  ist 


1 


(z—Sl*)        Sl^      /  z\*         Ä 


'  i^-i)' 


ä=[l+25+3ä+-]. 


Aus  dem  Reihensatze  von  Kap.  7,  §  14  folgt  also,   da  offenbar  all- 
gemein Z"l/Ä""*"~^  verschwindet, 

(5)  FW  =  .'.  +  3(2''i.)^*  +  5(2''Ä)^+-" 
oder,  indem  wir  mit  Weierstraß 

(6)  ^,,=  60  2'^,        ?,-1402''i 
setzen: 

<')  pi^)  =  T>  +  to''+ä''+---- 

Hiemach  ist 

(8)  p'(^)-=;-.'-f-S^  +  ?^'  +  ---. 

Osgood,  Fonktionentheorie.  L  3.  Aufl.  33 
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Bildet  man  nunmehr  die  doppeltperiodische  Funktion 

so  zeigt  die  Rechnung,  daß  sie  keinen  Pol  im  Punkte  js  ^0  und  mit- 
hin überhaupt  keinen  Pol  hat.  Infolgedessen  muß  sie  eine  Eonstante 
sein,  deren  Wert  sich  fernerhin  durch  den  Grenzübergang  jet  —  0  als 
—  ^3  erweist.  Hiermit  haben  wir  die  in  Aussicht  gestellte  Differential- 
gleichung für  die  {i9- Funktion  gewonnen: 

(9)  p'(.'>y-M'y-9ti<e)-9»- 

Wie  man  leicht  nachrechnet^  ist 

f"iz)  -  6^(z)» -  y, ,      p'-iz)  =  12i^iz)p'(z) . 

Aus  der  letzten  Beziehung  ergabt  sich  allgemein^  daß  die  Koeffizienten 
der  Entwicklung  (5): 


P'W-     ji+^'^n'"'-', 


nsri 


sämtlich  Polynome  in  c^  und  c^y  also  auch  in  g^  und  g^  sind.  In  der 
Tat:  entwickelt  man  beide  Seiten  jener  Beziehung  nach  aufsteigenden 
Potenzen  yon  z  und  vergleicht  man  beiderseits  die  Koeffizienten,  so 
kommt: 

8  (  1 

Die  Funktion  ^(z).  In  ähnlicher  Weise  leitet  man  wieder  aus 
fp(z)  durch  Integration  ^(z)  her: 

z 

«i)  t{i)  =/-  9 {^)dz  - J-  io{z)dz  +  C , 

mit  der  Nebenbedingung: 

\)  iim[g(^)-  ;.]=o. 

Dies  gibt: 

(10)  5(.)  =  4  +  2'Tf^^  +  i  +  ^-J- 

Die  Funktion  ^{z)  ist  ungerade,  wie  man  sowohl  aus  dem  Inte- 
gral als  auch  aus  der  Reihe  (10)  erkennt,  indem  man  in  letzterer  z 
durch  —  z  und  zugleich  i^  durch  —  Sl  ersetzt.  Sie  ist  femer  eine 
homogene  Funktion  der  drei  Argumente  z,  ü,  cd'  von  der  —  l***^  Di- 
mension.   Endlich  genügt  sie  den  beiden  Funktionalgleichungen  (vgl. 
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WO  Tjy  r/  Eonstante  bedeuten,  welche  sicher  nicht  beide  verschwinden, 
denn  g(^)  hat  ja  nur  einen  einzigen  Pol  erster  Ordnung  im  Perioden- 
parallelogramm und  kann  darum  nicht  doppeltperiodisch  sein.  Da  die 
Summe  der  Residuen  von  i(/)  im  Parallelogramme  gleich  1  ist,  so 
hat  man  die  Legen  dresche  Relation 

(12)  lyo'  —  rj'(o  =  2jti, 

Hätten  wir  dagegen  cj  und  ©'  vorhin  so  genommen/  daß  yi(— — )  <  0 

wäre,  so  müßte  dem  rechten  Gliede  dieser  Gleichung  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  zukommen. 

Wir  heben  noch  die  Tatsache  hervor,  daß 

j^W  =  7i  +  ^VW. 

g(^)  «  1  +  ^8^(^) 

ist,  wo  (p{^),  ^(ß)  beide  im  Punkte  z^O  analytisch  sind. 
Aufgabe.    Man  zeige,  daß 

sowie  daß 

(14)  g(,)  =  l_^^.,._>^  +  ^T;j(^), 

WO  X  {z)  sich  im  Punkte  xr  =  0  analytisch  verhält. 

§  3.    Darstellung  doppeltperiodisoher  Funktionen  mittels  der 

£-  und  der  ^9- Funktion. 

In  der  Umgebung  der  Stelle  z  ^0  hat  man 

83* 
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wo  sich  jede  der  Funktionen  q)^  (js)  im  Punkte  £?  =»  0  analytisch  rer- 
hält.  Auf  Grand  dieser  Relationen  erhält  man  eine  Art  Partialbruch- 
Zerlegung  der  doppeltperiodischen  Funktionen^  welche  durch  den  fol- 
genden Satz  des  näheren  erklärt  wird. 

Satz.  Die  allgemeinste  doppeUperiodische  Funktion  f(jf)  laß  sich 
als  eine  lineare  Kombination  von  iijs  —  ß^)  und  ihren  Ableitungen  dar- 
steilen, tvobei  /Sj, . . .  /J^  die  im  Periodenparallelogramm  belegenen  Pole 
von  f{z)  bedeuten. 

Sei  nämlich  der  Hauptteil  von  f{z)  im  Pole  ß 
Zieht  man  dann  von  f(jsy  die  Summe  ab: 

n 

SO  hat  die  also  entstandene  Differenz  keinen  Pol  mehr  im  Punkte  ß. 
Indem  man  bei  jedem  Pole  auf  diese  Weise  verfährt;  gelangt  man 
schließlich  zu  einer  Differenz  ^(js),  welche  gar  keinen  Pol  im  ganzen 
Periodenparallelogramm  mehr  aufweist  und  außerdem  doppeltperi- 
odisch ist.  In  der  Tat  sind  alle  Ableitungen  von  ^(z)  ohnehin  dop- 
peltperiodisch. Bezeichnet  man  die  Residuen  von  f(z)  mit  Ci,...  (7^, 
so  folgt  aus  §2,  (11),  daß 

^(^  +  q)  -  0{z)  ^-c^n-c,ri c^n^ 

cp(^  +  CD-)-  *W  -=  -  f-i^'-  Q V c^V 

ist.  Da  aber  die  Summe  der  Residuen  von  f{z)  für  das  ganze  Par- 
allelogramm verschwindet,  so  haben  die  Ausdrücke  rechter  Hand  den 
Wert  0,  und  die  Behauptung  erweist  sich  damit  als  richtig.  Hier- 
nach kann  ^{z)  nichts  anderes  als  eine  Eonstante  sein,  womit  denn 
der  Beweis  erbracht  ist. 

1.  Aufgabe.  Man  zeige,  daß  jede  doppeltperiodische  Funktion 
zweiter  Ordnung  in  einer  der  beiden  Formen  geschrieben  werden  kann: 

A^y{z-ß)  +  B, 
A 


+  B. 


Im   zweiten  Falle   ist   y   der  Halbierungspunkt   der  die   beiden   Pole 
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ßf  ß'  miteinander  verbindenden  Strecke: 

y __. 

2.  Aufgabe.  Hat  eine  doppeltperiodiscbe  Funktion  zweiter  Ord- 
nung getrennte  Pole,  wovon  der  eine  im  Punkte  jer  =  0,  der  andere 
in  ^  =  —  «  liegt,  so  läßt  sie  sich  in  der  Form  ausdrücken: 

3.  Aufgabe.  Im  Anschluß  an  das  Ergebnis  der  2.  Aufgabe  be- 
weise man  die  Relation: 

oder,  anders  geschrieben: 

wobei  w,  t;  unabhängige  komplexe  Argumente  bedeuten. 

Fingerzeig.  Man  bediene  sich  der  am  Eingange  des  Paragraphen 
stehenden  Beziehimgen. 

Aufgabe  4.  Hat  die  Funktion  F{£)  im  Endlichen  keine  anderen 
Singularitäten  als  Pole,  und  genügt  F{z)  den  Funktionalgleichungen: 

F{z  +  ©)  =  F{z)  +  H    \ 
so  ist  dafür  notwendig,  daß 

seien,  wo  ij,  iy'  durch  die  Formeln  (13),  §  3  gegeben  sind,  a  eine 
Konstante  bedeutet,  und  2^^  die  Summe  der  Residuen  von  F{z)  im 
PeriodenparaUelogramm  ist. 

Nimmt  man  umgekehrt  m  Pole  (inkl.  ihrer  Hauptteile)  im  Perio- 
denparallelogramm willkürlich  an,  wofür  also  die  Summe  der  Resi- 
duen 21  ^  ebenfalls  einen  beliebigen  Wert  hat,  und  versteht  man 
unter  a  eine  weitere  willkürliche  Konstante,  so  gibt  es  eine  Funktion 
F[z)^  welche  die  genannten  Pole  zuläßt,  sich  sonst  analytisch  ver- 
hält, und  den  obigen  Funktionalgleichungen  genügt,  wobei  H ,  H '  durch 
die  vorstehenden  Formeln  gegeben  sind. 
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Demgemäß  erweist  sich  die  in  Kap.  10,  §  9,  Formel  (2)  erhal- 
tene notwendige  Bedingong, 

Ho'-H'(D  =  23r»2;p, 
auch  als  hinreichend. 


§  4.   Die  <y- Funktion. 
Indem  wir  an  die  Relationen: 


a)  1  cot  0 dz  «  log  sinjßT  +  (7,       sinjer  =-  e^* 


ooiMdg 


, .      Bin  j?        ^ 

b)  '_"-.  =1' 


anknüpf en,  lassen  wir  jetzt  aus  ^(js)  eine  Funktion  6(e)  in  derselben 
Weise  entstehen,  wie  diesen  Relationen  gemäß  die  Funktion  sinjer  aus 
cotjer  hervorgegangen  ist.     Sei  also 

b')  Um'^)--<y'(0)  =  l. 

Hiermit  erhalten  wir  die  Weierstraßsche  (^-Funktion.  Wie  man 
sieht,  ist 

(1)  6{z)^ze^ 

Daraus  folgt,  daß  sie  ungerade  ist,  denn  der  Exponent  ist  ja  eine 
gerade  Funktion. 

1.  Satz.  Die  Funktion  6{z)  ist  eine  ganze  transzendente  Funktion, 
welche  in  den  Punkten  z  =-  mm  +  m'(o'  eine  einfache  Wurzel  hat,  sonst 
aber  nirgends  verschwindet. 

In  der  Tat  sei  S  ein  beliebiger  endlicher  Bereich  der  0- Ebene. 
Dann  kann  man  ^(z)  in  der  Form  schreiben: 

wobei  sich  die  Summe  nur  über  eine  endliche  Anzahl  von  Termen  er- 
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streckt^  und  q}{z)  sich  in  S  analytisch  verhält.     Daraus  findet  man: 

WO  tlf{z)  sich  ebenfalls  in  S  analytisch  verhält.  Infolgedessen  hat 
(^(^)  keine  singulare  Stelle  im  Endlichen,  während  andererseits  die 
Punkte  z  =  £1  einfache  Wurzeln  der  Funktion  abgeben,  w.  z.  b.  w. 
Im  übrigen  ist  6(g)  homogen  von  der  1*«^  Dimension  in  den  drei 
Argumenten  z,  o,  a. 

Der  Gebrauch  mehrdeutiger  Funktionen  läßt  sich  hier  vermeiden, 
indem  man  vorerst  folgenden  Satz  formuliert  imd  beweist:  In  einem 
einfach  zusammenhängenden  Bereiche  S  sei  f(z)  eindeutig  und  ana- 
lytisch, sofern  von  den  Punkten  ö^,  . . .  a^  abgesehen  wird.  Femer 
habe  f(/)  in  jedem  jener  Punkte  einen  einfachen  Pol  mit  einem  ganz- 
zahligen Residuum  m^,  i  =  1, . .  .  n.  Dann  wird  durch  die  Differential- 
gleichung 

(2)  £  =  /'(^)«' 

eine  Schar  in  S  eindeutiger  Funktionen  w  ^  F(js)  definiert,  deren  jede 
nicht  identisch  verschwindende  im  Punkte  a^  einen  Nullpunkt  oder 
Pol  von  der  ■  m^  .^^^  Ordnung  besitzt,  je  nachdem  m^  positiv  oder  nega- 
tiv ist.  In  allen  anderea  Punkten  von  S  verhält  sich  diese  Funktion 
analytisch  und  hat  überdies  einen  von  0  verschiedenen  Wert. 

Zum  Beweise  setze  man 

/w  =  .^'„,  +  ---  +  A:  +  ''^^)' 

wobei  sich  q>{z)  in  S  analytisch  verhält.     Dann  liefert  die  Funktion: 

a 

^1  {^)  =  ('2'  —  «i)"*'  •  "  (z  —  a^'n  e  ^0 

eine  Lösung,  wie  man  sofort  nachrechnet. 

Sei  jetzt  F{z)  eine  baliebige  Lösung  von  (2),  welche  sich  in 
einem  Pimkte  6  +  a^  von  S  analytisch  verhält,  ohne  dort  zu  ver- 
schwinden.    Dann  ist  in  der  ^ähe  von  z  =^ii 

Bildet  man  andererseits  die  Funktion  F{s)/Fi(z),  so  zeigt  sich,  daß 
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in  der  genannten  Nachbarschaft: 


d    F(z) 

F'{z)      F,'{z) 
F(z)        F,  (*) 

dz  F,  (z) 

FAz) 

wird.     Infolgedessen  ist  dort 

^^j  =  C  +  0,    also    F{z)^CF,(0). 

Demnach  läßt  sich  F{js)  über  den  ganzen  Bereich  S,  von  den  Polen 
von  F^  (z)  natürlich  abgesehen,  analytisch  fortsetzen,  nnd  zwar  stimmen 
alle  dergestalt  gewonnenen  Werte  von  FQi)  mit  CF^(0)  überein. 
Indem  wir  nun  nachträglich  der  Konstanten  C  in  der  letzten  Formel 
gestatten,  auch  den  Wert  0  anzunehmen^  erhalten  wir  hiermit  die  all- 
gemeinste Lösung  der  Differentialgleichung  (2)  im  genannten  BereicL 

2.  Satz.    Die  ^-Funktion  genügt  den  beiden  Funktionalgleichungen: 


(3) 


WO 


Der  Satz  subsumiert  sich  unter  die  Formeln  (B)  des  §  9  von 
Kap.  10. 

Mittels  der  J;- Funktion  ergab  sich  eine  der  Partialbruchzerlegung 
der  rationalen  Funktionen  analoge  Darstellung  für  die  doppeltperiodi- 
schen Funktionen.  Mit  Hilfe  der  (?- Funktion  kann  man  auch  die 
Produktformel  der  rationalen  Funktionen  auf  die  doppeltperiodischen 
Funktionen  übertragen. 

3.  Satz.  Die  allgemeinste  nicht  konstante  doppeltpet'iodiscfie  Funk- 
tion f{z)  läßt  sich  als  Quotient  ztveier  6- Produkte  ausdrücken: 

(4)  f{z)  =  c'^-']^--''^-":l, 

wobei 


n 


(5)  2  "'=2^* 

t  =  1  i  =  1 

ist. 
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Erinnern  wir  uns  vor  allem  des  5.  Satzes  von  Kap.  10,  §  5,  wonach 


i=l  1=1 


ist.  Dabei  lagen  alle  die  Punkte  dy  ß  in  einem  bestimmten  Perioden- 
parallelogramm. Die  Kongruenz  drückt  eine  Bedingung  für  diese 
Punkte  aus,  derart,  daß  man  höchstens  2n  —  1  davon  willkürlich  an- 
nehmen darf,  die  2n^  wird  dann  dadurch  eindeutig  bestimmt.^)  Wir 
woUen  jetzt  diesen  letzten  Punkt  nötigenfalls  durch  denjenigen  außer- 
halb des  Parallelogramms  gelegenen  kongruenten  Punkt  ersetzen,  wo- 
für die  Kongruenz  in  die  Gleichung  (5)  übergeht.  Alsdann  folgt  aus 
dem  2.  Satze,  daß  die  Funktion 

doppeltperiodisch  ist,  und  da  ihre  Nullpunkte  und  Pole  überdies  be- 
ziehungsweise mit  den  Nullpunkten  und  Polen  von  f(z)  zusammen- 
fallen, so  kann  sie  sich  nur  durch  eine  multiplikative  Konstante  von 
f(z)  unterscheiden. 

In  der  Weierstr  aß  sehen  Funktionenlehre  bildet  die  durch  ein 
unendliches  Produkt  definierte  (^-Funktion  (vgl.  §  8)  geradezu  den 
Ausgangspunkt  für  die  Behandlung  der  doppeltperiodischen  Funktionen. 
Vermöge  der  Sätze  der  algebraischen  Analysis  werden  dann  in  um- 
gekehrter Reihenfolge,  und  zwar  auf  rechnerischem  Wege,  die  Funk- 
tionaleigenschaften der  6-  und  der  verwandten  Funktionen  hergeleitet. 
So  hat  man  in  jener  Theorie  zur  Definition  der  g-  und  p- Funktion: 

(6)  S(.)-/^log.W-^(^>, 

(7)  ^ij^  —  t'(jd  =  '^^^'^- 

Aufgabe  1.     Man  zeige,  daß 

/Q\  /  \  /  \       o{u  —  z)a{a  +  z) 

(8)  fW  -  p(«)  ^ „(„).;^).  ■  -  • 

Dies  entspricht  der  trigonometrischen  Relation: 

1  1  Bin  (a  —  z)  sin  (a  -\-  z) 

sin*2;         sin*«  sin^asin'';? 

1)  Damals  wußten  wir  noch  nicht,  ob  es  stets  erlaubt  ist,  irgend  2n —  1 
dieser  Punkte  beliebig  im  Parallelogramm  anzunehmen.  Daß  dies  nun  in  der 
Tat  angeht,  folgt  auch  erst  aus  dem  gegenwärtigen  Satze. 
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Aufgabe  2.    Man  zeige,  daß 

ist,  wo  X  (/s)  sich  im  Punkte  0  —  0  analytisch  yerhali 

Aufgabe  3.    Das  Integral  einer  beliebigen  doppeltperiodischen 
Funktion  setzt  sich  aus  folgenden  Bestandteilen  zusammen: 

a)  einer  doppeltperiodischen  Funktion; 

b)  einer  linearen  Funktion; 

c)  einer  Summe  yon  ^-Funktionen; 

d)  einer  Summe  Ton  Logarithmen  von  ^-Funktionen. 

§  5.  Additionstheoreme. 

Wir  sind  bereits  einmal  am  Ende  des  §  3  der  Funktionalgleiohung 
begegnet^): 

(1)        6(u+t;)-e(u)+e(t;)+i;'g;i;;g- 

Hierdurch  wird  die  ^-Funktion,  gebildet  für  die  Summe  zweier  Argu- 
mente,  durch  Funktionen  der  einzelnen  Argumente  ausgedrückt.  Eine 
derartige  Funktionalgleichung  heißt  allgemein  ein  Ädditionsthearem. 
Differentiiert  man  (1)  partiell  nach  u,  so  kommt 

oder  nach  Umformung  mittels  der  Relationen 

(3)  $^' W*  =  4 jj(m)»  -  g^ p(w)  -  <7j, 

(4)  •       P'\u)^6io{uy^\g,, 

Indem  man  ^^'(f^)  und  i^iv)  noch  mittels  der  Relation  (3)  aus  dieser 
Gleichung  fortschaflft,  ergibt  sich,  daß  ^o{u  +  v),  p(u),  p{y)  durch 
eine  algebraische  Gleichung  miteinander  verknüpft  sind: 

G[p(?<  +  v)y  ^j{u),  j^(t;)]  =  0. 


1)  In  diesem  Paragraphen  bedeuten  u,  v  zwei  unabhängige  komplexe  Ar- 
gumente. 
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Demnach  besitzt  die  Funktion  ^{fs)^  in  Übereinstimmung  mit  dem  all- 
gemeinen Ergebnisse  ron  Eap.  10,  §  7,  ein  dlgebraisdies  Additions- 
ihearem. 

Aus  (2)  oder  (5)  erhalt  man  femer  durch  partielle  Differentiation 
nach  u  oder  v  das  Additionstheorem  für  p'{ss). 

Man  kann  aber  auch  Ton  der  (^-Funktion  aus  zum  Additions- 
theorem  für  die  ^p- Funktion  gelangen.     Nach  §  4,  (8)  ist 

«  v  /       a  V  /  ff(t;)'<f(u)* 

Differentiiert  man  hier  beiderseits  logarithmisch  nach  U;  sowie  auch 
nach  Vy  imd  addiert,  so  erhält  man  die  Relation  (1). 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  daß  das  Additionstheorem  (5)  direkt 
aus  dem  7.  Satze  von  Eap.  10,  §  6  abgeleitet  werden  kann,  ohne  die 
i'  imd  (^-Funktionen  überhaupt  zu  definieren,  wie  ja  auch  in  der 
ersten  Aufgabe  des  §  7  ebenda  bereits  herrorgehoben  ist.  Sei  näm- 
lich a=^0  ein  beliebiger  Punkt  des  Periodenparallelogramms,  und 
man  bilde  die  Funktion  p{z  -{•  a),  welche  dann  in  eine  gerade  und 
eine  ungerade  Funktion  gespalten  werden  möge: 

p(z  +  a)  =  I  [p{z  +  cc)  +  ^j{e  -«)]  +  !  Qj(^  +  a)  -  p(0  -  a)]. 

Die  gerade  Funktion  ist  von  der  4**°  Ordnung  und  läßt  sich  daher 
als  der  Quotient  zweier  quadratischer  Polynome  in  (p(js)  ausdrücken. 
Femer  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  das  Nennerpolynom  (von  einem 
konstanten  Faktor  abgesehen)  nichts  anderes  sein  kann  alsQi7(£r)— ^^(a)p. 
Setzt  man  also  die  Gleichung  an: 

wo  a,  h,  c  unbestimmte  Konstante  bedeuten,  und  entwickelt  man  beide 
Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen  von  z,  so  ergibt  der  Vergleich 
der  Koeffizienten  der  ersten  drei  Terme  genügende  Bestimmungs- 
gleichungen für  diese  Konstanten. 

Indem  man  weiterhin  mit  der  Funktion 

^\p(z  +  a)  —  ^{z  —  a)] 

in  ähnlicher  Weise  verfährt,  gewinnt  man  schließlich  das  gewünschte 
Resultat. 
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§  6.  Unendliehe  Prodnkle. 

Unter  einem  unendlichen  Produkte  Tenteht  man  eine  imbegieiiite 
Folge  reeller  oder  komplexer  Großen, 

#1»  ftf'''f 
womit   man  folgendermaßen  verfahren  soll:   man  bflde  das  Produkt 

und  lasse  dann  n  ins  Unendliche  wachsen.  Nun  liegt  es  nahe^  in  An- 
lehnung an  die  Definition  einer  unendlichen  Reihe,  m  sagen:  nähert 
sich  p^  dabei  einem  Grenzwerte,  so  soll  das  Produkt  konTergeni^  sonst 
aber  divergent  heißen.  Durch  diese  Definition  würden  indessen  Pro- 
dukte als  konvergent  zugelassen  werden,  welche,  ohne  irgend  einem 
nützlichen  Zwecke  zu  dienen,  sowohl  die  Beweise  als  auch  die  Satifr 
umständlich  machen  würden  und  aus  diesem  Grunde  durch  spatere 
Festsetzungen  wieder  ausgeschieden  werden  müßten.  Solche  Pro- 
dukte wollen  wir  lieber  von  vornherein  nicht  aufnehmen,  und  darum 
fassen  wir  unsere  Definition  der  Konvergenz,  wie  folgt 

Definition.     Verschwindet  höchstens  eine  endliche  Anzahl  der 
Größen  /*,  und  konvergiert  das  Produkt 


/m  +  l     /m  +  l '  '  *     #111  + 


rf 


wo  fn+0  für  n  >  m  ist,  bei  festem  m  und  unbegrenzt  wachsendem  r 
gegen  einen  von  0  verschiedenen  Grenzwert  P^,  so  heißt  das  vor- 
gelegte unendliche  Produkt  Jeanvergent,  und  wir  legen  ihm  den  Wert 

bei;  in  allen  anderen  Fällen  heißt  es  divergent  Man  schreibt  das 
Produkt,  sei  es  konvergent  oder  divergent,  in  der  Form: 


ni=l 


fi'fi'"   bzw.   ///;. 

Beispiele.     Das  Produkt 

(VJU^-^W^V-  —  -    •(-•   '-U--   -V•• 
konvergiert  gegen  den  Wert  j.     Dagegen  divergiert  das  Produkt 


gegen  0. 


12       3 

2      8  *  4 
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Ein  unendliches  Produkt  hat  hiemach  mit  endlichen  Produkten 
die  Eigenschaft  gemeinsam;  daß  es  nur  dann  verschwindet,  wenn  einer 
seiner  Faktoren  verschwindet.  Dagegen  wäre  es  ein  Irrtum  zu  glau- 
ben, daß  umgekehrt  jedes  unendliche  Produkt,  welches  einen  ver- 
schwindenden Faktor  enthält,  den  Wert  0  hätte.  Dazu  muß  ja  das 
Produkt  erst  überhaupt  konvergieren. 

Die  theoretischen  Entwicklungen  über  unendliche  Produkte^)  stützen 
sich  wohl  am  einfachsten  auf  den  folgenden  grundlegenden  Lehrsatz. 

Satz  1.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Konvergenz  eines  unendlidien  Produkts 


fifi 


s 


bestdit  hei  passender   Wahl  des  Wertes  von  log  /j,  in  der  Konvergenz  • 
der  Hilfsreihe 

log /',n+i  + log /■«»  +  «+•••; 

tüo  /),  +  0  für  n>  m  ist.    Im  Falle  der  Konvergenz  ist  außerdem  noch 

log  ^m"-  log/«+i  +  log/'^+,+  •  •  •, 
wo 

-*•  m        /m  +  1     /m  +  « 

a)  Die  Bedingung  ist  notwendig.  Nach  Voraussetzung  konvergiert 
hier  das  Produkt,  und  P^  +  0 .     Man  setze 

Pm^r  °™  /m  +  1     /in  +  S Im  +  r 

und  lege  log  P,^  einen  bestimmten  Wert  5  +  ^i  bei.  Um  den  Punkt 
xr  —  P^  beschreibe  man  femer 
einen  den  Punkt  z  =  0  nicht 
umfassenden  Kreis  K.  Dann  lie- 
gen die  Punkte  2>m  rf  ^^^o^  ^^^ 
passender  Wahl  von  Tq  alle  in  K, 
und  infolgedessen  läßt  arc  jp„j  ^ 
eine  Bestimmung  r]^  zu,  welche 
sich  dem  absoluten  Betrage 
nach  von  rj  um  weniger  als 
3t/2  unterscheidet.  Dementspre- 
chend wird  man  die  Bestimmung  bevorzugen: 

1)  Allgemeine  Kriterien  für  die  Konvergenz  und  die  Divergenz  der  unend- 
lichen Produkte  hat  zuerst  Cauchj  gefanden,  indem  er  sich,  wie  auch  hier  im 
Texte  geschieht,  der  Hilfsreihe  £\ogf„  bediente,  Analyse  dlgehrique,  1821,  S.  561, 
Note  IX.    Weierstraß  gab  eine  direkte  Behandlung,  ohne  eine  transzendente 
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logl'm.r -  log  \Pm.r\+  Vrh  ^  >  »'o» 

und  im  übrigen  log  f^  so  wählen,  daß 

logPm.r-  log/"«+i  +  •  •  •  +  log/;^.^,  r  ^  1, 

wird.  Nun  behaupte  ich:  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nähert  sich 
beim  Grenzfibergange  r  ->  oo  einem  Grenzwerte  und  zwar  dem  Werte 

lim  log  Pm.r  -  log  l  lim  Pm,r\  -!  +  '?»• 

In  der  Tat  bildet  diejenige  Bestimmung  von 

log  z  =  log  ;  jßT '  +  i  arc  £f 
in  den  inneren  Punkten  von  Ky  wofür 

ist,  eine  in  K  eindeutige  stetige  Funktion  von  e.  Die  in  Rede  stehenden 
Bestimmungen  von  logp^^^  und  log  P^  fallen  aber  gerade  mit  den 
Werten  dieser  Funktion  in  den  Punkten  jß?  =  p«  ,  und  5  —  P«  zu- 
sammen^  womit  denn  die  Richtigkeit  der  Behauptung  dargetan  ist 
Demgemäß  konvergiert  auch  die  bewußte  Reihe  imd  es  ist 

log  P„,-  log  /;+!  +  log/;„^,  +  . . ., 

w.  z.  b.  w.    Dabei  ist  dem  log/"^^^,  ^  >  ^0;  ^^^  Hauptwert  beigelegt 

worden,  d.  h.  es  ist  —  ;r  <  SR  (  .  log  /^^^  J  <  nr. 

b)  Die   Bedingung   ist   auch  hinreichend.     Nach    Voraussetzung 
konvergiert  also  hier  die  Reihe.    Sei 

Ä«.,r  =  log/'m  +  l  +  •  •  •  +  log  fm^ry 
^m=  log /',„  +  !+  •••. 


Dann  ist 


^  /m  +  1  im-\-rf 


und  da  e'  eine  eindeutige  stetige  Funktion  ist^  so  muß 


V  "°»Vr  s 

lim  e  '"-''  =  e'*=*        =  e  "» 


Funktion  heranzuziehen,  Journ.  für  Math.,  Bd.  51  (1856),  S.  1S=^ Werke,  Bd.  1, 
S.  173;  hierüber  vergleiche  man  auch  Tanne ry  et  Molk,  Foftctions  eüiptiques, 
Bd.  1.  Geschichtliches  über  die  unendlichen  Produkte,  welche  auf  Vieta,  1646, 
zurückgehen,  findet  man  bei  Pringsheim,  Enzyklopädie,  I  A  S,  Nr.  41,  S.  111. 


§  6.  ünesdliche  Produkte.  527 

sein.    Damm  koDTergiert  das  unendliche  Produkt^  und  es  ist 

Zusatz.    Damit  ein  unendliches  Produkt  lonvergierej  ist  notwendig 
und  hinreidiend,  daß 

seiy  wenn  n  ins  Unendliche  wächst  und  r  sich  dabei  in  vöUig  wiUkür' 
lichcr  Weise  ändert. 

Der   Zusatz   ist   eine   unmittelbare   Folge    des   Lelirsatzes   nebst 
Theorem  2  Ton  Kap.  1,  §  7. 

Indem  man 

/■,=  !  +  «. 

setzt,  ergibt  sich  hiermit  fQr  die  Konvergenz  eines  Produkts  als  not- 
wendig, daß 

lim  a^  =  0 

sei. 

2.  Satz.    Die  Reihen 

b)  log  (1  +  a^^i)  +  log  (1  +  a^^j)  +  . . ., 

wobei  dem  log  (1  +  «,„  +  r)  ^^^  ^^^  Hauptwert  beigelegt  tmrdj  'konver- 
gieren gleichzeitig  absolut 

In  der  Tat  ist,  sofern  die  Reihen  nicht  schon  mit  einer  endlichen 
Anzahl  von  Tennen  abbrechen, 


liml«8i^-±f-)=l, 


a;,  =  0  «» 


wobei  wir  uns  alle  Terme  aus  beiden  Reihen  fortgelassen  denken, 
wofür  a^  =  0  ist.  Konvergiert  also  eine  dieser  Reihen  absolut,  so 
gilt  dies  auch  von  der  anderen  (vgl.  S.  504,  Anm.),  w.  z.  b.  w. 

Zusatz.    Das  unendliche  Produkt 

(1  +  «0  (1  +  a,) . . . 

konvergiert  stets  dann,  wenn  die  Reihe 

^1  +  ^«  H 

absolut  konvergiert. 
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Mit  Hilfe  der  Relation 

m  +  r 
<  =  w  +  l 

ergibt  sich  leicht  der  Beweis  folgenden  Satzes. 

Satz  3.  Sind  die  Größen  a^  alle  reeli  und  von  einerlei  VorEeichen, 
und  divergiert  ferner  die  Reihe 

«1  +  «2  +  «8  H , 

so  divergiert  auch  das  unefidliche  Produkt 

77(1  +  «,), 

n  =  l 

und  zwar  gegen  +  oo,  falls  a„^0  ist,  aber  gegen  0,  falls  —Ka^<0  ist, 
Definition.    Das  unendliche  Produkt 

(1  +  a,)  (1  +  aj)  . . . 

heißt  absolut  Konvergent,  wenn  das  Produkt 

(l  +  |aj)  (l  +  ja,|)--- 

konvergiert.    Dazu  ist  notwendig  und  hinreichend;  daß  die  Reihe 

«1  +  »2  H 

absolut  konvergiert. 

4.  Satz.  Die  Faktoren  eines  miemUichen  Produkts  können  dann 
und  nur  dann  beliebig  umgestellt  werden^  ohne  den  WeH  des  Produkts 
za  ändern,  wenn  das  Produkt  absolut  konvergiert. 

Der  Beweis  ergibt  sich  sofort  mittels  der  logarithmischen  Hilfs- 
reihe. 

Bezüglich  des  Produkts  zweier  oder  mehrerer,  auch  einer  unend- 
lichen Anzahl  unendlicher  Produkte  gelten  analoge  Sätze,  wie  bei  der 
Summe  mehrerer  unendlicher  Reihen.  Ebenso  läßt  sich  der  Satz  be- 
treffend das  Einsetzen  bzw.  Weglassen  von  Klammem  bei  den  Reihen 
sofort  auf  die  Produkte  übertragen. 

§  7.    Fortsetzung:  funktionentheoretische  Eigensohaften. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Betrachtung  unendlicher  Produkte, 
deren  Faktoren  von  einer  komplexen  Veränderlichen  z  abhängen. 

Definition.    Sei 
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ein  unendliches  Produkt,  dessen  Faktoren  alle  in  einem  Bereich  S 
eindeutig  erklart  sind.  Dann  heißt  das  Produkt  gleichmäßig  konver- 
gent, falls  das  Teilprodukt 

bei  wachsendem  n  und  willkürlich  sich  änderndem  r  gleichmäßig 
gegen  den  Grenzwert  1  konvergiert.  M.  a.  W.  soll  einem  beliebig 
vorgegebenen  positiven  £  stets  eine  feste  natürliche  Zahl  m  ent- 
sprechen; derart;  daß 

bleibt,  sobald  nur  n'^m  ist,  gleichviel  welchen  Wert  r  auch  an- 
nehmen und  welcher  Punkt  js  auch  von  S  sein  möge.^) 

An  Stelle  des  Bereiches  S  kann  selbstverständlich  jede  andere 
Punktmenge  treten. 

Daß  die  gleichmäßige  Konvergenz  schon  die  schlichte  Konver- 
genz nach  sich  zieht,  erkennt  man  unmittelbar  aus  dem  Zusätze  unter 
dem  1.  Satze,  §  6. 

Nimmt  man  e  =  l-  und  bezeichnet  man  einen  zugehörigen  Wert 
von  m  mit  jlc,  so  konvergiert  das  Teilprodukt 

für  jeden  festen  Wert  von  n^  n  gegen  einen  nicht  verschwindenden 
Grenzwert,  P„{z).    Wir  wollen  auch  zeigen,  daß  die  Veränderliche 

bei  wachsendem  r  im  gewöhnlichen  Sinne  gleichmäßig  konvergiert 
In  der  Tat  ist 

s{z,  r)  -s(z,  r)  =1>^,,(^)  [l>^  +  ^,  r^A^)  -  1];       r>r. 
Nun  ist  aber 

|2>u,rW-l|<l7       also        \p^^r{^)\<'l-y 

sowie 

|i>«  +  ,,r'-rW  -  1 1  <  f ,  f^  +  r^m, 

wobei  nun  e  wieder  beliebig  klein  genommen  ist  und  m  eine  zugehörige 


1)  Weierstraß,  Abhandlungen  der  KöntgL  Akademie  der  Wissenschaften 
jsu  Berlin,  1876,  §  2  =  Werke,  Bd.  2,  S.  199. 

Osgood,  Funktionentheorie.  I.  2.  Aufl.  84 
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Zahl  bedeutet.    Daraus  folgt;  daß 

\s{z,r)-s(0,r)\<-^e,   w-fi^r, /, 

ist;  womit  denn  die  Richtigkeit  der  Behauptung  dargetan  ist. 

1.  Satz.    Sind  die  Faktoren  eines  unendlidien  Produkts 

in  einem  Bereiche  S  analytisch,  und  konvergiert  das  Produkt  gleichmäßig 
in  S,  so  stellt  es  eine  in  S  analytische  Funktion  F{z)  vor. 

In  der  Tat  subsumiert  sich  nach  dem  Vorausgeschickten  die  Ver- 
änderliche 

s(^;'')=/;u+iW---/;,+rW7 

wo  /i  die  obige  Bedeutung  beibehält,  unter  den  6.  Satz  von  Kap.  7, 
§  5.    Demnach  verhält  sich  die  Grenzfunktion 

lim  s{z,  r)  =  P^{z)  =  f^^i{e)f^^i(ßf)  •  •  • 
analytisch  in  S,  und  zwar  verschwindet  P^{z)  nirgends  in  S,  da 

b^.rW-lKi,       also       i<\P„r('')\'       ^<\P,('')\ 

ist.    Hieraus  ergibt  sich  sowohl  der  soeben   ausgesprochene  Satz  als 
auch  der  folgende 

2.  Satz.  Zu  den  Voraussetzungen  des  1.  Satzes  trete  noch  die 
weitere  hinzu,  daß  kein  Faktor  f^iz)  identisch  verschuHnde,  Dann 
werden  die  in  S  gelegefien  Wurzeln  von  F{z)  sowohl  der  Lage  als 
audi  der  Ordnung  nach  durch  die  Wurzeln  der  einzelnen  Faktoren  des 
unendlichefi  Produkts  bestimmt. 

3.  Satz.  Ist  f^(i)  für  die  Punkte  einer  beliebigen  Puhktmenge  [t] 
mit  der  Häufungsstelle  £  =  lim  J  definiert,  und  nähert  sich  f^(J^)  für 
jeden  festen  Wert  von  n  einem  Grenzwert  U^,  wenn  g  dem  Punkte  g  zu- 
strebt: 


konvergiert  ferner  das  unendliche  Produkt 

/ia)/i(5)--- 

gleichmäßig  in   {J};  so  konvergiert  das  unendliche  Produkt 
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und  es  ist 

Da  für  einen  bestimmten  Wert  von  n:  n^^  (i,  S.  529  das  Teil- 
produkt 

«a,'')=/;+ia)/;+,a)---/;+ra) 

im  gewöhnlichen  Sinne  gleichmäßig  konvergiert,  so  folgt  der  Satz 
nach  dem  Theorem  von  Eap.  12,  §  10  zunächst  für  letzteres,  und  nun 
geht  man  ohne  Schwierigkeit  zum  ursprünglichen  Produkt  über. 

4.  Satz.    Sei 

ein  unendliches  Produkt,  dessen  Faktoren  in  einem  Bereiche  S,  von 
einer  endlichen  Anzahl  derselben  abgesehen,  von  0  verschieden  bleiben; 
analytisch,  oder  gar  stetig  brauchen  sie  nicht  eu  sein.  Damit  dann  das 
Produkt  gleichmäßig  in  S  konvergiere,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  Reihe 

n  =  N 

gleichmäßig  in  S  konvergiert,  wobei  N  so  groß  genommen  wird,  daß 
für  n^N  der  Faktor  f^{z)  +  0  ist 

a)  Die  Bedingung  ist  notwendig.    Aus  der  Voraussetzung 

folgt  nämlich,  sofern  man  nur  6  <  1  annimmt,  da  der  Punkt 

im  Kreise  1 1«;  —  1 1  <  £  liegt,  daß  f^{z)  +  0  ist.  Bei  geeigneter  Wahl 
der  Bestimmung  von  \ogf^{ss)  wird  also  nach  Kap.  6,  §  15,  Auf- 
gabe 5,  S.  256 


log/;+i  W  +  •  •  •  +  log/;+^(ir)  I  ==  |log  w;|  <  ^-— ^  +  arc  sin  b 

ausfallen,  und  hiermit  ist  dieser  Fall  erledigt. 

b)  Die  Bedingung  ist  hinreichend.    Nach  Voraussetzung  ist  jetzt 

log/*«+iW  +  ---  +  log/;+^(^)|<i?,  n  ^w. 


Nun  ist 

Die  Funktion  e^  ist  aber  stetig  und  hat  den  Wert  1  im  Punkte  Z  =  0. 

84* 


532  ni,  11.  Reihen-  und  Prodaktentwicklongen. 

Demnach   entspricht    einem   beliebig   vorgegebenen   positiTen   e   eine 
zweite  positive  Größe  i^;  derart,  daß 


e^—l\  <6 

bleibt;  sobald  nur  \Z\<rj  genommen  wird. 

Das  Weierstraßsche  Kriterium  für  die  gleichmäßige  Konvergenz 
einer  unendlichen  Reihe,  Kap.  3,  §  4  überträgt  sich  auf  unendliche 
Produkte,  wie  folgt. 

5.  Satz.    Kriterium  für  gleichmäßige  Konvergenz.    Sd 


00 


/;(^)/i  w  •  •  •  =-//[!  +  «.c-^)],    /;  w  •=  1  + «,«, 


w  =  l 


ein  unendliches  Produkt,  dessen  Faktoren  in  einem  Bereiche  S  eindeutig 
erUärt  sind.    Genügt  dann  die  Beihe 

dem   Weierstraßsdien  Kritenum: 

WO  ^M^  eine  konvergente  Beihe  positiver  Konstanten  ist,  so  konvergiert 
das  unendliche  Produkt  gleichmäßig  in  S. 

An  Stelle  von  S  darf  eine  beliebige  Punktmenge  treten. 

Zum  Beweise   bedienen  wir  uns   des  vorhergehenden  Satzes  und 
haben  also  nachzuweisen,  daß  die  Reihe 


00 


(6)  2  log  f,{z) 

gleichmäßig  konvergiert.    Man  nehme  m  ^  N  bo  groß,  daß 

ausfällt,  und  verstehe  ferner  unter  log  [1  +  a^(e)]y  n  ^  w,  stets  den 
Hauptwert.    Dann  wird  nach  Kap.  6,  §  15,  Aufgabe  5 

M 

I  log (1  +  «n  '•^))  I  <  i-z:  jf-  +  "c  sin  3/„  =  a»,,         n>  m. 
Des  weiteren  konvergiert  die  Reihe  positiver  Konstanten: 

CO  3Ä„+2R„.^,  +  .-., 

denn  Wl„  M^  nähert  sich  ja  einem   Grenzwerte,  wenn  w  =»  c»   wird. 
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Infolgedessen  laßt  sich  das  Weierstraßsche  Kriterium  für  die  gleich- 
mäßige Konvergenz  der  Reihe  (6)  anwenden  ^  indem  man  sich  eben 
der  Reihe  (7)  bedient. 

Zusatz,    unter  den   Voraussetzungen   des  Satzes  konvergiert  das 
unendliche  Produkt  auch  absolut. 

In  der  Tat  genügt  das  Produkt  den  Bedingungen  des  2.  Satzes 
von  §  6. 

Aufgabe.    Man   beweise    den   folgenden   Satz:  Konvergiert  das 
unendliche  Produkt 

dessen  Faktoren  in  einem  Bereiche  S  analytisch  sind  und  nicht  iden- 
tisch verschwinden^  gleichmäßig  in  S,  so  ist  dort,  abgesehen  von  et- 
waigen Wurzeln  der  Funktion  F(z), 

'F(z)  "^  fi(z)  '^  y,(z)  ^^"'' 


§  8.    Unendliche  Produkte  für  sin  z,  6  (z),  usw. 

Aus  der  Partialbruchzerlegung  für  cotjer    §  1,  erhält  man  durch 
Integration  ein  unendliches  Produkt  für  sin  z: 

cot.=i+vr-i-+-i-i, 

z       ^j   LZ  —  fiTt        nnj' 

X 

Jcotzdz  =  log  sin  e  =  \oge  +J  ^'[j:^  +  ^]^^  +  ^ 

0 

=  log  z  -f  ^  [log  (z  —  n7t)  -  log  (—  njt)  +  -^']  +  C. 

Dabei  denken  wir  uns  einen  endlichen  einfach  zusammenhängenden, 
den  Punkt  ^  =  0  im  Innern  enthaltenden  Bereich  S,  welcher  keinen 
der  Punkte  z  =  n;r,  n  =  ±  1,  ±  2,  •  •  •,  umfaßt.  Die  Funktionen 
log  sin  z,  log  z  sind  in  S  mehrdeutig,  während  die  übrigen  in  der 
letzten  Formel  auftretenden  Funktionen,  welche  ja  aus  den  Integralen 
der  entsprechenden  Terme  der  früheren  Reihe  bestehen  sollen,  in  S 
eindeutig  und  analytisch  sind.  Im  übrigen  ergibt  sich  die  gleichmäßige 
Konvergenz  letzterer  Reihe  in  S  direkt  aus  der  gleichmäßigen  Kon- 
vergenz der  ursprünglichen  Reihe  in  S. 
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Die  vorstehende  Relation  ist  gleichbedeutend  mit  der  folgenden: 


8in^-Ä-^J7'[l--yc 


ntt 


WO  es  nur  noch  übrig  bleibt,  den  Wert  von  k^^eP  zn  bestimmen. 
Dies  geschieht  am  einfachsten  mittels  der  Relation 

. .     Bin  z      ^ 
lim =  1. 

Da  nämlich  das  unendliche  Produkt  nach  §  7,  4.  Satz  in  8  gleich- 
mäßig konvergiert,  so  schließt  man  daraus,  daß  %  »  1  ist. 

Im  übrigen  konvergiert  das  Produkt  absolut.  Schreibt  man  näm- 
lich den  allgemeinen  Faktor  in  der  Form  l  +  a^  und  vergleicht  man 
die  Reihe  2Ja^  mit  der  Reihe  271/n',  so  stellt  sich  heraus,  daß 

lim  -^* , 

existiert.  Demgemäß  kann  man  die  Faktoren  des  Produkts  so  um- 
ordnen, daß  die  Exponentialfaktoren  sich  gegenseitig  aufheben.  GSer- 
durch  gelangt  man  zu  den  definitiven  Formeln:^) 

8mir  =  *JY'[l-^]r  =  ^]7[l--g,]. 


n=l 


Ersetzt  man  noch  is  durch  7tz,  so  kommt 


■."--n'[i-:K='n('-S)- 


Wie  beim  Beweise   des  1.  Satzes,  §  4,  so  kann  man  auch  hier 
mehrdeutiger  Funktionen  entraten. 

Das  unendlicJie  Produkt  für   <y(jer).    Verfährt  man  in  ähnlicher 
Weise  mit  der  Reihe  für  ^(z),  §  2,  so  erhält  man  zimächst: 

ß (z)  dz  =  log  z  +2' [log  (e-H)-  log  (-  £1)  +  -^  +  Y  $]  +  C, 


1)  Die  zweite  Form  des  unendlichen  Produkts  findet  sich  bei  Eni  er,  In- 
rodttcHo  in  analysin  infmitorum^  Bd.  1,  1748,  Nr.  168.  S.  120. 
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Das  unendliche  Produkt  konvergiert  absolut  für  jeden  Wert  von  Zy 
und  in  jedem  endlichen  Bereiche  S  konvergiert  es  außerdem  noch 
gleichmäßig.  Beides  beweist  man  ohne  Mühe  mit  Hilfe  der  absolut 
konvergenten  Reihe  ZSl'^,  vgl.  §  2.    Aus  der  Bedingung 

findet  man  ferner  A;  =  1.    Hiermit  erhält  man  als  definitive  Formel: 


(1)  <,(,)  =  ,  JJ'(i_^)e 


i2  "•■  2   Si^ 


Im  voraufgehenen  Kapitel  habe  ich  mir  es  angelegen  sein 
lassen,  die  theoretische  Grundlage  für  die  periodischen  Funktionen 
zu  schaffen«  Dem  Leser  sei  es  jetzt  als  eine  wertvolle  Übung  emp- 
fohleU;  sich  selbständig  die  Theorie  der  ellipitischen  Thetafunktionen 
zu  entwickeln,  und  zwar  von  ihrer  funktionentheoretischen  Definition, 
nicht  von  den  Reihen  und  Produkten  aus.^)  Dabei  wird  man  direkt 
zu  jenen  Formeln  geführt^  welche  die  Jaco bischen  Theta-  mit  den 
Weierstraßschen  Sigmafunktionen  verbinden.')  Im  übrigen  sei  auf 
die  mannigfachen  Reihen-  und  Produktentwicklungen  für  die  trigono- 
metrischen Funktionen  verwiesen,  wie  sie  sich  beispielsweise  bei  Bier- 
mann, Analytische  Funktionen y  Eap.  6  finden. 

Aufgabe.  Man  zeige,  daß  die  Funktion  cos  ^er  sich  durch  das 
unendliche  Produkt  darstellen  läßt:') 


~  (n  +  |)Ä  •  , 

cos  ir  =/7  (l  -  (-^^)  e  =UV-  (Ä+W) 

11  =  —00  nsO 
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In  der  Algebra  lernt  man  eine  ganze  rationale  Funktion  in  ein 
Produkt  linearer  Faktoren  zerlegen.  Die  soeben  besprochenen  Ent- 
wicklungen von  siuB  und  (s{ss)   in  unendliche  Produkte  lassen   sich 

1)  In  dieser  Hinsicht  vergleiche  man  wieder  das  Buch  von  Weber,  Eüip- 
tische  Funktionen  und  algebraische  Zahlen. 

2)  Man  vergleiche  hierüber  H.  A.  Schwarz,  Formeln  und  Lehrsätze  zum 
Gehrauche  der  elliptischen  Funktionen.  / 

8)  Euler,  ibid. 

4)  „Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen*^  Abhandlungen 
der  Königl.  Akademie  der  Wissetischaften  zu  Berlin,  1876;    Werke ^  Bd.  2,  S.  77. 
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als  eine  Verallgememenuig  dieses  Satzes  auf  ganze  transzendente  Funk- 
tionen mit  unendlich  yielen  Nnllstellen  ansehen.  Dabei  besteht  in- 
dessen der  allgemeine  Faktor  nicht  mehr,  wie  bei  den  Polynomen, 
aus  einer  linearen  Funktion,  sondern  es  tritt  noch  ein  Exponential- 
faktor  hinzu: 

z  als* 


('  -  ii)  '"■    (•  -  i) '" 


'^■*"  a  Ä» 


Dieser  letzte  Faktor  ist  es  eben,  welcher  die  Konvergenz  des  Pro- 
dukts erzeugt. 

Von  dieser  Bemerkung  ausgehend^)  warf  Weierstraß  die  Frage 
auf,  ob  es  nicht  allgemein  bei  einer  beliebig  vorgeschriebenen  Yer* 
teilung  der  Nullstellen,  vorausgesetzt  nur,  daß  sich  dieselben  nirgends 
im  Endlichen  häufen,  stets  eine  transzendente  Funktion  gibt,  deren 
Wurzeln  dieser  Verteilung  entsprechen.  Auch  die  Ordnung  der  ein- 
zelnen Nullstellen  soll  willkürlich  vorg^eben  werden.  Es  stellte  sich 
heraus,  daß  die  Frage  in  der  Tat  zu  bejahen  ist  Das  Ergebnis 
sprechen  wir,  wie  folgt,  aus. 

Der  Weierstraßsche  Satz.  Gegeben  sei  eine  unendlidte  Punkt- 
menge  a^,  o^,  . . .,  lim  a,  »  oo.    Jedem  Punkte  a^  dersdben  werde  eine 

«=00 

natürliche  ZaU  ii^  zugeordnet.  Dann  gibt  es  stets  eine  gange  transsten- 
dente  Funktion  G  (z),  welche  im  Punkte  a^  (n  =•  1,  2,  . . .)  eine  Wurzd 
^jer  Ordfiuf^g  bcsitzt  und  sonst  nirgends  verschwindet  Im  übrigen 
wird  die  allgemeinste  derartige  Funktion  r(z)  durch  die  Formd  gegeben: 

r{z)^(fi(=)G{z), 

wo  G(z)  eine  spezielle  Funktion  von  der  genannten  Beschaffenheit  und 
g(z)  eine  ganze  (rationale  oder  transzendente)  Funktion  ist. 

Es  handelt  sich  hier  vor  allem  um  einen  Existenzsatz.  Indem 
wir  uns  die  Zahlen  a^,  ag, . . .  so  geordnet  denken,  daß  iÄ«+i|^i«„| 

1)  Dieser  Gedanke  geht  auf  Ganß  zurück,  welcher  sich  rar  Definition  der 
F-Funktion  folgender  Formel  bedient  hatte: 

n  =  l  n  =  1 

„Disquisitiones  generalcs  circa  seriem  infinitam  1  -|-  t-^x-] 'S  Commeniatiopies 

1  y 

80C.  reg,  sei.  Gott,  rec,  Bd.  2  (1812)  =  Werke,  Bd.  3  (1866),  S.  146;  Übersetzung 
ins  Deutsche  von  H.  Simon.  Wie  Pringsheim,  Enzyklopädie,  JAS,  S.  112^ 
bemerkt  hat,  findet  sich  das  vorstehende  Produkt  bereits  bei  Eni  er,  Brief  an 
Goldbach,  18.  Okt.  1729. 
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ist,  nehmen  wir  eine  unendliclie  Folge  natürlicher  Zahlen  m^,  m^,... 
derart  an^  daß  die  Reihe 


•  Z'^n 


(1) 

«=1 


2«"«-^' 


für  alle  Werte  von  z  absolut  konvergiert.^)  Im  Falle  fltft+i  =  kst,  Oj^^ 
—  k7t  ist,  genügt  es,  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  durchweg  w^  =  1 
zu  setzen,  während  für  a^=  Ä  =  wco  +  m'io',  w^  =»  2  genommen 
werden  darf.  Bei  allen  Verteilungen  der  Nullstellen,  welche  in  der 
Praxis  eine  Rolle  spielen,  kommt  man  schon,  wie  hier,  mit  einem 
festen  Werte  m^=  m  aus.  Hingegen  wird  m^  im  allgemeinen  Falle, 
wo  sich  die  Nullstellen  in  der  Nähe  des  Punktes  oo  stärker  ver- 
dichten, zugleich  mit  n  ins  Unendliche  wachsen  müssen.  Man  erhält 
offenbar  stets  eine  brauchbare  Reihe  von  Zahlen  m^,  indem  man  ein- 
fach m^ »  n  setzt,  denn  es  wird  dann 

lim L-^. Um  -?-  ( -»- )       -  0, 

n 

womit  denn  die  Konvergenz  erwiesen  ist. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Aufstellung  einer  speziellen  Funktion  G{e) 
über,  so  wird  eine  solche  durch  das  unendliche  Produkt: 

(2)       GW = n /■.(')- n(i-t)'''"' 

n  =  1  n==  1 

definiert,  wo 

8  i      / z \m 


^.(')-i+Y{i)+-+i(iy 


ist.  Dabei  denken  wir  uns  zunächst  fi^  durchweg  gleich  1.  Dieses 
Produkt  konvergiert  nach  §  7  für  jeden  Wert  von  js  absolut  und 
außerdem  in  jedem  endlichen  Bereiche  S  gleichmäßig.  Erinnern  wir 
uns  nämlich  der  Reihenentwicklung: 

log(l-Z)--Z-f-f -...-,  \Z\<1, 

bezeichnen  ferner  mit  q  die  obere  Grenze  von  \z\  für  die  Punkte  von 
S,  und  nehmen  endlieh  N  so,  daß 


1)  Sollte   insbeäondere   a^  =  0   sein,  so  möge   die  Summe  mit  91^=^2  be-« 
ginnen.    Beim  Produkte  wird  man  dann  ebenfalls  mit  n  =  2  anfangen  und  zu- 
gleich den  Faktor  z^i  davor  setzen. 
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ist,  80  erkennen  wir,  daß  der  Hanptwert  von  log/*. (5),  n'^N,  durch 
die  Formel  gegeben  wird: 

log/-.W  =  log(l-^)+i^.W 

Es  handelt  sich  um  die  gleichmäßige  Konvergenz  d«r Reihe  ^logf^(£\ 
und  dies  wird,  wie  gewöhnlich,  yermöge  des  Weierstrafiechen  Kri- 
teriums festgestellt    In  der  Tat  ist 


'»!!/■.(')  ^2  „v+d  !:)-'' 


<  --■  ^  >  i-t) 


Setzt  man  daher  das  letzte  Glied  dieser  Relation  gleich  M^,  so  kon- 
vergiert die  Reihe  2]M^,  wie  aus  Vergleich  mit  der  absolut  konver- 
genten Reihe  (1),  geschrieben  für  £  ^  q,  unmittelbar  hervorgeht.*) 

Ist  endlich  fi,  >  1;  so  wird  man  den  Punkt  a.  fi,-&ch  zahlen. 
Oder  man  darf  ihn  auch  bloß  einmal  zahlen,  indem  man  die  Größen 
m^  so  wählt,  daß  die  Reihe 

00  ac 

_       _  TM  _       _  1» 

beständig  konvergiert.  Dann  wird  man  noch  G{z)  und  g^iß)  durch 
die  Ansdräcke  des  nachstehenden  Zusatzes  zu  ersetzen  haben. 

Hiermit  ist  bewiesen,  daß  durch  das  unendliche  Produkt  (2)  eine 
ganze  Funktion  G{z)  definiert  wird,  wie  sie  der  Satz  verlangt.  Sei 
jetzt  r{z)  eine  beliebige  Funktion,  welche  den  Bedingungen  des 
Satzes  genügt,  und  man  bilde  das  Verhältnis  r(z)/G{g).  Dadurch 
wird  eine  neue  ganze  Fimktion  ®  (z)  definiert,  welche  überdies  im 
Endlichen  nirgends  verschwindet.    Demgemäß  erweist  sich  ®'  (^)/®  (^) 

1)  Wie  man  sieht,  genügt  es  schon,  wenn  man  die  Größen  m,,  so  nimmt, 
daß  die  Reihe 


30 


^   (;„,  +  l)  «„"•»  +  » 


11=1 


beständig  konvergiert.    Im  Falle  m„  endlich   bleiben  darf,  ist  diese  Bedingong 
mit  der  früheren  gleichbedeutend. 
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ebenfalls  als  eine  ganze  Funktion  ^  nnd  daher  läßt  sich  &{z)  in  der 
Form  e^(*J  schreiben. 

Hieran  schließt  sich  noch  der  folgende  Darstellungssatz.  Dabei 
wird  die  Funktion  G(z)  als  schon  von  vornherein  vorhanden  an- 
gesehen,  und  es  handelt  sich  bloß  um  einen  durch  einen  bestimmten 
unendlichen  Prozeß  gegebenen  Ausdruck  für  dieselbe. 

Zusatz.  Jede  ganze  Funktion  G{z)  läßt  sich  dwrch  ein  unend- 
lidies  Produkt  darstellen:^) 


90 


G(.) =«.(')  77  (i-„T«'""\ 


^.(')-".[;.+T(t)*+-+»";(tn. 

WO  fi^  die  Ordnung  der  Wurzel  a^  und  m^  eine  geeignete  natürliche 
Zahl  bedeuten.  Das  Produkt  konvergiert  absolut  für  jeden  Wert  von  z 
und  gleichmäßig  in  jedem  endlichen  Bereiche  der  Ebene, 

Aus   dem   soeben   bewiesenen   Hauptsatze   schließt   Weierstraß 
weiter:*) 

Gegeben  seien  zwei  unendliche  Punktmengen:  a^,  a^, . . .,  lim  a^  =  oo 

nssoo 

*i>  ^if-"y  Kmfc^  =  cx);   dabei  soU  nur  kein  Punkt  der  ersten  Menge 

mit  einem  Punkte  der  zweiten  Menge  zusammenfallen.  Femer  sei  jedem 
Punkte  a^,  b^  eine  natürliche  Zahl  (i^  resp.  v^  zugeordnet.  Dann  gibt 
es  stets  eine  eindeutige  Funktion,  welche  im  Pirnkte  a^  einen  NuUpunkt 
IL^*^  und  in  b^  einen  Pol  v^^  Ordnung  besitzt,  und  sich  sonst  im  End- 
lidien  analytisch  verhalt  und  nictit  verschwindet 

Die  allgemeinste  derartige  Funktion  f(z)  wird  durch  die  Formel 
gegeben: 

*^'^  9(/)y  ö^i  W>  G^sW  9^^^^^  Funktionen  sind.  Dabei  liegen  die  Wwr- 
zdn  von  G^  {z)  und  G^  (z)  in  den  Punkten  a„  resp,  b^,  und  weisen  dort 
je  die  MuUiplizität  [i^  resp.  v^  auf. 

§  10.    Der  Mittag-Lefflersche  Sats. 

Nachdem  Weierstraß   also   gezeigt   hatte,   daß   die  Nullpunkte 
und   Pole    einer   eindeutigen  Funktion,   welche    im   Endlichen   keine 

1)  Man  vgl.  die  yorletzte  Anmerkung. 

2)  Eine  oder  auch  beide  dieser  Punktmengen  dürfen  endlich  sein. 
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höhere  Singularität  als  Pole  besitzt,  beliebig  Yorgeschrieben  werdai 
können,  indem  er  die  Funktionen  durch  unendliche  Produkte  wirklich 
aufstellte,  übertrug  Mittag-Leffler  den  Satz  von  der  Partialbruch- 
Zerlegung  der  rationalen  Funktionen  auf  transzendente  FunktioneD, 
wie  folgt. 

Der  Mittag-Lefflersche  Satz.^)     Vorgelegt  sei  eine  unemßidie 
Punktmenge  0^0^^.. .,  lima^  »  00,  sowie,  dem  Punkte  a^  entsjprechend, 

ein  hdiMges  Pcignom  in  1/(0  —  aj; 

Dann  gibt  es  stets  eine  eindeutige  FuidHon  f(z),  tcdche  im  Punkte  a, 
einen  Pol  mit  dem  Hauptteil  g^  besitzt  und  sich  sonst  im  Endlichen 
analytisch  verhält. 

Eine  solche  Funktion  wird  durch  die  unendliche  Beihe  gegAen: 


/'W-2'D^.(~-)-y«W] 


WO  yjz)  ein  geeignetes  Polynom  in  e  bedeutet.    Die  aUgemeinste  der- 
artige Funktion  F{z)  erhalt  man  dann,  indem  man 

Fiz)=.m+G{z) 

setzt,  tvo  G(z)  eine  beliebige  ganze  Funktion  ist. 

Es  handelt  sich  hier  wiederum  vor  allem  um  einen  Existenzsats. 

Die  Zahlen  Oj,  a«,  . . .  denken  wir  uns  so  geordnet,  daß  iö^  +  i|^ö„| 

ist.    Sei 

R^<R^<",  lim  JB„  ==  00, 


n  =  oo 


eine  Folge  positiver  reeller  Zahlen  und  sei  femer 

eine  konvergente  Reihe  positiver  Konstanten.  Der  springende  Punkt 
beim  Beweise  ist  nun  der,  daß  man  eine  unendliche  Folge  von  Poly- 
nomen : 

yi  W;    rt  (^)y  •  •  • 

1)  Öfversigt  af  Kongl.  Vetenskaps-AJcademiens  Förhandlingar,  Bd.  34  (1877). 
Den  Beweis  hat  Weierstraß  vereinfacht,  Monatsberichte  der  Berliner  Akad., 
Ang.  1880  =  Werke,  Bd.  2,  S.  189. 
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so  bestimmen  kann^  daß  die  Reihe 


00 


(1)  2'i>.(F=^)-y.w] 

n  =  1 

für  jeden  Wert  ^  +  a„  konvergiert  und  zwar  so,  daß,  wenn  man  einen 
beliebigen  endlichen  Bereich  S  ins  Auge  faßt  und  diejenigen  Terrae 
von  (1)  fortläßt,  welche  in  S  unstetig  werden,  die  dadurch  erhaltene 
Reihe  in  S  ausnahmslos  analytischer  Funktionen  gleichmäßig  in  S 
konvergiert.  Dies  geschieht,  indem  man  nachweist,  daß  die  Terrae 
von  (1),  von  einer  bestimmten  Stelle  an,  dem  Weierstraßschen  Kri- 
terium genügen: 

so  daß  also  der  durch  die  Reihe  (1)  definierten  Funktion  die  Singu- 
laritäten der  einzelnen  Terrae  aufgeprägt  werden. 

Ura  jetzt  den  Beweis  ins  einzelne  durchzuführen,  sei  k  eine  be- 
liebige natürliche  Zahl,  und  raan  fasse  diejenigen  Punkte  a^  ins  Auge, 
wofür 

ist.    Nun  kann  man  g^  in  eine  Potenzreihe  entwickeln: 


ffn  (r- «;)  ^^0  +  ^^  +  ^2^'  + 


welche  im  Kreise  |  ^  |  <  a„  |  konvergiert  und  daher  überdies  im  Kreise 
1  ^  i  ^  ^*  gleichmäßig  konvergiert.  Dementsprechend  spalte  man  so 
viele  Terme  von  der  letzten  Reihe  ab, 

daß  der  Rest 


9. 


(r-a)  -  ^nW  -  ^P^i''"-'  +  <^p^t''^'  +  •  • 


im  Kreise  |  ^  |  ^  iZ^  betrachtet,  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 
M„  bleibt.  SoUten  Terme  vorhanden  sein,  wofür  I  a.  1  <  i?,  ist,  so 
werden  diese  ja  nur  in  endlicher  Anzahl  auftreten,  und  da  werde  denn  das 
entsprechende  Polynom  y^  (z)  identisch  gleich  0  gesetzt.  Läßt  man  Je 
jetzt  sukzessive  die  Werte  1,  2,  ...  annehmen,  so  erhält  man  da- 
durch eine  unendliche  Folge  von  Polynomen  der  gewünschten  Be- 
schaffenheit. Denn,  sei  S  ein  beliebiger  endlicher  Bereich,  und  man 
nehme  m  so  groß,  daß  S  im  Kreise  \e\  ^Rf^  li^g^-    Bildet  man  dann 
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die  Reihe 


.v-i 


WO  N  80  gewählt  wird,  daß  \ay\  >  22^  ist,  so  Yorhalten  sich  die  Tenne 
der  rechter  Hand  auftretenden  Reihe  sämtlich  analytisch  in  Sj  and 
die  Reihe  konvergiert  überdies  daselbst  gleichmäßig.  Darum  stellt  sie 
eine  in  S  analytische  Funktion  vor.  —  Der  letzte  Teil  des  SatsKes  ist 
evident. 

Wie  beim  Weierstraßschen  Satze  ein  Konvergenz  erzengender 

Faktor  e*'"^'^  sich  zu   dem  linearen  Faktor   1  —  -    gesellte,    so    tritt 

auch  hier  zum  Hauptteil  g^  (-—  -j  ein  Konvergenz  erzeugender  Term 

y^{z)  hinzu. 

Aus   dem   Mittag-Lefflerschen   Satze   kann  man  den   Weier- 
straßschen Satz  herleiten,  indem  man 

setzt  und  den  Ausdruck  bildet: 

a 


e^ 


wo 

'"n       k-1 

An  den  Mi ttag-Leff  1er sehen  Existenzsatz,   wie   er   oben    aus 
gesprochen  ist,  schließt  sich  noch  der  folgende  Darstellungssatz. 

Zusatz.  Sei  f{e)  eine  eindeutige  analytische  Funktion  von  Zy  tvelclie 
im  Endliche^i  leine  amleren  Singularitäten  als  Pole  hat.  Dann  laß 
f{z)  eine  Fartiaibruchzerlegung  von  der  Form  zu: 


oc 


f{^)  -^[9n  t_\-)  -  yn{^)\  +   G{Z), 


n  =  l  " 


WO  g^  den  Hauptteil  des  Poles  a^,  y^  ein  Polynom,  und  G  eine  ganze 
Funktion  bedeuten. 


§  11.   Yerallgemeinenmgen  der  Torhergehenden  Sfttze.  545- 

Im  Falle  der  Funktion  cotjer  kann  man  beispielsweise  a^^msc\. 
c^n^i  =  —  wjr  setzen.    Dann  wird 

und  es  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Funktion  G{0)  zu  bestimmen,  um^ 
eine  neue  Herleitung  des  Entwicklungssatzes,  §  1,  (II),  zu  gewinnen. 
Nun  kann  man  zunächst  leicht  zeigen,  daß  die  Reihe  rechter  Hand 
die  Periode  tc  zuläßt,  woraus  denn  folgt,  daß  die  ganze  Funktion  G(zy 
auch  diese  Periode  besitzt.  In  den  beiden  Endpunkten  des  Perioden- 
streifens bleibt  fernerhin  die  Reihe  endlich.  Denn  es  ist  für  |  y  |  >  x/2y. 
|a;|  <3r/2,  und  n>  1,  auf  Grund  der  Relation  (III),  S.  210 


jer*  —  n^  %^ 


=  \n%  —  X  '-iy\  \n7C  +  X  +  iy\ 


woraus  denn  folgt,  daß 


I   I  * 


WO  y  =  ;  y !  —  %I2  ist.    Nach  einem  bekannten  Gauchyschen  Konver- 
genzsatz betreffend  eine  Reihe  positiver  Terme  ist  femer 


^  _Y+%  r   Y+jt      ,         A  o.  i- 

=  1  A 


I, 


Da  auch  cotjer  in  jenen  Endpunkten  endlich  bleibt,  so  reduziert  sich 
G{z)  hiermit  auf  eine  Konstante,  und  diese  hat  den  Wert  0,  weil 
sowohl  die  Reihe  als  auch  cotjer  ungerade  Funktionen  sind. 


§  11.    Verallgemeinerungen  der  vorhergehenden  Sätze. 

Die  Sätze  der  beiden  voraufgehenden  Paragraphen  beziehen  sich 
auf  eindeutige  Funktionen  mit  einer  einzigen  wesentlichen  singulären 
Stelle,  welche  in  den  Punkt  z  =  <x>  verlegt  wurde.    Eine  erste  Verall- 
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gemeinerung  erhält  man^  wenn  man  eine  eindeutige  Funktion  mit  einer 
endlichen  Anzahl  wesentlicher  singulärer  Stellen  in  Betracht  zieht 
Dieser  Fall  ist  auch  zugleich  von  Weierstraß  in  der  genannten  Ab- 
handlung von  1876  behandelt  worden,  sofern  wenigstens  Quotienten- 
darstellungen in  Betracht  kommen.  Nachdem  Picard,  Mittag- 
Leffler  u.  a.  spezielle  Fälle  untersucht  hatten,  wo  die  Anzahl  der 
wesentlichen  singulären  Punkte  ins  Unendliche  steigt,  gelangte  sodann 
Mittag-Leffler  zu  einer  möglichst  weitgehenden  Verallgemeinerung 
seines,  sowie  auch  des  Weierstraßschen  Satzes,  zu  deren  Betrachtung 
wir  uns  jetzt  wenden  wollen. 

Der  verallgemeinerte  Mittag-Lefflersche  Satz.*)  Vorgdegt 
sei  eine  isolierte  unendliche  Punktmenge  [a]:  a^y  a^,  . . .,  deren  Ab- 
leitung mit  [c]  bezeichnet  werde,^)  Jedem  Punkte  a^  werde  femer  ein 
Polynom^)  in  l/iz  —  a^: 


9n  (r=-„-)  ' 


M'iUkürlich  zugeordnet.    Dann  gibt  es  stets  eine  eindeutige  Funktion  f{z)f 
u-dclie  in  jedem  den  beiden  Mengen  { a }  und  [c]  nickt  angehörigen  Punktes 

analytisch  ist  und  im  Punkte  a^  einen  Pol  mit  dem  Hauptteil  g^  \~i 

besitzt.    Die  Funktion  f{z)  wird  durch  eine  unendliche  Reihe  von  der 

Gestalt: 


00 


« =  1 


definiert,  wobei  y^{z)  eine  rationale  Funktion  von  z  ist 

Wird  die  Ebene  durch  die  Menge  { c )  zerstückdt,  so  stellt  f(z)  Stücke 
verschiedener*)  monogener  analytischer  Funktionen  vor. 


1)  Acta  matheinatica,  Bd.  4  (1884),  S.  32. 

2)  Es  läßt  sich  leicht  zeigen,  daß  eine  isolierte  Menge  notwendig  abzählbar 
sein  muß.  Unter  der  Ableitung  einer  Punktmenge  versteht  man  die  Menge  ihrer 
Häufungsstellen. 

li)  Allgemeiner  kann  eine  beliebige  gan7e  transzendente  Funktion  von 
1  (^  —  a„)  an  Stelle  des  Polynoms  treten.  Die  Funktion  f(e)  wird  eich  dann  in 
der  Nähe  von  u„  als  die  Summe  dieser  Funktion  und  einer  in  a„  analytischen 
Funktion  darstellen  lassen. 

4)  Im  allgemeinen  werden  wenigstens  die  Funktionen  voneinander  ver- 
schieden sein.  Die  Frage,  ob  im  besonderen  Falle  zwei  derartige  Stücke  nicht 
doch  eventuell  ineinander  analytisch  fortgesetzt  werden  können,  sowie  auch  ob 
ein  solches  Stück  nicht  am  Ende  einer  mehrdeutigen  monogenen  analytischen 
Funktion  angehört,  mag  dahingestellt  bleiben. 
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Der  Beweis  des  ursprttngliohen  Mittag-Lefflerscfaea  Satzes  von 
§  10  Obertmgt  sich  anf  diesen  Satz,  iadem  man  die  Caacbj-Tsjloncbe 
Reihe  einer  linearen  Trsnaformation  unterwirft  An  die  Entwicklungen 
TOB  Kap.  6,  §  17  anknüpfend,  zeichnen  wir  zwei  Punkte  z  —  ^,  c 
auf,  welche  beide  im  Endlichen  liegen  mögen,  und  üben  dann  die 
lineare  Transformation: 

aus.  Dadurch  geht  die  Kreisschar  ü)  in  die  Schar  konzentrischer 
Kreise 

(2)  ;z'-i 

über,  und  zwar  so,  daß  das  Innere  letzteren  Kreises  demjenigen  der 
beiden  Gebiete,  in  welche  die 
«-Ebene  durch  den  Kreis 

zerlegt  wird,  entspricht,  in 
welchem  der  Punkt  e  =  ^  liegt. 
Ist  nun  andererseits  eine 
Funktion  ip  (e)  vorgelegt,  wel- 
che sich  im  Punkte  « =  £  n  iis 
analytisch   verhält,   so    wird 

diese  in  eine  Funktion  ^{Z)  übergeftlhrt,  welche  in  .2  —  0  anairtisch 
ist  und  sich  mithin  durchTdie  Cauchj-Taylorsche  Reihe  darstellen  läßt: 

(4)  0{2)  -  Q-f-  C,Z+  C,Z'+-  ■  -. 
Hieraus  folgt: 

(5)  y(^)  =  Co-^  C/^  -h  C,  (ilQV  -  ■  ■ . 

Des  weiteren  kann  man  den  Geltungsbereich  letzterer  Reihe  sofort 
ablesen.  Läßt  man  nämlich  X,  von  0  ausgehend,  stetig  wachsen,  so 
fegt  der  Kreis  (3)  einen  Bereich  der  2-Ebene  aus,  worin  sich  ^(ß) 
eine  Zeitlang  analytisch  verhält.  Wenn  qi(t)  aber  einen  Ton  c  ver- 
Bchiedenen  singuUren  Punkt  besitzt,  so  wird  es  einen  bestimmten 
Kreis  K:  X^k,  dieser  Schar  geben,  welcher  den  Konvergenz-  vom 
Divergenzbereiche  der  Reihe  (5)  trennt,  wie  man  aus  der  konformen 
Abbildung  (1)  erkennt.     Im  Gebiete 

(«)  1-^1  <' 

Otgoad,  FnnkHounlbMTl*.  L  i.  Anfl.  S6 
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wird  dann  die  Reihe  absolut  konvergieren,  sie  wird  außerdem  gleich- 
mäßig in  jedem  Ber^che  S  konvergieren,  welcher  nebst  seinen  Rand- 
pnnkten  ganz  innerhalb  dieses  Gebietes  liegt  Insbesondere  darf  8  den 
Punkt  jer  =  oo  umfassen,  falls  dieser  Punkt  im  genannten  Oebiete  liegt 
Wir  haben  vorausgesetzt,  daß  g  und  c  beide  im  Endlichen  liegen, 
um  nun  nachträglich  die  Sonderstellung  des  Punktes  ^er  —  oo  aufzuheben, 
ersetzen  wir  die  Transformation  (1)  durch  die  allgemeinere  lineare 
Transformation : 


Z'-^k 


z  —  c 

Soll  jetzt  jer »  oc   an  SteUe  von  ^  =  ^   treten,   so  können   wir   dies 
durch  einen  Grenzabergang  erreichen,  indem  wir 

—  l     S—C 

setzen  und  A;  =>  —  g  nehmen.     Lassen  wir  ^  hier   unendlich   werden, 
so  stellt  sich  als  Grenzfall  die  Transformation 

z-    '- 

z  —  c 
ein.  —  In  ähnlicher  Weise  findet  man  für  c  «=-  oo 

Hiermit  erscheinen  uns  die  beiden  Reihenentwicklungen  von 
Kap.  7,  §  13  unter  einem  neuen  Gesichtswinkel.  Es  sind  das  eben 
diejenigen  speziellen  Fälle  der  hier  betrachteten  Entwicklungen,  wo- 
für einer  der  Punkte  5?  c  im  Unendlichen  liegt. 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  an  den  eigentlichen  Beweis  des 
Satzes  zu  gehen.  Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Menge  [c]  im  End- 
lichen liegt  imd  daß  der  Punkt  z  =  oo  der  Menge  [a]  nicht  angehört, 
—  beides  ist  ja  stets  durch  eine  lineare  Transformation  zu  erreichen. 
Alsdann  sei  der  Bestimmtheit  wegen  J  =  cx);  wesentlich  ist  dabei  nur, 
daß  £  weder  der  Menge  {a)  noch  der  Menge  [c]  angehört.  Dement- 
sprechend wird  in  der  Reihenentwicklung  (5) 

an  Stelle  von     

z  —  c  z  —  c 

treten,  während  der  Mittelpunkt  des  Kreises  £  in  c  zu  liegen  kommt 
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Der  Angelpunkt  des  Beweises  besteht  nun  darin,  daß  man  eine  Reihe 

TOD  folgender  Beschaffenheit  bildet: 

a)  y^{e)  soll  eine  rationale  Funktion  von  z  sein,  deren  Pole  in 
den  Punkten  von   {c}   liegen; 

b)  sei  S  ein  beliebiger  Bereich,  dessen  innere  und  R&ndpunkte 
nur  sämtlich  von  den  Punkten  der  Menge  {c}  Terschieden  sind;  dann 
wird  aich  die  Reihe  (7)  in  zwei  Teile  zerlegen  lassen: 

derart,  daß  die  Terme  der  letzten  Reihe  sich  alle  in  S  analytisch  ver- 
halten, und  nnn   soll   diese  Reihe   außerdem  gleichmäßig   in  S  kon- 
vet^ieren.     Hiemach  stellt  sie  eine  in   S  analytische  Funktion  vor. 
Da  nnn  S  so  gewählt  werden  kann,  daß  es  einen  beliebigen  Punkt  a^ 
amfaßt,  so  folgt,  daß  die  durch 
(7)  definierte  Funktion   einen 
Pol  mit  dem  Hauptteil  g^   in 
a,  hat,  sich  aber  in  jedem  we- 
der [a]  noch  |cj  angehörigen 
Punkte  analytisch  verhält. 

Gehen  wir  jetzt  zur  wirk- 
lichen Aufstellung  der  Reihe 
(7)  über.     Sei 

eine  konvergente  Reihe   posi- 
tiver Eonstanten.      Man   fasse 

femer  einen  beliebigen  Punkt  jug  „j^ 

a,  der  Menge    ja]    ins  Auge 

nnd  bezeichne  mit  c^  denjenigen  Punkt  der  Menge  [c]  (bzw.  einen 
davon,  falls  es  mehrere  geben  sollte),  welcher  a_  am  nächsten  liegt. 
Dabei  brauchen  die  Punkte  c„  selbstredend  nicht  alle  voneinander 
verschieden  zu   sein.     Sei  endlich 
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Wie  man  sieht,  ist 


lim  Ä,,—  0. 

n  =  00 


Die  Funktion  g^  werde  nun  in  die  R^ihe: 

9n  (rhr)  =  <^o  +  7-_f^  +  (71=^.  +  •  •  • 

entwickelt.  Nach  dem  voraufgeschickten  Satze  konvergiert  letztere 
außerhalb  des  Kreises  \e  —  c^\  =*  ä„,  sie  konvergiert  fernerhin  gleich- 
mäßig außerhalb  des  Kreises  |  jer  —  c.  |  ==  2\.  Demzufolge  kann  man 
so  viele  Terme  von  ihr  abspalten: 

daß  die  Differenz  g^  —  y^  für  alle  außerhalb  des  letztgenannten  Kreises 
befindlichen  Punkte  z  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  M^ 
bleibt: 

(9)  k.(j^)-y.«i<^-- 

Bildet  man  daher  die  Reihe 


3C 

nsi  1 


SO  genügt  sie  den  in  Rede  stehenden  Bedingungen.  Denn  sei  H  die 
kleinste  Entfernung  eines  Randpunktes  von  S  von  einem  Punkte  der 
Menge  {c}.  Dann  ist  fl'>  0,  und  man  braucht  nur  N  so  groß 
zu  nehmen,  daß 

bleibt.  Für  solche  Werte  von  w  wird  S  dann  innerhalb  des  Bereiches 
liegen,  für  welchen  die  Relation  (9)  besteht,  und  die  rechter  Hand 
stehende  Reihe  der  Zerlegung  (8)  genügt  somit  in  S  dem  Weier- 
straßschen  Kriterium  für  gleichmäßige  Konvergenz. 

An  den  verallgemeinerten  Mittag-Lefflerschen  Satz  schließt 
sich  noch  eine  analoge  Verallgemeinerung  des  Weierstraßschen 
Satzes,  welche  folgendermaßen  lautet.^) 

Der  verallgemeinerte  Weierstraßsch'e  Satz.  Vorgelegt  sei 
eine  isolierte  unendliche  Punktmenge  [a]:  a^yü^,.,.;  ihre  Ableitung 
werde  mit  [  c  ]  bezeichnet.     Jedem  Punkte  a^  derselben  werde  eine  natür» 


1)  Mittag- Leffler  a.  a.  0. 
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liehe  Zahl  ^^  zugeordnet^)  Dann  gibt  es  stets  eine  eindeutige  Funk- 
tion F{z),  wdclie  in  jedem  von  den  Punkten  der  Menge  [c]  verschiedenen 
Punkte  z  analytisch  ist  und  Überdies  im  Punkte  a^  eine  Wurzel  (i^-ter 
Ordnung  besitzt,  sonst  aber  nirgends  verschwindet. 

Die  Funktion  F{z)  wird  durch  ein  unendliches  Produkt  von  der 
Gestalt  definiert: 


n=  1 

m 


JL.    ^     .^  -    V  t 


WO  c^  einen  bestimmten  Punkt  der  Menge  [c]    und  m^  eine  geeignete 
natürliche  Zahl  bedeutet. 

Wird  die  Ebene  durch  die  Menge   [c]    zerstückelt ,  so  stellt  F(z) 
Stücke  verschiedener^)  analytischer  Funktionen  vor. 

Man  bilde  nämlich  die  Funktion  f{z),  welche  der  yerallgemeinerte 
Mittag-Lefflersche  Satz  für  die  Punkte  a,  und  für 

liefert.     Hier  wird 
Setzt  man  sodann 


dz 


//w 


Fiz)  =  e'         =27  (l  -  'i-^y- e'"('-'J , 


9»  [z  —  cj       •'^«  j^   k  \z  —  c7/  , 


80  wird  dadurch  allen  Forderungen  des  Satzes  genügt. 

§  12.    Der  Mittag-Lefflersohe  Ansohmiegungssats. 

Aus  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  besprochenen  Ergeb- 
nissen hat  Mittag-Leffler  a.  a.  0.  noch  eine  weitere  Verallgemeine- 
rung seines  ursprünglichen  Satzes  hergeleitet,  welche  den  ersten  Satz 

1)  An  dem  Beweise  wird  Dichts  geändert,  wenn  man  unter  fi,^  auch  eine 
negative  ganze  Zahl  versteht.  Läßt  man  diese  Möglichkeit  zu,  so  erhält  man 
zugleich  die  Verallgemeinerung  des  letzten  Satzes  von  §  9. 

2)  Man  vgl.  die  entsprechende  Anmerkung  zum  verallgemeinerten  Mittag- 
Leffl ersehen  Satze. 
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jenes   Paragraphen   als   einen   speziellen  Fall   in   sich   schließt.     Das 
Theorem  lautet,  wie  folgt. 

Anschmiegungssatz.  Vorgdegt  sei  eine  isolierte  unendlidie 
PunJdmenge  [a) :  a^,  a^, . . .,  deren  Ableitung  mü  [c]  heeeichnet  werde. 
Jedem  Punkte  a^  der  Menge  werde  femer  eine  Funktion 

zugeordnet,  wo  q„  eine  natürliche  Zahl  oder  0  und  p^  ^  q^  eine  gange 
Zahl  bedeutet.  Bann  gibt  es  stets  eine  eindeutige  Funktion  f{js),  wdcke 
in  jedem  den  beiden  Mengen  [a]  und  {c}  nicht  angehörigen  Punktee 
analytisch  ist  und  sich  überdies  in  der  Nähe  des  Punktes  a^  so  verhäU, 
daß  die  Differenz 

im  Punkte  a^  eine  Wurzel  mindestens  (q^+  l)-ter  Ordnung  hat. 

Die  Funktion  f(z)  schmiegt  sich  also  den  vorgegebenen  Funk- 
tionen r^  je  bis  zum  {q^  +  l)-ten  Grade  der  Kleinheit  in  den  Punkten 
a^  an,  während  man  andererseits  eine  vorgegebene  Funktion  F(z)  durch 
die  beim  nachstehenden  Beweise  explizite  dargestellte  Funktion  f(z) 
an  beliebig  vielen  isolierten  Stellen,  in  denen  sie  sich  analytisch  ver- 
hält, je  bis  zu  einem  willkürlichen  Grade  der  Kleinheit  annähern  kaon. 

Man  bilde  zunächst  nach  dem  verallgemeinerten  Weierstr  aß  sehen 
Satze  eine  Funktion  ^{z),  welche  im  Punkte  a,  eine  (2^+  1) -fache 
Wurzel  hat,  sonst  aber  nicht  verschwindet,  und  fasse  den  Hauptteil  g^ 
des  im   Punkte  a„   befindlichen  Poles    der  Funktion  rj%   ins  Auge: 


wo  g^  eine  ganze  rationale  Funktion  von  l/(z  —  a^)  ist  und  o  (z)  sich 
im  Punkte  z  ^  a^  analytisch  verhält.  Hierauf  stelle  man  eine  Funk- 
tion f(^)  auf,  welche  den  Punkten  a^  und  den  Funktionen  g^  nach 
dem  verallgemeinerten  Mittag-Leff  1er sehen  Satze  entspricht.  Dann 
liefert  das  Produkt: 

die  in  Aussicht  gestellte  Funktion  f(z).  Denn  in  der  Nähe  des 
Punktes  «ist 
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%{z)  =  (^  -  a>+»9>  W,        f  (^)  =  <?«(--i^)  +  Z  W, 

WO  q){z)  und  x{^)  sich  im  Punkte  a^  analytisch  verhalten.     Darum 
wird  in  der  genannten  Umgebung 

= »-.  (,  i^)  +  (^  -  «>■'*  [z  W  -  ß»  W]  <p  i"). 

und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Dieser  Satz  läßt  sich  als  eine  Verallgemeinerung  der  Lagrange- 
sehen  Interpolationsfomiel  ansehen.  In  der  Tat  erhält  man  jene  Formel, 
indem  man  bloß  von  einer  endlichen  Menge  (a):  a^,,,.aj^  ausgeht 
und  p„  =  ^„  =*  0,  r^  =  -4^"^  =  Ä^^^  setzt.     Dann  wird 


m 


SW=/7(i^-««), 


nsl 


/7(z-a,) 


m       . .    .  .^ .  .  in 


n  =  l  >i  =  l 


Anwendung.  Bei  gewissen  neueren  Untersuchungen  über  Funk- 
tionen,  welche  durch  eine  Maclaurinsche  Reihe  definiert  werden,  ist 
folgender  Satz  von  Interesse,     Sei 


OD 

V 


>  9  {n)  ^ 

n  =  l 

eine  beliebige  (konvergente  oder  auch  beständig  divergente)  Maclau- 
rinsche Reihe.  Dann  gibt  es  stets  eine  ganze  Funktion  giz)^  welche 
fiir  je?  ==  1,  2, .  .  .  den  Wert  des  entsprechenden  Koeffizienten  der  Reihe 
annimmt.  Dieser  Satz  subsumiert  sich  als  spezieller  FaU  unter  den 
soeben  bewiesenen  Satz. 

§13.  Eindeutige  Funktionen  mit  vorgegebenem  Definitionsbereiche. 

Weierstraß  hat  den  Satz  ausgesprochen,  daß  es  zu  jedem  zwei- 
dimensionalen Bereiche  T  eindeutige  Funktionen  gibt,  welche  sich 
in  T  analytisch  verhalten  imd  in  jedem  Randpunkte  von  T  eine  sin-. 
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guläre  Stelle  haben.  Indem  wir  vom  nneigentliehen  Falle  absehen, 
daß  T  aus  der  ganzen  erweiterten  Ebene  besteht,  wobei  denn  die 
betreffende  Funktion  eine  Eonstante  wäre,  bewirken  wir  nStigenfaUa 
durch  eine  lineare  Transformation,  daß  der  Punkt  jbt  >•  oo  ein  innerer 
Punkt  des  Bereiches  wird. 

Auf  Grund  des  verallgemeinerten  Weierstraßschen  Satzes  von 
§  11  läßt  sich  nun  der  Satz,  wie  folgt,  beweisen.  Man  «teile  die 
Ebene  nämlich  in  ein  Quadratnetz  mit  der  Seitenlänge  2"*  ein  und 
zeichne  dann,  indem  man  Tc  zuerst  den  Wert  1  beilegt,  in  jedem 
Quadrate,  welches  einen  Randpunkt  von  T  im  Innern  oder  auf  seiner 
Begrenzung  und  zugleich  auch  innere  Punkte  von  T  enthält,  einen 
innerhalb  T  gelegenen  Punkt  a^  auf.  Jetzt  schreite  man  zum  Werte 
A;  =  2  und  prüfe  jedes  der  neuen  Quadrate,  welches  innere  und  Rand- 
punkte von  T  enthält,  darauf  hin,  ob  es  bereits  einen  Punkt  a^  um- 
faßt. Wenn  nicht,  so  zeichne  man  einen  solchen  Punkt  in  ihm  auf, 
d.  h.  einen  Punkt,  welcher  innerhalb  T  liegt.  Durch  fortgesetzte 
Wiederholung  dieses  Schrittes  gelangt  man  schließlich  zu  einer  iso- 
lierten unendlichen  Punktmenge  {a}:  0^,0^,...,  welche  aus  lauter 
inneren  Punkten  von  T  besteht  imd  in  jedem  Randpunkte  von  T^ 
sonst  aber  nirgends  eine  Häufungsstelle  hat. 

Bildet  man  nun  eine  Funktion  F{z)  nach  dem  verallgemeinerten 
Weierstraßschen  Satze,  welche  eine  Wurzel  in  jedem  der  Punkte  a^ 
hat  und  sonst  nicht  verschwindet,  so  wird  derjenige  Teil  von  F{e)y 
welcher  zum  Kontinuum  T  gehört,  eine  eindeutige  monogene  analy- 
tische Funktion  mit  dem  Definitionsbereiche  T  ausmachen.  Da  sich 
nämlich  ihre  Nullstellen  in  jedem  Randpunkte  von  T  häufen,  so  wird 
von  einer  analytischen  Fortsetzung  über  T  hinaus  keine  Rede  sein 
können. 

§  14.    Über  die  Entwicklung  eines  Zweiges  einer  Funktion  naoh 

rationalen  Funktionen  bezw.  Polynomen« 

Wir  wollen  noch  zum  Schluß  dieses  Kapitels  über  eine  Unter- 
suchung von  Runge^)  referieren,  welche  sich  durch  die  Einfachheit 
der  Methoden,  sowie  durch  die  Tragweite  der  Resultate  auszeichnet. 

Satz  von  Runge.  Sei  T  ein  beliebiger  Bereich  der  enceiterien 
ß' Ebene y  und  sei  f{z)  eine  Funktion  y  welche  sich  bis  auf  Pole  analy- 
tisch in  T  verhält.     Dann    läßt   sich  f{z)    in    eine   Reihe   rationaler 

1)  ,,Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen*^  Acta  Mathema'^ 
tica,  Bd.  6  (1884\  S.  221). 
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Funktionen  von  z  entwickdn^  welche  in  jedetn  ganz  innerhalb  T  gelege- 
nen, keine  Pole  von  f{ß)  umfassenden  abgeschlossenen  Bereiche  S  gleich- 
mäßig konvergiert.  Dabei  liegen  die  Pole  der  rationalen  Funktionen  in 
den  Polen  von  f{z)  resp.  außerhalb  T. 

Hängt  T  insbesondere  einfadi  zusammen,  ohne  den  Punkt  c»  im 
Inneren  zu  enthalten,  so  lassen  sich  besagte  rationale  Funktionen  durch 
Polynome  ersetzen. 

Wir  wollen  den  Fall  vorwegnehmen,  daß  f(z)  Pole  in  T  besitzt, 
indem  wir  laut  des  Mittag-Lefflerschen  Satzes,  §  11,  eine  solche 
Funktion 


00 


(p{z)^^{g^-y„). 


n  =  l 


von  f(z)  abziehen,  daß  die  Differenz 

unter  geeigneter  Definition  von  F(z)  in  den  hebbaren  Singularitäten 
ausnahmslos  in  T  analytisch  wird.  Dabei  bedeutet  g^  den  Hauptteil 
des  Poles  a^,  während  y^  eine  rationale  Funktion  von  z  vorstellt, 
deren  Pole  nicht  in  T  liegen.  Ist  nun  der  Satz  einmal  für  die  Funk- 
tion F{z)  bewiesen,  so  ergibt  sich  ohne  weiteres,  daß  er  auch  für  die 
ursprüngliche  Funktion  gilt.  Demgemäß  dürfen  wir  uns  auf  den  Fall 
beschränken,  daß  f(z)  keine  Pole  in  T  hat.^) 

Runge  geht  von  der  Entvricklung  des  Bereiches  T,  welcher  zu- 
nächst den  Punkt  oo  nicht  im  Inneren  enthalten  soll,  —  diese  Ein- 
schränkung kann  ja  nachträglich  durch  eine  lineare  Transformation 
aufgehoben  werden,  —  in  Teilbereiche  T^,  wie  dies  in  Kap.  5,  §  3 
des  näheren  besprochen  wurde,  aus  und  stellt  f{z)  zunächst  im  Be- 
reiche T^  durch  die  Cauchysche  Integralformel  dar: 


z 


Alsdann  bemerkt  er,  daß  dieses  Integral  nichts  anderes  als  der  Grenz- 
wert einer  rationalen  Funktion, 


1)  Sollte  f(z)  in  isolierten  Randpankten  von  T  Pole  haben,  so  kann  man 
auch  diese  Pole  mit  in  die  Funktion  (p{z)  aufnehmen.  Dies  ist  indessen  nicht 
notwendig,  denn  die  nachstehenden  Entwicklungen  büßen  selbst  in  diesem  Falle 
nichts  von  ihrer  Beweiskraft  ein.  Dementsprechend  war  es  auch  nicht  not- 
wendig, die  Funktion  (p[e)  vorweg  zu  bilden  und  von  f{z)  abzuziehen. 
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ist,  wobei,  unter  Zugnmdelegang  eines  bestimmten  Teünngsgesetzes 
der  Randkurve  C„,  (i  in  bestimmte  Abhängigkeit  von  v  tritt  und  zu- 
gleich mit  V  ins  Unendliche  wächst,  und  daß  außerdem  s^(e)  im  Be- 
reiche T^_,  gleichmäßig  konvergiert.  Darauf  ersetzt  er  3/(0),  welches 
doch  Pole  in  T  hat,  durch  eine  neue  rationale  Funktion,  die  keine 
Pole  in  T  hat,  während  sie  in  T^_i  um  beliebig  wenig  von  s^Qs)  ab- 
weicht. Hiermit  ist  der  Beweis  des  ersten  Teils  des  Satzes  geliefert 
Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Durchführung  der  Einzelheiten. 

Um  also  zuerst  festzustellen,  daß  s^(js)  in  T^.^  gleichmäßig  kon- 
vergiert, nehmen  wir  etwa  als  Teilimgsgesetz  für  den  Band  C„  von 
T^  dies,  daß  ftir  v  ^  1  jede  der  x  Bandkurven  in  zwei  Bogen  zerlegt 
werden  soll,  sowie  daß  die  Teilbogen  beim  Übergang  von  v  za  v  +  1 
sämtlich  halbiert  werden  sollen.    Hiermit  erhält  fi  den  Wert  x  2\ 

Der  Einfachheit  der  Darstellung  halber  nehmen  wir  x  »  1.  Dem- 
gemäß hat  man: 

wobei  mit  tj^j,  j  =  1 , .  . .  2^'  —  1 ,  die  2^  —  1  Teilungspunkte  des 
Bogens  (f^,  <^_^i)  gemeint  sind  und  t,^^2-*  ^  ^k  +  if  ^^+1™^  ^st  Wegen 
der  gleichmäßigen  Stetigkeit  von  f(i)  längs  C^  entspricht  nun  einem 
beliebig  kleinen  positiven  e  eine  feste  Zahl  m,  derart,  daß  für  alle 
in  Betracht  kommenden  Werte  von  k  und  j 

im.  ,)-/•('*)!<« 

bleibt,  sobald  v  ^  7ti  genommen  wird.  Letztere  Relation  läßt  sich 
auch,  wie  folgt,  schreiben: 

Zugleich  möge  m  so  groß  gewählt  werden,  daß  die  Länge  AI  des 
Bogens  (^^,  ^^^J  für  alle  Werte  von  k  kleiner  als  s  ausfällt.  Dann  wird 

Diesen  Festsetzungen  gemäß  wollen  wir  nun  den  obigen  Sununan- 
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den  mufornien.    Da 

und 

1  1  £' 


isty  so  findet  man: 


also 


Indem  wir  noch  die  kürzeste  Entfernung  eines  Punktes  der  Kurve  C^ 
von  einem  Punkte  der  Kurve  (7^.^  mit  2),  und  zugleich  den  größten 
Wert  von  \f{t)\  längs  C^  mit  M  bezeichnen,  ergibt  sich,  daß  für 
einen  beliebigen  Punkt  0  von  T^^i 


ist,  woraus  man  dann  die  endgültige  Abschätzung  gewinnt: 


Dabei  bedeutet  2  die  Gesamtlänge  des  Randes  von  T^,    Hiermit  ist 
die  gleichmäßige  Konvergenz  von  s^(js)  im  Bereich  T^_i  dargetan. 

Behufs  der  Entfernung  der  Pole  von  s^{z)  aus  T  stellen  wir 
folgenden  Hilfssatz  auf 

Hilfssatz.  Set  It{z)  eine  rationale  Funktion^  wdche  ihre  sämt- 
lichen Feie  im  Innern  eines  endlichen  oder  unendlichen  Bereiches  K  hat. 
Dann  gibt  es  eine  zweite  rationale  Funktion  Iii{z),  wdche  ihre  sämt- 
lichen Pole  in  einem  beliebigen  inneren  Punkte  ä  von  K  hat  und  außer- 
lialb  K  beliebig  wenig  von  R{z)  abweicht. 

Es  genügt  offenbar,  den  Satz  bloß  für  einen  beliebigen  Term 
der  Partialbruchzerlegung  von  R{z): 


C 

a 

,a9 


(2  -  aY 
zu  beweisen.   Zu  dem  Zwecke  verbinde  man  a  mit  ä  durch  eine  inner- 
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halb  K  verlaufende  Eurve  L,  vgl.  Fig.  114^  und  bezeichne  den  ge- 
ringsten Abstand  eines  Punktes  von  L  Ton  einem  Randpunkte  von  K 
mit  A.  Sei  £  <  1  eine  beliebig  kleine  positive  Gh'öße.  Dann  kann 
man  einen  Punkt  a^  von  L  so  wählen,  daß  für  alle  Außenpunkte  s 
von  K 

<£<! 


a  — a. 


bleibt.    Dabei  wollen  wir  uns  L  vorläufig  als   im  Endlichen  gelegen 
denken.    Außerdem  wollen  wir  L  noch  durch  die  Punkte  «i,  • .  •  ö*_i 

in  'k  Bogen  zerlegt  den- 
ken, deren  Länge  je  klei- 
ner als  A  •  £  ausfallt.  Da- 
her wird  stets  für  alle 
Außenpunkte  e 


z  —  a. 


<f<l 


Fig.  114. 


bleiben. 
Es  sei  uns  jetzt  gestattet,  den  Ausdruck 


(2) 


c- ir- -,[' -  c-^nr 


ZU  bilden,  wo  n^  eine  sogleich  näher  zu  bestimmende  natürliche  Zahl 
bedeutet.  Dann  haben  wir  liierin  eine  rationale  Funktion,  welche  nur 
im  Punkte  z  =  a^  einen  Pol  hat  und  außerhalb  K  den  Wert 


C 


annimmt,  wobei  durch  gehörige  Wahl  von  n^  offenbar  erreicht  werden 
kann,  daß  |  ^i  |  in  allen  Außenpunkten  von  K  beliebig  klein  bleibt, 
so  daß  also  insbesondere  in  solchen  Punkten 

{z  —  a)  {z  —  a)    .        '^ 

bleibt. 

Die  Partialbruebzerlegung  für  die  rationale   Funktion  (2)    setzt 
sich  wieder  aus  Termen  vom  Typus 

/^fi) 


a 


(z  -  a.)" 
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zusammen.  Dem  soeben  gewonnenen  Resultate  gemäß  kann  man  jeden 
derselben  durch  eine  rationale  Funktion  ersetzen ,  welche  nur  in 
£  —  a^  einen  Pol  hat  und  außerhalb  K  um  weniger  als  e/kN^  von 
dem  betreffenden  Terme  abweicht,  wo  N^  die  Anzahl  dieser  Terme  be- 
deutet. Hiernach  weicht  die  Summe  dieser  rationalen  Funktionen  außer- 
halb K  um  weniger  als  2«/ä  von  der  Ausgangsfunktion  CJ{z  —  aY  ab. 

Fährt  man  so  fort,  so  gelangt  man  schließlich  zu  einer  Funktion, 
die  nur  in  ;?  «  ä  einen  Pol  hat  und  außerhalb  K  um  weniger  als  s 
von  CJ(js  —  ay  abweicht. 

Hiermit  ist  der  Hilfssatz  bewiesen,  falls  L  im  Endlichen  liegt. 
Sonst  sei  Zq  ein  innerer  Punkt  von  K,  der  nicht  auf  L  liegt,  und  man 
übe  die  lineare  Transformation: 

1 

z  — 


«  — ^0 


aus.  Dann  gilt  der  Hilfssatz  für  die  transformierten  Variabelen,  und 
somit  auch  für  die  ursprünglichen. 

Aus  dem  Hilfssatze  ergibt  sich  nunmehr  der  Beweis  des  Satzes, 
indem  man  als  Bereich  K  das  Äußere  von  T^^i  nimmt  und  die  Pole 
z  =  tj^  von  5^(jef)  in  die  Randpunkte  von  T  verlegt,  wodurch  dann 
s^{z)  durch  eine  rationale  Funktion  B,^{e)  ersetzt  wird,  welche  sich 
in  T  ausnahmslos  analytisch  verhält  und  in  7„.i  um  weniger  als 
etwa  Xjv  von  s^{z)  abweicht. 

Im  allgemeinen  wird  der  Rand  von  T  aus  mehreren  getrennten 
Punktmengen  bestehen,  so  daß  also  die  Glieder  der  Reihe 

i?.W+i'[Ä,+.W-2i.(ir)] 

notwendig  Pole  im  Endlichen  haben  müssen.  Hängt  dagegen  T  nur 
einfach  zusammen,  ohne  den  Punkt  oo  zu  umfassen,  so  darf  man  alle 
Pole  gleich  in  den  Punkt  xr  ==  oo  verlegen,  womit  denn  eine  Reihe 
von  Polynomen  zu  stände  kommt. 


!/-i 


Zwölflyes  Kapitel. 
Die  elementaren  Funktionen. 

§  1.    Der  Iiogarithmtui  und  dessen  Umkehrong.^) 

Zur  Definition   des  Logarithmus  führen  wir  die  reelle  Funktion 
der  reellen  Yariabelen  x: 

X 

(1)  ^(^)=/?»  0<a;<oc, 

ein  und  entwickeln  die  Eigenschaften  derselben.   Wir  werden  sie  dann 

nachtraglich  als  den  natürlichen  Logarithmus  von  x 
definieren,  vor  der  Hand   aber  wollen  wir  nur  durch 
1  die  Bezeichnung  L  auf  das  Endresultat  hindeuten.  — 

Es  ist  vor  allem 


\ 


i(l)  =  0;      i(a)>0,    a>l;      Z(a)<0,    0<a<l. 

1.  Satz.    Die  Funktion  L{x) 
ist  für  alle  positiven  Werte  von  x 
^~  eifideiUig  und  stetig,  Sie  hat  ferner- 
hin eine  Ableitung,  welche  durch  die 
Formel 

(2)  L'{x)  =  i- 

gegeben  ist. 

Der  Satz  ist  bloß  ein  spezieller  Fall  des  allgemeinen  Satzes  der 


1)  Eine  systematische  Behandlung  der  Funktion  log  x  auf  Grand  der  nach- 
stehenden Definition  (1),  nebst  einer  Entwicklung  der  Eigenschaften  von  a'  und 
x"  mittels  des  solchergestalt  gewonnenen  Logarithmus  hat  Bradshaw  in  den 
AnnaU  of  Matheviatioi ,  2.  Reihe,  Bd.  4  (1908)  S.  61  gegeben.  Wir  schließen 
uns  der  Bradshawschen  Darlegung  im  wesentlichen  an.  —  Der  Gedanke,  den 
Logarithmus  zur  Definition  der  Potenzen,  sowie  der  Ezponentialfanktion  zu 
Grunde  zu  legen,  ist  nicht  neu.  Es  handelt  sich  bloß  um  eine  einfache  und 
strenge  Durchführung  der  Einzelheiten. 
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Integralrechnung^    wonach    das    bestimmte    Integral    einer    stetigen 
Funktion: 


/ 


f{x)dx, 


eine  stetige  Funktion  seiner  oberen  Grenze^  •^(^);  vorstellt,  und  im 
übrigen  F\x) '^  f{x)  ist. 

Zusatz.    Atis  der  Gleichung 

L(y)  =  Lix) 
folgt,  daß 

ist. 

Denn  der  Mittelwertsatz  ergibt^  daß 

L{y)  ^L{x)  +  {y-  x)  r[x  +  e{y-^  x)] 

ist,  und  da  die  Ableitung  von  L  nie  verschwindet,  so  muß  y  — -  a?  =  0 
sein. 


Fig.  116. 


Wir  können  dieses  Resultat  auch  so  ausdrücken,  daß  wir  sagen: 
Die  Funktion  L(x)  ist  monoton,  und  zwar  nimmt  L{x)  stets  zugleich 
mit  X  zu. 

2.  Satz.    Die  Funktion  L{x)  genügt  der  Funktionalgleichung: 

(A)  L(x)  +  L{y)^L{xy), 

WO  X  und  y  zwei  beliebige  positive  Größen  bedeuten. 

Man  schreibe  die  linke  Seite  von  (A)  in  der  Oestalt  an: 

y 


I'N'-'h 


560  in,  12.  Die  elementaren  Funktionen. 

und  führe  darauf  im  zweiten  Integral  eine  neue  IntegrationsTariabele 

t^xt 
ein.    So  kommt: 


woraus  sich  dann  ergibt,  daß 

1  1  i  X  1 

ist,  w.  z.  b.  w. 

1.  Zusatz.    Es  ist 

(3)  x(A-)=--L(a;); 

(4)  L{pf')^nL{x), 
wo  n  eine  ganze  Zahl^)  ist;  femer  ist 

(5)  Z(+CX))  =  +  CX),       Zr(0+)  =  -OO. 

Setzt  man  in  (A)  y  =^  l/'x,  so  ergibt  sich  (3).  Die  Relation  (4) 
gilt  zunächst  für  n  =  0,  1.  Vermöge  des  Schlusses  von  n  auf  n  +  1 
beweist  man  sie  dann  allgemein  f&r  die  natürlichen  Zahlen,  um  sie 
endlich  auf  die  negativen  ganzen  Zahlen  mittels  (3)  zu  erstrecken. 

Da  L{x)  eine  monoton  zunehmende  Funktion  ist,  so  genügt 
offenbar  zur  Begründung  des  ersten  Teils  von  (5),  wenn  wir  bloß 
feststellen,  daß  für  eine  besondere  Menge   [x^] 

lim  L  (x^)  =  +  oo 


n  =  00 


ist,  wobei  ^„  +  i  >  ^^  '"^^  1™  ^n^  ^^  ^^^'    ^^^  ^^^  ^^^^  nAch  (4) 

X(2'»)^ni(2),      i(2)>0; 

und  man   braucht  mithin  nur  x^  =  2"  zu  setzen.    Unter  Benutzung 
von  (3)  beweist  man  jetzt  sofort  den  zweiten  Teil  von  (6). 

2.  Zusatz.    Die  Funliion  L(x)  nimmt  jeden  helidrigen  Wert  ein- 
mal an;  m.  a.   W,  hat  die  Gleidiung 

L{x)^C, 

wo  C  beliebig,  stets  eine  und  nur  eine  Wurzel. 

1)  Unter  xr^  {m^  eine  natürliche  Zahl)  soll  l/x"*  verstanden  werden;  außer- 
dem soll  noch  x^  ^=1  sein.  Die  Erklärung  einer  gebrochenen  Potenz  setzen  wir 
hier  aber  nicht  voraas. 
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In  der  Tat  kann  man  zufolge  (5)  zwei  positive  Zahlen  a  und  h 

finden,  wofür 

L{a)<C<L{h) 

wird.  Nach  dem  3.  Satze  von  Kap.  1>  §  4  schließt  man  dann,  daß 
die  in  Rede  stehende  Gleichung  mindestens  eine  Wurzel  hat,  und  nach 
dem  Zusätze  des  1.  Satzes  gibt  es  auch  keine  zweite. 

3.  Satz.    Die  Umkehrfunktion 

y  =  E(x),    wo    a:  =  Z(y), 

ist  eindeutig  und  stetig  für  aUe  Werte  des  Arguments:  —  oo  <  o?  <  oo, 
und  hat  durdiweg  einen  positiven  Wert  Sie  besitzt  fernerhin  eine  Ab- 
leitung, welche  durch  die  Formel  gegeben  ist: 

E'{x)^E{x). 

Dieser  Satz  ist  wieder  bloß  ein  spezieller  Fall  des  bekannten  Um- 
kehrsatzes  von   Kap.  1,   §  6,   Auf- 
gabe 5. 

Zusatz.  Die  Funktion  E{x) 
ist  monoton,  und  zwar  nimmt  sie 
stets  zugleich  mit  x  zu.  Daher  folgt 
insbesondere  aus 

E{x)^E{y), 
daß 

x  =  y 

ist.    Im  übrigen  nimmt  sie  jeden  po- 
sitiven Wert  einmal  an; 
m,  a,  W.  hat  die  Glei- 
chung '^^^ 


E{x)==C>0, 

wo  C  beliebig,  stets  eine 
und  nur  eine  Wurzel, 
Es  ist 


/ 


/ 


X'"! 


Fig.  117. 


i;(+cx))  =  +  oo,     -E(0)-1,     £(-(»)  -0. 

4.  Satz.    Die  Funktion  E(x)  genügt  der  Funktionalgleichung: 

E{x)E(y)^E(x  +  y), 


wo  X  und  y  zwei  beliebige  reelle  Zahlen  sind. 

Oigood,  Fnnktionentheoria.  I.  2.  Aufl. 
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I3ei  nämlich 

E{x)~      1    1          JB(,)-      n 

Dann  ist 

a:  +  y-i(|)  +  i(i,)-i(|.j). 

ako 

i:(x  +  yj  =  |i2-i:(x)i:(y), 

w.  z.  b.  w. 

Zasatz. 

Es  ist 

[£(x)]--£(nx), 

I 


iro  n  eine  natürliche  Zahl  ist. 

§  2.   Die  9^  Wnrsel  einer  positiven  Zahl  nnd  die  allgemeine  Fotena. 

Unter  der  g^  Wurzd  einer  Zahl  a,  wo  q  eine  natörliche  Zahl 
isiy  versteht  man  eine  Zahl  b,  welche,  in  die  q^  Potenz  erhoben,  gleich 
a  wird. 

1.  Satz.  Jede  positive  Zahl  a  laß  eine  tnui  nur  eine  positive 
q"  Wurzd  h  eu:^) 

Wir  woUen  zuerst  eine  notwendige  Bedingung  f&r  eine  ^  Wurzel  x 

von  a  suchen: 

ar'  =  a. 

Eine  solche  besteht  in  der  Relation: 

L(arO  =  i(a). 
Soll  X  fernerhin  positiv  sein,  so  wird  nach  §  1  (4) 

qL(x)^L(a)y 

(1)  x.E(|L(a)). 

Hiermit  ist  x  eindeutig  bestimmt,  und  daher  gibt  es  höchstens  eine 
positive  q^  Wurzel   von  a.    Daß  es  aber  auch  wirklich  eine   solche 


1)  Unter  dem  Symbol  j/a,  ^a,  wo  a  eine  positive  Zahl  ist,  versteht  man 
in  der  elementaren  Mathematik,  sowie  in  der  reellen  Funktionentheorie  nur  die 
positive  Wurzel.    So  ist  beispielsweise 

Yx^^  —  x,     falls     j:<0 
ist.    In  allen  Fällen  ist 
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gibt)  erhellt  daraus,  daß  man  jeden  der  obigen  Schritte  eindeutig  um- 
kehren kann.^) 

Wir  fügen  noch  die  Bemerkung  hinzu^  daß 

(2)  i(f^  -  |L(a),        L{V^  -  -J  i(o) 

ist,  wo  p  eine  ganze  Zahl  ist. 

Die  Funktion  af,  wo  n  eine  natürliche  Zahl   bedeutet,  ist  ein- 
deutig und  genügt  im  übrigen  den  Relationen: 

A,)  (a"*)"  =  «*"";     I  (A) 

A,)  a"*-6'"=(a6)''*.  ) 

Im  Anschluß  hieran  beweist  man  in  der  niederen  Algebra,  unter  An- 
nahme des  1.  Satzes,  die  Hauptgesetze  für  die  Wurzeln: 

B,)  Ta»-fS; 

B,)  rväj-yä; 

BJ  f^f6  =  f^6;     j 

woraus  sich  dann  die  weiteren  Beduktionsformeln  ergeben: 

=  17^5 

wo  X  der  größte  gemeinsame  Teiler  von  p  und  q  bedeutet.    Alsdann 
stellt  man  die  Frage,  ob 

(3)  a'^^^Ca,  w), 

als  Funktion  des  zweiten  Arguments  aufgefaßt,  nicht  auch  für  all- 
gemeine rationale  Werte  dieses  Arguments  so  erklärt  werden  kann. 


(B) 


1)  Den  zweiten  Teil  des  Satzes  kann  man  ja  auch  auf  algebraischem  Wege 
beweisen,  indem  man  eine  beliebige  positive  g-te  Wurzel  von  a  mit  h'  bezeichnet 
und  sich  dann  der  Identität: 

6'?  _  5?  ==,  (&'  _  5)  (6'«-i  4- 1'«-«  h  + 1-  6«-^) 

bedient.    Die  spezifische  Leistung  der  Funktion  X(x)  besteht  eben  im  Existeru^ 
beweise^  daß  es  nämlich  wenigstens  eine  q-te  Wurzel  gibt. 
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daß  die  Fanktionalgleichnngen  (A)  von  diesem  Paragraplieii  bestehen 
bleiben.  {Prinjsip  der  ErhdUung  der  formalen  Gesebse.)  Dies  gelingt 
bekanntlich  yermöge  jener  Wurzelgesetse.  Zar  endgültigen  Ausdeh- 
nung der  Funktion  (3)  auf  allgemeine  reelle  Werte  des  zweiten  Arga- 
ments  erübrigt  dann  noch  ein  Stetigkeitsbeweia^  welcher  weder  der 
niederen  Algebra  angehört,  noch  mit  algebraischen  Hilfsmitteln  gans 
einfach  ausfällt.  Wir  gehen  jetzt  zur  Behandlung  dieser  Fragen, 
welche  sich  yermöge  der  uns  zu  Gebote  stehenden  Funktion  L(x)  und 
ihrer  IJmkehrung  E{x)  äußerst  ein&ch  gestaltet 

Gebrochene  und  irrationale  Potenzen. 
Die  Größe 

erscheint  zunächst  als  eine  Funktion  der  drei  Argumente  a,  p,  q: 

Hinsichtlich  dieser  Funktion  beweisen  wir  jenes  Theorem,  worauf  sich 
die  Definition  der  gebrochenen  Potenzen  gründet. 

2.  Satz.    Die  Größe 

wo  a  eine  hdidAge  positive^  q  eine  natürliche  und  p  eine  ganee  Zahl 
bedeuten,  ist  eine  homogene  Funktion  der  beiden  Argumente  p  und  q 
von  der  0*~  Dimension: 

f{a,  mp,  mq)  =-  f(a,  p,  q)  =  v{^>^^f 

wo  m  eine  willkürliche  natürliche  Zahl  ist 
In  der  Tat  ist  nach  (2) 

i(ra^)=JZ(a), 
(4)  V^  =  ^(|^L(a))=.,,(«,|-), 

womit  der  Satz  eben  bewiesen  ist. 

Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  positiye  und  negatiye  gebrochene 
Potenzen  einzuführen.  Indem  wir  nämlich  diese  Potenzen  yermöge 
der  Gleichung 


9'(«>Y)  =  ^(fi(«))  =  « 


9 
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definieren,  weisen  wir  ohne  Mühe  nach,  daß  diese  Funktion  sich  der 
Eigenschaften  (A)  erfreut,  woraus  sich  dann  die  Richtigkeit  der  Wurzel- 
gesetze (B)  schon  Yon  selbst  ergibt.  Aber  die  gegenwärtige  Behand- 
lungsweise  leistet  noch  mehr,  sie  setzt  uns  in  den  Stand,  den  Potenz- 
begriff zugleich  auf  den  allgemeinen  Fall  auszudehnen,  daß  die  Potenz 
eine  beliebige  reelle  Zahl  ist,  wobei  außerdem  noch  die  Stetigkeit  und 
Differentiierbarkeit  der  neuen  Funktion  sofort  erkenntlich  werden. 
Wir  wollen  dies  alles  in  den  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

3.  Satz.    Indem  wir  die  Funktion  (p{a,  x)  nunmehr  für  ein  be- 
liebiges reelles  x  durch  die  Gleichung: 

(5)  (p{a,  x)^  E{xL  (a)) 

erJdären,  erhalten  tvir  eine  Ftmktian,  welche  unumschränkt  den  Funktional- 

gleichungen: 

<p{a,  x)tp{ay  y)^q>{a,x  +  y) 

(A)  sp[9(ö>^).y]    =-?p(«,  ^y) 

9?  (a,  x)  (p  (6,  x)  =^  (p  {ab,  x) 

genügt,  wobei  also  x  und  y  zwei  beliebige,  a  und  b  zwei  positive,  reelle 
Zahlen  bedeuten.    Da  für  jeden  rationalen  Wert  des  Arguments  x  —  pjq 

die  Funktion  tp  (a,  p/q)  mit  yaP  zusammenfiSOX,  so  subsumieren  sich  die 
Wurzelgesetze  (B)  als  ein  spezieller  Fall  urUer  (A).  Im  übrigen  ist 
q>  (a,  x)  eine  stetige  Funktion  von  x. 

Hiermit  sind  tvir  berechtigt,  q>{a,x)  als  eine  Potenz  aufzufassen:^) 

(p  {a,  x)  =  a*. 

§  3.    Fortsetzung:  Folgerungen  aus  den  Haupts&tBen. 

An     der    Definition    der    Potenz    mittels    der    Funktion   E{x\ 

§  2,  Formel  (5): 

a'  =^E{xL{ß)) 

lesen  wir  alle  weiteren  Eigenschaften  dieser  Funktion  unmittelbar  ab. 
Insbesondere  heben  wir  noch  folgende  hervor: 

4.  Satz.    Die  Funktion  a'  ist  für  alle  Werte  von  x  positiv,  ein- 
detUig  und  stetig,  und  läßt  eine  Ableitung  zu,  welche  durch  die  Formel: 


1)  Daß  die  Gleichungen  (A)  zur  Definition  der  Potenz  a'  genügen,  haben 
wir  gesehen.  Wie  weit  diese  Gleichungen  voneinander  unabhängig  sind  und  ob 
sie  auch  andere  stetige  Lösungen  zulassen,  mag  vorläufig  dahingestellt  bleiben. 
Hierauf  kommen  wir  noch  in  §  4  zurück. 
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(6)  £-«-^(«) 

gegeben  isL  Sie  ist  femer  stets  mtmotat^  uiul  mcar  nimml  sie  im  FelU 
a  >  1  mü  wachsendem  x  heständig  mu;  die  AN^kmg  ist  hier  dmrAweg 
positiv j  und  es  ist 

Ist  dagegen  0  <  a  <  1,  so  nimmt  die  Funktion  beständig  ab;  die  Ab- 
leitung ist  jetst  negativ,  und  es  ist 

Demgemäß  hat  die  entsprechende  Kurve  y  «  o*  tm  ersten  FäUe  den  Cha- 
rakter der  ewr  Funktion  y  «  E(x)f  Fig.  117  gehiofigen  Kurve,  teährend 
sie  sich  im  eweiten  FaUe  an  das  Spiegdbild  dieser  Kurve  m  der  Geraden 
^  «a  0  anUknt 

Fahren  wir  jetzt  fort^  indem  wir  die  Funktion  E(x),  ab  eine 
Potenz  darstellen.    Ich  behaupte,  daß 

L(c)  =  l,        JB(l)-e 

isty  WO  e,  wie  üblicJi,  als  der  limes: 

(7)  e  -  Ita   (l  +  -!-)' 

erklärt  ivird.    Man  setze  ft  =  1/x,    /i'  >  1,  dann  wird 

(.+  '-)'-(l+«,i-^[iSi«]. 

Beim  Grenzübergange  lim  x  =  0  konvergiert  L(l  +  x)/z  gegen 
L'(l)  =  1,  und  da  E(x)  stetig  ist^  so  konvergiert  auch  die  ganze 
rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  gegen  einen  Grenzwert^  und  zwar 
gegen  E(l),  Hiermit  ist  die  Behauptung  bewiesen  und  zugleich 
folgender  Satz  gewonnen: 

5.  Satz.    Es  ist 

E(x)'^e', 
wo 

6==  lim  (i+vy 

ist. 

Durch  diesen  Satz  hat  man  auch  Anschluß  an  die  gewohnliche 
Definition  des  natürlichen  Logarithmus  erreicht: 

x  =  E{y)  -  e',        y  =  L{x)  =  loga:. 
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Daran  gliedert  sich  noch   die  übliche  Definition  von  log^^r^  o>>0, 
a+1: 

(8)  ir  =  a^        y  =  log«rr, 
sowie  der  Satz: 

(9)  log^ic^-log^rr-log^ft, 

wo  auch  b>0,  b  =^1  ist,  nebst  dem  Zusätze: 

(10)  i«««*  =  s^- 

Im  übrigen  ist 

(11)  o*  =  e*  ^^««, 

(12)  log«a;^  =  y  loga^. 
Endlich  werden  die  Reihenentwicklungen: 

(13)  iog(l+a;)  =  x-f-  +  V----> 

nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  der  Infinitesimalrechnung  aufgestellt. 
Aus  der  letzten  erhält  man  einen  rasch  konvergierenden  unendlichen 
Prozeß  zar  numerischen  Berechnung  der  Zahl  e:^) 

e^l  +  l  +  l  +  l+ 2,  718  281  828  . . .. 

6.  Satz.    Die  Funktion 

sfy  0  <,x  <  oo, 

ist  positiv,  eindeutig  und  stetig^  und  es  ist 

dx 

Die  Umkehrfunktion  ist  folgende,  sofern  n  +  0  ist: 

j_ 
y  =  x",    wo    X  =  y". 


1)  Der  Leser  wolle  bemerken,  daß  wir  bei  allen  den  bisherigen  Entwick- 
lungen niemals  nötig  hatten,  die  Zahl  e  näher  zu  berechnen^  —  bestimmt  wurde 
sie  ja  schon  durch  die  Formel  (7).  Eine  besondere  Untersuchung  zur  Erhaltung 
der  in  Rede  stehenden  Reihe  wäre  deshalb  überflüssig  gewesen.  An  dieser 
Stelle  ergibt  sich  die  Reihe  schon  yon  selbst.  Hierin  ist  auch  fQr  den  Unter- 
richt in  der  Infinitesimalrechnung  ein  Fingerzeig  mit  enthalten. 


4it 


^1 


^^1 


Jic  ::•- 


Zaiatz.  Die  Funktion  x^^  0<x<oCy  ist  wumdmiy  umd  nrar 
nimmt  sie  zwjUieh  mit  x  begtändig  zu  oder  dbj  je  nadidem  n  positiv 
€fdfr  negativ  ist. 

Die  Ungleichungen,  welche  die  Fonktionen  o*  nnd  x"  erfUIeDy 
lassen  »ich  non  nachtraglich  Termöge  des  Wertes  der  Ableitong  her- 
leiten. 


§  4.-  Über  Fonktionalgleichimgeii. 
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§  4.    Über  Funktionalgleiohungen. 

Im  Torhergehenden  Paragraphen  sind  wir  einer  Reihe  von  Funk- 
tionalgleichungen begegnet^  welchen  die  Funktionen  logo;  und  a'  ge- 
nügen. Indem  wir  jetzt  zweien  dieser  Gleichungen  näher  treten,  be- 
weisen wir  das 

Theorem.^)  Die  allgemeinste^  in  einem  eineigen  Ptmkte  stetige 
Lösung  der  Funktiondlgleichung 


I. 

ist 

diejenige  von 
II. 

ist 


[  y>o, 


f{x)^  Clog:r; 
F{x)F{y)^F{x  +  y), 


F(x)  =  eP'    hew,    F(x)  =  0. 


—  <x)  <  rr  <  <x), 
[—<x>  <y<oo, 


Sei  f(x)  zunächst  eine  beliebige  Lösung  von  I. 
man  vor  allem,  indem  man  x  =  y  =  l  setzt,  daB 

m = 0 

ist.     Femer  erhält  man,  ähnlich  wie  in  §  1, 


Dann  schließt 


f{i)—f(-)' 


/•(X-)  =  nfix),        fiV^  =  i-  fix), 

WO  n  eine  ganze,  q  eine  natürliche  Zahl  ist.    Setzt  man  hier  n  =  p, 
X  =*  Y^)  WO  a  >  0  ist,  so  kommt: 


So  viel,  ohne  die  Stetigkeit  von  f{x)  zu  verlangen.    Ist  nun  f(x) 
in  einem  einzigen  Punkte  x  =  yQ  stetig, 

lim  f(y)  =  fiy,), 


1)  Cauchy,  Cours  d'analyse^  1821,  Chap.  5.  Die  Forderung  der  aajtnahmB- 
loBen  Stetigkeit  der  Funktion  durch  die  geringere  Forderung  der  Stetigkeit  in 
einem  einzigen  Punkte  ersetzt  zu  haben,  ist  Darbouzs  Verdienst;  Math.  Änn,^ 
Bd.  17  (1880;,  S.  66. 


Mh  ni,lt.  Die 

i^/  fiA^  AtMFum^  d«B  f{x)  in  eiiiaiii  bdidtigen  Ponkte  x^x^  aoch 

Ufmn  wird  X  >  0  fein.    Ferner  wird 

/"rX)+/-(y)-/-(Xy)-/-(x). 

NiUierl  Nieh  or  jetzt  dem  Werte  x^^  so  strebt  y  dem  Werte  jf^  n, 
worftii»  denn  folgt,  dafi 

Wmfix)  -  /(X)  +  limf (y)  - /'(Z)  +  f(if.)  ^f(x,). 

iliftrmit  int  bewiesen,  dafi  insbesondere  die  ansnaiunsIoB  stetige 
Kiinbtii)n  f(jif)  für  alle  rationalen  Werte  des  Argumente  x  mit  der 
iiUliKiin  Funktion  xf{e)  übereinstimmt,  woraus  denn  folgt,  daß  all- 
IfKinein 

tsl     Kührt  man  also  noch 

y^e*,        ar-logy 
i«Im,  NO  winl 

fdf^  -  /^  W  log  y  >      0  <  y>  ^-  «•  *>-  ^• 

ttnt  «ItMi  Rwoiteu  Teil  des  Satses  zu  beweisen,  bemerken  wir  in- 
Mtlolinti  «InU  h\x)  koinon  negatiren  Wert  annehmen  kann.  Denn 
>i^lii*i«  F{n) ' .  0,  HO  wünlo  die  Relation 


^XJ^f-tJ^-A'-^ 


#u  i«n\oiu  Wid^i^i^ruch  ftlhren.  Auch  zieht  das  Venekwinden  von 
t\i^  t\\\  on\^«  ^iufti^ic^n  Wert  x  —  «:  F^^a'i «— 0,  das  ideatieche  Ter- 
iiokxH\udon  \on   ^\,)'^  n^ch  sich,  da  dann 

y^\\\\     Uti^vnul  \*\  \\\^rsi^r  ¥$3\  erledii^u  und  wir  dfirfa  hijifort  roraos 

-i       K\c;,         ^  — loci. 


§  6.  Die  trigonometzischen  FunktioneiL  571 

setzen.     Alsdann  geht  II.  in 

*(|)*(iy)-*(|i?) 
über.     Daraus  findet  man  weiter: 

log  O  (S)  +  log  O  (rj)  =  log  0{irf). 
Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  die  Relation  L,  und  darum  ist: 

log  a>(S)  =  C  logg, 

Hiermit  ist  der  Beweis  des  Theorems  vollständig  geführt. 

Die  Frage;  ob  die  Funktionalgleichungen  I.  und  U.  außerdem  noch 
unstetige  Lösungen  zulassen ^  ist  noch  nicht  entschieden.  Wilson^) 
hat  gezeigt,  daß,  wenn  es  überhaupt  eine  Lösung  F^ix)  von  II.  gibt, 
die  nur  in  einem  einzigen  Punkte  unstetig  ist,  ^i(j^)  dann  in  jeder 
Umgebung  eines  jeden  Wertes  des  Arguments  jedem  vorgegebenen 
positiven  Werte  beliebig  nahe  kommt,  so  daß  also  der  Ort  der  Glei- 
chung y  =■  i^i  (x)  eine  in  der  oberen  Halbebene  y  >  0  überall  dichte 
Punktmenge  bildet. 

Aufgabe.')  Die  allgemeinste  in  einem  einzigen  Punkte  stetige 
Lösung  der  Funktionalgleichung 

9(^  +  y)  =  9W  +  9(y); 

ist 

<p  (x)  —  Cx, 

wo  C  eine  Eonstante  bedeutet. 

§  5.    Die  trigonometrischen  Fimktionen. 

In  der  Elementarmathematik  werden  die  trigonometrischen  Funk- 
tionen vermöge  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  geometrisch  definiert, 
wodurch  denn  auch  ihre  Beziehung  zum  Kreise  von  vornherein  an 
die  Spitze  gestellt  wird.  Demgegenüber  begegnen  wir  gleich  zu  An- 
fang der  Mechanik  einem  Problem  der  allerersten  Wichtigkeit,  welches 
uns  ebenfalls  zu  diesen  Funktionen  führt.     Handelt  es   sich  nämlich 


1)  Annais  of  Math,,  2.  Reihe,  Bd.  1  (1899),  p.  47.  Das  wesentliche  an  die- 
sem Resultat  ist  bereits  in  der  vorhin  zitierten  Mitteilung  von  Darbe  uz  ent- 
halten. 

2)  Cauchy,  ibid. 
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um  die  kleinen  Schwingungen  eines  materiellen  Systems  um  dessen 
Gleichgewichtslage,  —  denken  wir  etwa  an  das  gewöhnliche  Pendel,  — 
so  wird  in  den  meisten  Fällen  eine  erste  Annäherung  zur  Bewegung 
des  Systems  durch  die  Differentialgleichung 

reguliert,  wobei  t  die  Zeit  und  y  eine  geeignete  Koordinate  bedeuten. 
Durch  Einführung  einer  neuen  unabhängigen  Yariabelen, 

X  —  nt, 

geht  die  Differentialgleichung  dann  in  die  Normalform: 

(A)  g  +  y  =  o 

über.  Auf  der  Theorie  letzterer  Differentialgleichung  ruht  daher  ein 
wesentlicher  Teil  der  Mechanik. 

Wir  wollen  eine  Lösung  von  (A)  vermöge  einer  Potenzreihe  in  x 
zu  gewinnen  suchen.  Indem  wir  diese  mit  unbestimmten  Koeffi- 
zienten ansetzen: 

(1)  y  =  «0  +  0^1^  +€i%ix^*-\ , 

erhalten  wir  zunächst: 

g',  =  2  .  1  a,  +  3  .  2a,x  +  4  •3a^x^+  •  • ., 

und  somit  durch  Vergleich  mit  (1)  folgende  formale  Relation  zwischen 
den  Koeffizienten: 

«.--(«  +  !)(«  + 2)  a.^„ 
also 


1 

«2               2!  ^07 

1 

«4=  47  «07 

1 
«6-       6j«o; 

«8=         3j«l, 

«ö-^ßVi, 

1 

«7=          7,«U 

Hiermit  werden   wir  zu   den  für  alle  Werte   des  Arguments  konver- 
gierenden Reihen  geführt: 


x'    .    x^ 


Daß  die  hierdurch  definierten  Funktionen  s(x),  c(x)  der  Differential- 
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gleichung  (A)  in  der  Tat  Genüge  leisten^  erkennt  "ftan  nun  sofort.^) 
Fassen  wir  das  Ergebnis  in  einen  Satz  zusammen. 

1.  Satz,    Die  Differentialgleichung 

(A)  S  +  y-0 

laß  zwei  spezielle  Lösungen  zu,  welche  durch  die  beständig  konvergte- 
r  enden  Beihen: 

(2) 


c(a;)  =  l-j;+|J-..., 


gegeben  werden.     Daraus  setzt  sich  femer  eine  allgemeine  Lösung  in 
der  Form: 

(3)  y  =-  as{x)  +  bc  {x) 

zusammen,  wo  a,b  willkürliche  Konstante  bedeuten.     Wie  man  sieht,  ist 

(4)  s(0)  =  0,        c(0)-l, 

(5)  s\x)  ^  c(x),        c{x)  ==  —  s  (a:), 

(6)  s(— a;)  =  —  s(a;),        c{'-x)^  c{x). 

Fahren  wir  fort,  indem  wir  bemerken,  daß  sich  jede  der  Funk- 
tionen s{x),  c{x)  nach  dem  Tajlorschen  Lehrsatze  entwickehi  läßt. 

Es  ist  nämlich 

s{x)  —      c{x), 

s"{x) s{x), 

s"'{x)  =  —  c(x), 

s""(x)  -      s(x), 

1)  Damit  hier  das  Raisonnement  mit  aller  Schärfe  hervortritt,  sei  ans  doch 
folgender  kleiner  Rückblick  gestattet.  Wir  warfen  die  Frage  auf,  ob  nicht  viel- 
leicht durch  eine  Potenzreihe  eine  Lösung  zu  erzielen  sei.  Indem  wir  dann  an- 
nahmen, daß  dies  wirklich  zuträfe,  —  daß  es  also  m.  a.  W.  eine  konvergente 
Potenzreihe  gäbe,  welche,  in  die  linke  Seite  von  (A)  eingetragen,  diesen  Aus- 
druck identisch  zum  Verschwinden  bringt,  —  untersuchten  wir  zunächst,  wie  die 
Koeffizienten  der  Reihe  beschaffen  sein  müßten.  Damit  stellten  sich  die  beiden 
Reihen  für  8{x)^  c(x)  ein,  welche  augenscheinlich  für  alle  Werte  des  Arguments 
konvergieren.  Und  nun  stand  uns  frei,  entweder  durch  Eintragen  in  die  linke 
Seite  von  (A)  direkt  nachzuweisen,  daß  dies  auch  in  der  Tat  Lösungen  sind, 
oder  andererseits  auf  Grund  des  Umstandes,  daß  sich  diese  Reihen  nun  einmal 
als  konvergent  erwiesen  haben,  uns  zu  überlegen,  daß  jeder  der  obigen  Schritte 
deshalb  umkehrbar  sei,  womit  wir  denn  bereits  am  Ziele  sind. 
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iKJka  werden.  Sei  x  —  x^  ein  bdiefaiger  Pankt,  «b  dem  wir  mmA 
4m  wiUJdijiidics  Interrafl  ^— i^x^j^^A  kgm  ^griBen,  Ik 
4'X;.  e'x;  stetig  find,  fo  bkiben  ne  endlidi  in  diuim  IntRTaHe^ 
Dilicr  kf/awei^äxt  da«  Bastglied  in  der  Tajlonckea  Fuiil: 

mit  waduendem  n  gegen  0,  wenn  fix*  ^eick  six)  oder  cix*  gesetzt 
wird.     Wir  haben  mithin  folgende  Entwicklang  gewoniieB: 

$(z^^  h)  -  $(x^)  -r  efx^; A  -  5*>.,  j.  -  ^(V,.-  -  *  <Ul 

Die  in  den  Klammem  stehenden  Reihen  sind  aber  nichts  anderes  als 
die  Fnnktionen  c(h)  und  s(h'),  daher  ist 

s  (x^  +  A .  —  ^ (x^) c (A)  -f  c(x^) s (A). 

Verfahren  wir  in  ähnlicher  Weise  mit  der  Funktion  e(x),  so  gelangen 
wir  ZQ  folgendem  Satze: 

2.  Satz.  Die  Funktionen  s(x),  c^'x)  lassen  sidi  um  einen  betie- 
bif/en  Punid  x  =  x^  nadi  dem  Taylorsdien  Lehrsätze  in  eine  beständig 
kr/nvergieremle  lieihe  entwickeln.  Sie  besitzen  fernerhin  ein  Additians- 
Uwjjrem,  wdches  folgendertnaßen  lautet: 

s(x  +  y)  =  s(x)c{y)  +  c{x)s(y); 
c(x  +  yj  ^c{x)c(y)  —  s(x)s(y). 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  weiteren  Eigenschaft  dieser 
Funktionen. 

3.  Satz.     Es  ist 

(H)  s^(x)  +  c*(x)^  1. 

In  der  Tat  bilde  man  die  Funktion: 

9)(x)  =  5*(x)  +  c»(x). 
Dann  ist 

9'  {x)  =  '2s{x)c{x)  —  2c (x)  s (x)  =»  0, 


§  6.    Die  trigonometrifchen  Funktionen.  575 

also  ist 

s^(x)  +  c*(a?)  =-=*. 

Setzt  man  noch  hierin  o; »-  0,  so  kommt: 

und  hiermit  ist  der  Beweis  geliefert.^) 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Periodizität  dieser  Funktionen  be- 
schäffcigen.   Beginnen  wir  mit  s  (x).   Die  dieser  Funktion  entsprechende 

Kurve: 

y^8(x), 

geht  durch  den  Eoordinatenanfang  und  tritt  zunächst  in  den  ersten 
Quadranten  ein.     Dabei  ist  auch  wegen  (A) 

s'ix)<0, 

woraus  man  erkennt,  daß  die  Kurve  ihre  konkave  Seite  nach  unten 
kehrt.  Nun  will  ich  vor  aUem  beweisen,  daß  s  (x)  für  einen  positiven 
Wert  von  x  ein  Maximum  erreicht,  denn  daraus  lassen  sich  alle 
Periodeneigenschaften  leicht  herleiten.')  Zu  dem  Zwecke  wählen  wir 
eine  kleine  positive  Große  a,  wofür  zugleich 

s(a)>0,        s'(«)-c(«)>0 

ist,  was  ja  o£fenbar  angeht.  Für  Werte  von  a?,  die  nur  wenig  größer 
als  a  sind,  wird  dann  s{x)>s(a)  sein.  Dagegen  kann  s(x)  mit 
wachsendem  x  nicht  beständig  größer  als  s  (a)  bleiben,  wie  wir  jetzt 
nachweisen  woUen.     Nach  der  Taylorschen  Formel  ist 

s(ic)  =  5(a)  +  c(a)(iP-a)-5(X)^^^,   a<X<x. 

Daher  würde  die  Annahme: 

s(x)>s{a),  x>a, 

zur  Folge  haben,  daß 

0<six)-s{a)<(x-  a)[c{a)  -  «(a)"^-^] 

wäre,  und  dies  trifft  augenscheinlich  für  große  Werte  von  x  nicht 
zu.     Daraus  geht  die  Existenz   des  in  Aussicht  gestellten  Maximums 


1)  Man  erhält  die  Formel  (8)  auch  dadurch,  wie  Godefroj  bemerkt  hat, 
indem  man  in  der  zweiten  der  Relationen  (7)  y  -■  —  x  setzt  und  sich  dann  der 
Relationen  (6)  bedient;  Theorie  {lementaire  des  series,  S.  150. 

2)  Godefroy  beweist  direkt  aus  den  Reihen  (2),  daß   sipn)  im  Intervalle 
0<x<2  positiv  bleibt,  während  e{x)  dagegen  im  Punkte  x=»^  negativ  wird. 
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hervor.  In  diesem  Punkte  muß  offenbar  $'{x)^c(x)  rerschwinden. 
Wir  wollen  mit  p/2  den  kleinsten  positiven  Wert  von  x  bezeichnen, 
wofür  letzteres  eintritt.     Dann  wird 

0<c(x)^s\x),      0^rr<|-5 

(9) » (i) - « (f ) - 0,   ,(f)-i,   ."(D— ;(f)<o. 

Demnach  haben  wir  es  auch  mit  einem  Maximum  im  Sinne  der  Diffe- 
rentialrechnung zu  tun.  Fassen  wir  das  bisher  erlangte  Ergebnis  in 
Worte  zusammen:  Es  gibt  ein  Intervall  O^ic^p/2,  in  welchem  die 
Funktion  s  (x)  monoton  zunimmt,  um  im  Endpunkte  x  » p/2  dessdbm 
ihren  Maximalwert  1  zu  erreichen.  Dabei  kehrt  die  graphische  Dar- 
stellung der  Funktion  ihre  konkave  Seite  stets  nach  unten. 


Fig.  119. 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  daß  der  weitere  Verlauf  dieser  Kurve 
im  Intervalle  p/2  ^x  ^p  aus  dem  Spiegelbilde  des  soeben  besproche- 
nen Bogens  in  der  Geraden  x  » p/2  besteht.  Die  Bedingung  hierf&r 
ist  offenbar  die,  daß 

(10)  s{-l-z)-s(^^+x) 
sei.     Setzt  man  nun  in  (7)  y=p/2,  so  kommt: 

(11)  s(x  +  ^)=cix),        c(x  +  D  =  -six). 

Hieraus  findet  man  weiter,  indem  man  x  +  p/2  an  Stelle  von  x  treten 
läßt: 

(12)  s{x+p) s{x),        c{x+p)=-  —  c{x). 

Um  jetzt  (10)  zu  erhalten,  wird  man  s{p/2  —  x)  vermöge  (6)  und  (12) 
umformen: 

5  (f  -  a:)  ^ ^(^  ""  2  )  ^  ^  (^  +  f ) '     ^-  z.  b.  w. 

Aus  dem  solchergestalt  konstruierten,  im  ersten  Quadranten  belegenen 
Bogen  stellt  man  noch  eine  Fortsetzung  in  den  dritten  Quadranten 
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her^  indem  man^  der  Relation  (6)  gemäß;  jenen  Bogen  im  Anfang 
spiegelt. 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage^  die  Frage  der  Periodizität   zu 
erledigen.     Indem  wir  in  (12)  x  +  p  an  Stelle  von  x  setzen,  wird 

(13)       s(x  +  2p)^  —  s(x  +p)  =  s{x),        c(x  +  2p)  =  c(x). 

Hiermit  erweist  sich  2p  als  eine  Periode  beider  Funktionen,  und  zwar 
ist  2p  eine  primitive  Periode.  Sonst  ^be  es  nämlich  eine  kleinere 
positive  Periode  o: 

S(X  +  o)  ^  S  (x),         S'{X  +  cj)  —  5  (x)y        0  <  CO  <  2p. 

Das  trifPt  aber  nicht  zu,  wie  ein  Blick  auf  die  Kurve  zeigt.  Analy- 
tisch kann  der  Beweis  so  geführt  werden.  Aus  der  ersten  der  soeben 
hingeschriebenen  Relationen  folgt,  indem  man  ^  =  0  setzt,  daß 

s(cj)  =  0 

ist.  s(x)  hat  aber  nur  eine  positive  Wurzel,  die  kleiner  als  2p  ist, 
nämlich  x^^p,  und  diese  Größe  ist  keine  Periode,  wie  aus  (12) 
erhellt. 

Da  endlich  c(x)  =>  s{x  -\-p/2)  ist,   so  ist  auch   zugleich  hiermit 
die  Periodizität  von  c(x)  erledigt.     Wir  erhalten  so  den 

4.  Satz.     Die  Funktionen  s(x)y  c(x)  sind  periodisch  mit  der  pri- 
mitiven Periode  2p. 

Aus  den  vorangehenden  Ent- 
wicklungen kann  man  einen  Schluß    / 

auf  die  gegenseitige  Änderung  von  -n.  .-'  ;      y 

s  (x)  und  c  (x)  machen.    Wir  setzen  ---'^ — L^^                        ^--..j 

die    graphische  Darstellung  dieser  ^^'  ^^^' 

Funktionen    im    Intervalle    —  2)^a;<|)   her   und    entnehmen  daraus 

ohne  Mühe  den  folgenden  Satz: 

5.  Satz.     Die  FunJctionen  s  (x)  und  c(x)  nehmen  jeden  willkürlidien 
Wert  —  1  <  a  <  1  in  zwei  getrennten  Punkten  des  Intervalls  —p^x<p 
an,  dagegen  die  Werte  1  und  —  1  nur  in  einem  einzigen  Punkte.    Sind 
femer  a  und  h  irgend  zwei  an  die  Bedingung 

a^+b^^l 

geknüpfte  Zahlen,  so  lassen  die  simultanen  Gleicfmngen: 

s(x)  =  a,         c(x)  =  6, 
stets  eine  und  nur  eine  Lösung  im  genannten  Intervalle  zu. 

Osgood,  Funktionoathcorie.  I.  S.  Aufl.  37 
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Der  analytische  Beweis  dieses  Satzes  wird  auch  durch  jene  Kurven 
nahe  gelegt 

Wir  wurden  zu  den  Funktionen  s{x),  c(x)  geführt^  indem  wir 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (A)  aufsuchten.  Dahei  ergab  sich^ 
daß  die  ganze  Funktionsklasse 

y  =»  as{x)  +  bc(x) 

Lösungen  liefert.     Wir  wollen  jetzt  den  Beweis  erbringen,  daß  weiter 
keine  Lösungen  von  (A)  vorhanden  sind. 

6.  Satz.    Jede  Lösung  von  (A)  läßt  sich  in  der  Form: 

y  «=  as{x)  +  bc(x) 

darstellen,  wobei  a  und  b  Konstante  sind. 

Erklären  wir  vor  allem,  was  wir  unter  einer  Lösung  von  (A) 
verstehen.  Wir  setzen  ein  beliebiges  Intervall  a  ^x^b  und  eine 
darin  eindeutige  Funktion  f{x)  voraus.  Dann  heißt  f(x)  eine  Lösung 
von  (A)  in  diesem  Intervalle,  wenn  f{x)  in  jedem  Punkte  von  (A) 
eine  Ableitung  erster,  sowie  eine  zweiter  Ordnung  besitzt,  und  außer- 
dem der  Differentialgleichung  (A)  in  jedem  Punkte  des  Intervalls 
genügt. 

Zum  Beweise  des  Satzes  gehen  wir  von  folgendem  evidenten  Satze 
aus:  Sind  f{x),  (p{x)  zwei  mit  Ableitungen  zweiter  Ordnung  aus- 
gestattete Funktionen,  so  ist 

r{x)      fixy^a'f'ix)     fix) 

(p"(x)     (p(x)'      <i':\q>'{x)     g){x)  ' 

Verschwindet  daher  erstere  Determinante  in  jedem  Punkte  eines  Inter- 
valls, so  muß  dort  ausnahmslos 

!  f'(x)     fix)  i 

!  <p'  ix)  9  (x)  r  ^^""^ ''  ^""^  ~  ^^""^  '^'  ^""^ "  "°°'*' 

sein.  — 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  Lösung  y  von  (A),  und  be- 
zeichnen wir  noch  die  speziellen  Lösungen  s(x)y  c(x)  resp.  mit  yi,yf' 

yi-s(x),      yi  =  c(x). 
Dann  folgt  aus 

!/"+y  =0, 
y's  +  y»  =  0, 
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daß 

Vi      Vt 
ist,  und  hieraus  weiter  nach  der  obigen  Bemerkung,  daß 

y     y 
y%    y» 


==  yy%  —  yy%  ^  c^^«*-  =  ^ 


ist.  Ähnliche  Beziehungen  finden  statt,  wenn  wir  die  drei  Buch- 
staben y,  y^,  y^  zyklisch  miteinander  vertauschen: 

y/y  -yiy  =*; 
y»'yi  -  y^yi  —  i- 

Multiplizieren  wir  diese  drei  Gleichungen  resp.  mit  y^,  y„  y  und  ad- 
dieren dann  die  so  resultierenden  Gleichungen  zusammen,  so  kommt: 

0  =—  ay^  +  by^  —  y,  w.  z.  b.  w. 

Der  Satz  ist  ein  spezieller  Fall  des  allgemeinen  Satzes,  daß  die 
Lösung  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

deren  Koeffizienten  im  Intervalle  x^^x  ^x^  stetig  sind,  durch  An- 
gabe des  Wertes  der  Funktion  nebst  demjenigen  der  ersten  Ableitung 
in   einem  Punkte   des  Intervalls  vollständig  bestimmt  wird.    Hier  ist 

&  =  y|x=o,         a  =  y'!x=o. 

Im  übrigen  ist  die  Behandlungsweise  in  einem  allgemeinen  Verfahren 
enthalten,  wonach  die  lineare  Abhängigkeit  von  n  Funktionen  aus 
dem  identischen  Verschwinden  ihrer  Wronskischen  Determinante  ge- 
schlossen wird.^) 

Ztveiter  Betveis  des  Additionstheorems.  Aus  dem  vorstehenden  Satze 
ergibt  sich  noch  ein  zweiter  Beweis  des  Additionstheorems  (7).  Es 
ist  nämlich  offenbar  s{x  -{-  a)  eine  Lösung  von  (A).  Nach  diesem 
Satze  muß  also 

5  (x  +  a)  =  as  {x)  +  hc  (x) 

1)  Hierüber  vergleiche  man  Böcher,  „Certain  cases  in  which  the  vaniehing 
of  the  Wronskian  is  a  sofficient  condition  for  linear  dependence'^,  Transactians 

87* 
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und  daher  ferner 

s'(x  +  a)  =  c{x  +  a)  =»  ae{x)  —  bs{x) 
sein.    Setzt  man  hierin  x  =^0,  so  kommt: 

s (a)  =  6 ,         e(a)  ^  a^ 


also: 


w.  z.  b.  w. 


s(x  +  a)  ^  s{x)c(a)  +  c(x)s(€c), 
c{x  +  a)  =  c(x)c  («)  —  s{x)8  (a) . 


§  6.    Fortsetzung:  Identifizierung  der  Funktionen  8{x),  c(x)    mit 


sin  X,  cos  x. 


Ö.1Ö,0 


Um   die   beiden  Funktionen  ^   deren  Haupteigenschaften    wir   im 

vorhergehenden  Paragraphen  entwickelt  haben, 
mit  den  trigonometrischen  Funktionen  sinx,  cos:i; 
zu  identifizieren,  knüpfen  wir  an  die  Definitionen 
Yon  Strecke,  Halbstrahl  und  Winkel  an,  wie  sie 
in  Kap.  5,  §  4  gegeben  sind,  und  ordnen  nun 
einem  yorgelegten  Winkel  als  Maß  diejenigen 
Fig.  isi.  Zahlen  t  zu,   welche   durch  die  folgenden  Glei- 

chungen bestimmt  werden: 


c(t)  =  x 


5(0 


X 


Vi  -yo 

—  (^1  —  3^0/ 

a-'j       Xq 

Vi  -  Vo 

Xj         Xff 

Vi       Vo 

X, 


JL/r 


Vi  -yo 


A  ;  7 


o/  the  American  Mathematical  Society,  Bd.  2  (1901),   S.  139,  woselbst  auch  die 
bezügliche  Literatar  zitiert  wird. 

Wir  bemerken  noch  im  YorQbergehen,  daß  in  der  Mechanik  von  diesen 
Eindeutigkeitssätzen  vielfach  stillschweigend  Gebrauch  gemacht  wird.  Bei  der 
Integration  der  Differentialgleichung,  welche  das  zweite  Newtonsche  Bewegung»- 
gesetz  zum  Ausdruck  bringt: 

d'y 


m 


dt' 


=7, 


—  nm  bloß  den  einfachsten  Fall  zu  erwähnen,  —  begnügt  man  sich  nämlich 
damit,  eine  Lösung  aufzustellen,  welche  den  Anfangsbedingungen  gerecht  wird, 
indem  man  dann  ohne  weiteres  annimmt,  daß  diese  Lösung  die  Bewegung  des 
Systems  notwendig  regulieren  müsse.  Könnte  indessen  eine  lineare  Differential- 
gleichung singulare  Lösungen  haben,  so  hätte  man  doch  keinen  Beleg  dafür, 
daß  gerade  diese  Lösung  diejenige  wäre,  welche  dem  vorgelegten  Problem  ent- 
spricht. 
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wo 

ist.  Nimmt  man  nun  insbesondere  den  in  beigesetzter  Figur  gedeuteten 
Winkel  ^  Ä  OP,  so  kommt: 

Nun  wird  aber  andererseits  die  Länge  eines  von  A  aus  gemessenen 
Bogens  AT  des  Einheitskreises 

x^  +  y^-l 
durch  das  Integral 

(P) ^^    _ 

Jydx^  +  df  ^fydj^  =  ±  t 

gegeben,  wobei  das  obere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  falls  die  in  der 
Nähe  Yon  A  gelegenen  Punkte  des  Bogens  positiven  Werten  yon  t 
entsprechen;  im  anderen  Falle^  das  untere.  Hiermit  fällt  t  mit  der- 
jenigen Zahl  6  zusammen,  welche  in  der  Trigonometrie  dem  Winkel 
^AOF  als  Maß  zugeordnet  wird,  und  zugleich  erweisen  sich  cif) 
und  s  (t)  als  cos  t  und  sin  t.  Nachträglich  ergibt  sich  auch,  daß  die 
Periode  2p  mit  der  Zahl  2;r  übereinstimmt,  also  ist 

p  =  7t. 

Schlußbemerliungen.    Was  die   übrige  Theorie   der  trigonometri- 
schen Funktionen  inklusive  der  Definitionen: 

tan  X  = ,     usw. 

C08X  ' 

nebst  der  Besprechung  der  inversen  Funktionen  anbetrifiFt,  so  ist  die 
übliche  Behandlungsweise  entweder  bereits  analytisch  oder  sie  läßt 
sich  doch  sofort  in  eine  analytische  umsetzen.  Hieran  schließt  sich 
noch  eine  Reihe  interessanter  Fragen,  deren  Besprechung  indessen 
außerhalb  des  Rahmens  dieses  Werkes  liegt;  es  sind  das  u.  a.  a)  die 
Zahl  TCy  Transzendenz  und  Berechnung,  sowie  auch  die  Zahl  e\  b)  die 
BernouUischen  Zahlen   und   die   Reihen  ^i"";   c)  die  Eulersche 

Zahl;  d)  einiges  über  die  trigonometrischen  Reihen;  e)  die  hyper- 
bolischen Funktionen.  Wir  verweisen  deswegen  auf  die  gebräuchlichen 
Lehrbücher,  etwa  Godefroy,  Theorie  elementaire  des  series,  4.  und 
5.  Abschn.;  Stolz  und  Gm  einer,  Theoretisciie  Arithmetik,    Dagegen 
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werden  wir  uns  noch  ansf&lirlich  mit  gewisKn  rnnttinnilfllii ir himmw^ 
als  hüueieliende  Bedingungen  aofge&Bt,  sowie  mit  eiiügea  Rfflim- 
and  Prodnktentwieklimgen  za  beach&ftigen  Imben. 


§  7.    Über  die  Beetimminig   der  Fonktioiieii   rät  x  mid  eoe  x  wai 

Glrond  ihres  AdditionstlieoremsL 

Theorem.^;    Seien S(zi,  CiV»  zwei  Fumbticmem^  wdAe  fmr  alle 
Werte  ton  x  eindeutig  erklärt  sind  und  das  AddiUmHheof rm : 

Sfx  +  9)  =  S(x)C(y)--C(x^S(9),^ 
'  C(x  +  y;  -  C(x)  C{y)  -  S.»  S(y},  I 


itzen,  Gibt  es  dann  einen  einzigen  Wert  von  x,  wofür  hdde  funk- 
tUmen  stetig  sind,  so  sind  sie  ausnahmdos  stetig,  und  swar  isij  sofern 
sie  nidU  beide  identisch  verschwinden^ 

S{x)  =  e'*  Bin  ux,    C . > ♦  =  e"  cos  ptx , 

wo  a  und  fi  Konstante  bedeuten. 

Verlangt  man  außerdem  noch  entweder,  daß 


(B,, 

S*.'x;  -  C*ix)  =  1 

oder  daß 

(B,,, 

C(     X)      C;'x>. 

oder  endlich,  daß 

«B, 

hm  — ' =  0 

x=0  * 

sei,  so  ist  im  ersten  Falle 

Six-  =  sin  uXj    Ckx)  =  cos  ^lx. 

Im  ztceitcft  und  dritten  Falle  tritt  noch  zu  dieser  Lösung  die  weitere 
hinzu,  daß  beide  Funliionen  identisch  verschwinden.  Hiermit  sind  aber 
auch  alle  Djsungeyi  erschöpft. 

Wir  schicken  die  Bemerkung  Yoraus,  daB  das  gleichzeitige  Ver- 
schwinden von  S(x)  und  C^x)  für  einen  einzigen  Wert  x^a  das 
identische  Verschwinden  dieser  Funktionen  nach  sich  zieht.  Zum  Be- 
weise braucht  man  bloß  in  <  A)  ?/  =  a  zu  setzen. 


1,  CT  Tan  nerv,  Functions  d'une  variable,  1886,  S.  147. 
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Aas  dem  Additionstheorem  schlieBen  wir  nun  vor  allen  Dingen^ 
indem  wir  a:=.y  =  0  setzen: 

[2C(0)-l]S(0)-0, 
C*{0)-C(0)-S»(0)  =  0, 

also,  da  dem  Verschwinden  des  Faktors  2  0(0)  —  1  keine  Lösung  der 
zweiten  Gleichung  entspricht: 

a)  5(0)  =  0,         C(0)  =  1; 

^^  b)  S(0)  =  0,        C(0)  =  0. 

Nach  der  obigen  Bemerkong  hat  b)  das  identische  Verschwinden  Ton 
S{x),  C{x)  zur  Folge,  womit  denn  dieser  Fall  erledigt  ist. 

Sei  S^ix),  C^(x)  ein  beliebiges  Lösungssystem  von  (A),  wofSr 
beide  Funktionen  nicht  identisch  verschwinden.    Setzt  man 

S,*ix)  +  C,\x)  =  nx), 

so  ergibt  sich  aus  (A),  indem  man   beide  Gleichungen  ins  Quadrat 
erhebt  und  sie  dann  zusammenaddiert,  daß 

ist.    Da   nun    außerdem  f{x)   nie    verschwindet   und   mindestens    für 
einen  Wert  von  x  stetig  ist,  so  folgt  nach  §  4,  daß 

fix)  =  e«" 
ist. 

Aus  diesem  Lösungssjstem  bilden  wir  uns  noch  ein  zweites,  wie 

folgt: 

S{x)^e-^'S^{x)j 

C{x)  =  e'^'C^{x), 

Dann  läßt  das  neue  Funktionspaar  S{x)y  C{x)  ebenfalls  das  Additions- 
theorem (A)  zu,  und  außerdem  ist 

(B.)  S»(a;)  +  (7(x)  =  l. 

Wir  wollen  zeigen,  daß 

S{x)  =  sin  liXy         C(x)  =  cos  fix 
ist. 

Zu   dem  Behufe   weisen  wir  zuerst   die  ausnahmslose  Stetigkeit 

der  in   Rede  stehenden  Funktionen  S{x)  und  C(x)  nach.     Aus  dem 
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Bin  (p{x  +  y)==  sin  q)  (x)  cos  q>  (y)  +  cos  9  (rc)  sin  g?  (y)  =  sin  [9  (a;)  +  (p  (y)], 
cos  9  (a:  +  y)  =  cos  g?  (x)  cos  9  (y)  —  sin  q>  (x)  sin  g?  (y)  =  cos  [g>  (a:)  +  (p  (y)]. 

Hieraus  schließt  man  zonächst,  daß 

9>  (^  +  y)  =  9  (^)  +  9  (y)  +  2i3r 

ist.    Für  a;  =  y  =  0  ist  aber  i  =  0,   und  wegen   der  Stetigkeit  der 
Funktion  g?  (x)  muß  A;  diesen  Wert  beständig  beibehalten.    Daher  ist 

g>(a:  +  y)  =  g?(a:)  +  g>(y), 

woraus  sich  nun  vermöge  der  Aufgabe  yon  §  4  ergibt,  daß 

Hiermit  ist  der  Beweis  des  ersten  Teils  des  Satzes ,  sowie  der 
Beweis  für  den  Fall  (Bj)  geliefert. 

Zum  Beweise  des  letzten  Teils  des  Satzes  bemerken  wir  vor 
allem,  daß  jede  nicht  identisch  verschwindende  Lösung  von  der  Form 

S(x)  =  6**  sin  fjix,         C(x)  =  &*'  cos  [ix 

ist.    Soll  nun  C(—  a:)  ==  C(a:),  also 

e~^'  cos  (—  [ix)  =»  e^*  cos  [ix 

sein,   so  folgt  daraus,   daß  a  =  0  sein  muß.  —  Ein  ähnlicher  Schluß 
gilt  auch  im  Falle  {B^). 

Wie  man  sieht,  umfassen  die  Funktionalgleichungen  (Ä)  sowohl 
die  trigonometrischen  Funktionen  sin  x,  cos  a:,  indem  man  a  =  0, 
fi  «  1  setzt,  als  auch  die  Exponentialfunktion  6^,  indem  man  a  »  1^ 
^  =  0  setzt. 

Van  Vleck^)  hat  eine  einzige  Funktionalgleichung  gefunden, 
nämlich : 

f(x-y-hA)-f{x  +  y  +  A)'^  2  fix)  f{y), 


1)  Änndls  of  Maihematics,  2.  Reibe,    Bd.  11   (1910)  S.  161,  sowie  ibid., 
Bd.  13  (1912),  S.  154.    Eine  ähnliche  Gleichung,  nämlich 

9  (y  +  a;)  +  9  (y  —  a;)  =  2g)  (a?)  (jp  (y) , 

kommt  schon  bei  d'Alembert,  Memoire  sor  ies  principes  de  la  mäcanique, 
1769,  vor  und  wird  auch  von  Canchy,  Coiirs  d'analyse,  1821,  behandelt;  cf. 
Pincherle,  Enzyklopädie,  II All,  S.  789.  Diese  Gleichung  läßt  aber  aofier  der 
Lösung  cosfirc  noch  die  Lösung  chyix  zu,  und  definiert  somit  im  Bereich 
der  reellen  Veränderlichen  nicht  ausschließlich  eine  trigonometrische  Funktion. 
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deren  allgemeinste  stetige  Loemig  in  der  sinos-Funktioii  besteht: 

fix)  =  sin  fix, 

ond  welche  darum  eine  charakteristische  Eigenschaft  dieeer  Funktion 
ansdrflckt. 


§  8.    Sntaprechendea  für  taax. 

Theorem.  Sei  f{x)  eine  Funktion^  ^reiche  für  atte  Werte  vom 
Xj  höckäens  mit  Ausnahme  isclierier  SieHen^  eindeiäig  erMärt  ist  und 
das  Ädditicnstheorem: 

/^(^  +  y;  =  rzy^xi?^ 

besitzt,  tco  X,  y  und  x  +  y  irgend  drei  Punkte  des  Definiticnäferekkes 
sind.  Ist  f{x)  dann  in  einem  einzigen  Punkte  stetig  und  überdies  im 
Punkte  X  "-  0  definiert^  so  ist  f(x)  in  jedem  Punkte  ihres  Definitiansbereidies 
stetig^  und  zwar  kann  f{x)j  sofern  man  hebbare  Unstetigkeiten  aus- 
schließt^ nichts  anderes  als  die  Funktion  tan  fix  sein: 

fix)  =  tan  fix. 

Den  Beweis  wollen  wir  nur  kurz  andeuten.  Zunächst  erkennt 
man,  daß 

/•(O)  =  0 , 

sowie  (laß  fix)  in  jedem  Punkte  des  Definitionsbereichs  »tetig  ist. 
iHt  ferner  f(oi)  =0,  o  4=  0,  so  ist 

f(x-tG})=f(x), 

also  ist  cj  eine  Periode.  Hieraus  folgt^  daß,  sofern  f(x)  nicht  iden* 
tisch  verschwindet,  die  Wurzeln  von  fix)  isoliert  sind.  —  Im  Qbrigen 
ist  f(x)  eine  ungerade  Funktion,  wie  sich  aus  der  Substitution  y  =  —  x 
in  der  Funktionalgleichung  sofort  ergibt. 

Damit  die  Kurve 

wo  (f  ix)  im  Intervalle  a  ^x  ^h  stetig  ist,  stets  konkav  nach  oben 
sei,  ist  notwendig  und  hinreichend  \),  daß 

1;  Diese  Bedingung  findet  sich  bei  Stolz,  Allgemeine  Arithmetik^  Bd.  1, 
S.  193,  sowie  bei  Stolz  u.  G  mein  er,  Funktioneniheorie,  1.  Abteil.,  8.  61.  Beim 
arithmetischen  Beweise  wird  indessen  nur  von  der  Relation  (1),  all  analjtifche 
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(1)  q>{x  +  h)  —  2(p{x)  +  (p(x-'h)>0 

sei,  wo  X  ein  beliebiger  Punkt  des  Intervalls  und  h  nur  so  beschränkt 
wird,  daß  die  Punkte  x  -hhy  x  —  h  auch  im  Intervalle  liegen.  Soll 
die  Kurve  konkav  nach  unten  sein,  so  wird  das  Ungleichheitszeichen 
umgekehrt. 

Wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt,  ist  die  vorliegende  Kurve, 

in  der  Umgebung  eines  jedeu  Punktes  x,  welcher  nur  keine  Wurzel 
ist,  konkav  nach  oben,  falls  f(x)  >  0  ist;  im  anderen  Falle  ist  die 
Kurve  konkav  nach  unten. 

Hieraus  schließt  man  femer,  daß  diese  Kurve  in  der  ganzen 
rechtsseitigen  Umgebung  des  Punktes  x  =  0  konkav  nach  oben  ist^ 
falls  lim  f(x)  =  0"^  ist;  im  anderen  Falle  ist  sie  konkav  nach  unten. 

Nun  ist  es  nicht  mehr  schwer  nachzuweisen,  daß 


lim  f^^ 
existiert,  und  da 

/•(-  a^) = -  m 

ist,  so  folgt  auch  ferner,  daß 

lim  ^-?) 

existiert.    Dieser  Grenzwert  sei  mit  (i  bezeichnet. 

Jetzt  ergibt  sich,  daß  die  Funktion  f(x)  in  jedem  Punkte  des 
Definitionsbereichs  eine  Ableitung  zuläßt,  sowie  daß 

ist,  und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

§  9.    Andere  Definitionen  der  elementaren  Funktionen. 

a)  Algebraische  Definition  der  Exponentialfunktion.  Vor  allem  ge- 
denken wir  der  Definition  von  a^^^  und  a*,  welche  auf  der  g*^ 
Wurzel  der  Zahl  a  beruht.  Hierüber  vergleiche  man  die  gebräuch- 
lichen Lehrbücher,  etwa  Stolz  und  Gmeiner,  Theoretische  Arithmetik] 


Beziehung  aufgefaßt,  nicht  aber  von  der  soeben  erwähnten  geometrischen  Dea> 
tung  derselben,  Gebrauch  gemacht.  Wegen  der  Einzelheiten  des  Beweises  sei 
auf  die  erste  Auflage  dieses  Werkes,  Bd.  1,  Kap.  12,  §  7  verwiesen. 


588  ni,  12.  Die^ekoiCBtauem 

Tannerj,  Ifdrodudirm  ä  1a  Aeorie  des  fcmdioms  dTume  conaUr,  1886, 
wowie  Le^MS  dTalgeire  H  d^amdlfstj  Bd.  1,  1906.  Dibri  wird  die 
Kemitiiis  keines  speziellen  unendlichen  ProxesMs  ToimoBgeaciii,  wms 
znr  Folge  bat,  daß  sich  die  Behandlong  dementsprcchcBd  omstiiidlieh 
gestaltet 

b;  Defimiticm  der  ExpcmtntiaifuHktUm  auf  Grumd  de$  Addiihm^' 
ihef/nms.^)  Es  gilt  folgendes  Theorem:  Sei  fix)  eine  Funktion,  die 
ffir  alle  Werte  Ton  x  eindeutig  erklärt  ist  und  das  Additionstheorem: 

besitzt  Indem  wir  fortan  Tom  besonderen  Falle  absehen,  daß  f(x) 
identisch  Terschwindet,  ist  stets  /"<  x)  >  0,  nnd  zwar  stimmt  f(x)  für 

jeden  rationalen  Wert  x  ==  p/q  mit  ya^  äberein,  wo  /*(!)  »  a  gesetzt 
ist  Verlangt  man  flberdies,  daß  f(x)  für  einen  einzigen  Wert  Ton 
X  stetig  sei*),  so  erweist  sich  f(x)  als  ausnahmslos  stetig.  Sodann 
nähert  sieh  der  Quotient  (f[x,  ~  1)  x  einem  Grenzwert,  wenn  x 
gegen  0  abnimmt: 

.=0  *  '^ 

Endlich  hat  f(x)  eine  Ableitung  nnd  genfigt  der  Differentialgleichiuig 

Um  den  Existenzbeweis  fiLr  eine  derartige  Funktion  f(ß:)  zu 
führen,  kann  man  eine  Potenzreihe  mit  unbestimmten  Koeffizienten 
ansetzen  und  dieselbe  dann  entweder  in  (1)  oder  in  (2)  eintragen. 
Dieses  Verfahren  ist  sofort  auf  den  Fall  komplexer  Veränderlichen 
anwendbar.  Die  Abelsche  Untersuchung  über  die  binomische  Reihe 
laßt  sich  auch  zu  diesem  Zwecke  rerwenden.  Man  Tcrgleiche  ferner 
unter  d). 

c;  Die  Definitionen  von  Kap.  6,  §§  12 — 15.  Diese  sind  durchaus 
elementaren  Charakters.  Sie  beruhen  auf  den  bekannten  Eigenschaften 
der  reellen  elementaren  Funktionen  und  entraten  jedes  doppelten 
Grrenzüberganges. 


1)  Cauchy,  Cours  d'analyse,  Bd.  1,  1821,  S.  106. 

'2',  Diese  BediDgung  kann  weiter  gefaßt  werden.  Nach  den  tob  Darboux 
nnd  Wilson  erhaltenen  Resultaten  (§  4,  Ende)  genügt  es  nämlich  %n  yerlangen, 
daß  es  einen  Wert  von  x  geben  solle,  in  dessen  Umgebung  f{x)  bloß  endlich 
bleibt. 
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d)  Definition  der  EccponenHalfuhkHon  auf  Grund  der  Differential- 
gleichung : 

(3)  '£"-. 

Setzt  man  in  (2): 

80  wird  (2)  auf  die  Normalform 

f'(a:')  =  f(x') 

gebracht.    Es  liegt  jetzt  nahe  zu  fragen^  ob  diese  DiffereDtialgleichung 

nicht  auch  für  komplexe  Werte  des  Arguments  eine  Lösung  zuläßt. 

Diese  Frage  hat  Demartres^)  mit  elementaren  Hilfsmitteln  erledigt. 

Er  setzt 

w  ^  B  (cos  <P  +  f  sin  0) , 

wodurch  (3)  die  Gestalt  annimmt: 

(^  -  +  iE  w-j  (cos  0  +  i  sin  *)  =  iJ  (cos  *  +  i  sin  0). 

Hieraus  folgt: 

dx       **'      '^*  dx 


^^  =  R,     Ri^^O. 


Andererseits   findet  man  aus   den  Gauchj-Biemannschen  Differential- 
gleichungen : 

dto  1  ^w 

dx  ""  %  dy  ' 


daß 


ist.    So  kommt: 


also: 


dx  dy '  dy  dx 

dx  '  dy  ' 


sofern  w  für  reelle  Werte  von  z  mit  e'  übereinstimmen  soll.    Femer 
schließt  man: 

d^        n,        d^        i        ^  ,  I    o 


1)  Demartres,  Cours  d'analyae^  Bd.  2,  S.  11.  Sein  Ausgangspunkt  war 
indessen  nicht  die  DiffereDtialgleichung  (3),  sondern  das  Additionstheorem  (1), 
für  komplexe  Werte  geschrieben,  woraus  er  erst  jene  Differentialgleichung  ab- 
leitet. 
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Hiermit  ist  to  eindeutig  bestimmt: 

w  =  c*  (cos  y  +  %  sin  y), 

und  da  bleibt  denn  nur  noch  übrig,  ebenso  wie  in  Eap.  6,  §  13  nach- 
zuweisen, daß  diese  Funktion  in  der  Tat  eine  naturgemäße  Erweite- 
rung der  reellen  Funktion  e*  für  komplexe  Werte  des  Argumente 
liefert,  indem  sie  der  weiteren  Funktionaleigenschaften  dieser  Funk- 
tion teilhaftig  wird. 

e)  Unmotivierte  Definitionen  vermöge  willkürlicher  unendlicher  Pro- 
eesse.  Hierzu  zählen  wir  vor  allem  die  Definitionen  von  e*,  sin  x, 
cos  X  mittels  der  entsprechenden  Potenzreihen.  Sodann  erwähnen  wir 
die  Definitionen:^) 

(4)  iL",  (i +  -;-)'=  ^, 

(5)  lim  n  {Vx—  l)  —  log x. 


11=00 


Der  Grenzübergang  (4)  ist  ja  bereits  einmal  für  den  Fall  eines  kom- 
plexen Arguments  besprochen  worden,  Kap.  8,  §  9.  Dieser  Formel 
setzten  wir  damals  auch  entsprechende  Ausdrücke  für  sin  e  und  cos  z 
an  die  Seite. 

Kehren   wir   noch    zur  Definition   der  Exponentialfunktion   ver- 
möge der  Potenzreihe  zurück  und  setzen 


f«    .    z^ 


8^  =  1  +  ^  +  ^  +  ;,+ 


2!    •    8! 


•    • 


SO   erhalten   wir  zunächst  eine  ganze  transzendente  Funktion  von  e. 
Diese  genügt  der  DiflFerentialgleichung 

und  läßt  fernerhin  das  Additionstheorem  (1)  zu: 

wie  man  nach  dem  zum  Beweise  des  2.  Satzes  von  §  5  angewendeten 
Verfahrens  sofort  erkennt;  denn  es  ist 

6(")(^)  =  8(^),  M  =  1,2,3,... 


.  1)  Euler,   Miscellanea  Berolemia,  Bd.  7  (1743)  S.  177  und  Introductio  in 
analysin  inßnitorum,  Bd.  1,  1748    Cap.  VII. 
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Setzen  wir  insbesondere  z,  =  x,  ^,  -  yi,  so  kommt: 

%{z)=^  e^  (cos  y  +  i  sin  y) , 

wobei  wir  die  Taylorschen  Reihenentwicklungen  für  die  reellen  Funk- 
tionen e^,  sin  Xy  cos  x  als  bekannt  vorausgesetzt  haben.  Zur  Recht- 
fertigung der  Definition 

ist  jetzt  nur  noch  ein  kurzer  Schritt. 

f)  Definition  vennöge  Integration  durch  komplexes  Gebiet.    Endlich 
erwähnen  wir  noch  die  Definitionen:^) 

I  r'dz  .  r  dz  r   dß 

logz^J—,     arctan£r=Jj-pp-,    arc  sin  ir  =J  ^^^==. . 

10  0 

Darnach  werden  wir  die  Exponential-  und  trigonometrischen  Funk- 
tionen als  die  Umkehrungen  dieser  Funktionen  anzusehen  haben. 

Bei  der  Integration  reeUer  rationaler  Funktionen  im  reellen  Ge- 
biete stellt  sich  neben  dem  Logarithmus  noch  die  Funktion 


r_dx_ 

J  l  +  x' 


einy  und  zwar  kommt  man  bereits  mit  diesen  beiden  Funktionen  aus. 
Darum  liegt  es  nahe,  die  Theorie  letzterer  Funktion  auf  reeller  Grund- 
lage vollständig  zu  entwickeln,  was  auch  nach  den  vorausgehenden 
Methoden  leicht  durchzuführen  ist. 


§  10.    Über  einige  Beilien-  und  Froduktentwicklungen.    Ein  Satz 

betreffend  gleichmäßige  Konvergenz. 

In  Kap.  11  haben  wir  Reihen-  und  Produktentwicklungen  für 
die  trigonometrischen  Funktionen  aufgestellt,  indem  wir  von  den 
Eigenschaften  der  periodischen  Funktionen  im  komplexen  Gebiete  aus- 
gingen. Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  eine  Methode  kennen 
lernen,  welche  sowohl  auf  komplexes  als  auch  auf  reelles  Gebiet  an- 
wendbar ist.    Beginnen  wir  mit  der  Funktion  cot  x. 


1)  Gauß,  Brief  an  Besflel  vom  18.  Dez.  1811,  Briefwechsel  zwischen  Oauß 
und  Bessel,  S.  167  =.   Werke,  Bd.  8,  S.  90. 
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Beihenentwicklang  für  cotz.^)    Indem  wir  an  den  Moirre- 
sehen  Satz,  S.  208,  (3)  anknüpfen,  finden  wir: 

^^^^»'^.GltSrv-)- 

Dabei  möge  m  eine  ungerade  Zahl  sein:  m  ^2[i  +  1.  Dann  wird 
die  rechte  Seite  ein  echter  Bruch,  wie  man  yermöge  des  Grenzüber- 
gangs lim  q>  =  x/2  sofort  erkennt,  da  die  linke  Seite  dabei  gegen 
0  abnimmt,  tan  (p  aber  unendlich  wird.  Wir  wollen  diesen  Brach  in 
Partialbrüche  zerlegen.  Der  Grad  des  Nenners  ist  jedenfalls  nicht 
höher  als  m.  Andererseits  können  wir  m  getrennte  Werte  von 
—  ä/2  <  9  <  ä/2  angeben,  wofQr  cotmqp  unendlich  wird,  nämlich: 

a>  =  0    +  "^       ±—      ^.>A^^ 
Demnach  ist 

G  (tan  (p)  =*  C  tan  9  (tan  9  —  tan  ~  j  (tan  9  +  tan  —)•••. 
Hiermit  erhalten  wir  als  Partialbruchzerlegung: 

cot  mtp  =  ^ 


h^—u  tao  9  —  tan 


m 


Zur  Bestimmung  Yon  A^  multiplizieren  wir  beiderseits  mit  sin  vnqf 
und  lassen  9  dann  den  Grenzübergang  lim  9  ==  IcTc/m  ausführen.  Da- 
bei konvergieren  alle  Terme  rechter  Hand  bis  auf  den  mit  A^  gegen 
0,  welch  letzterer  die  unbestimmte  Form  0/0  annimmt  Sein  Grenz- 
wert wird  durch  das  gewöhnliche  Verfahren  der  Differentialrechnung 
ermittelt.    So  finden  wir: 

coskx  =  -   — .       ,     At=  -    sec*  —  • 


sec* 


kn     ^         *        m  m 

m 


Indem  wir  noch  mtp  ^  z  setzen,  erhalten  wir  als  Resultat: 

kjc 


u  sec* 


(1)  cot  X  =»  ^ ,  - , 

i.  !?^«  m  tan m  tan  — 

'^  m  w 

oder  auch: 

n         2  8ec'       wtan  — 

(2)  cot^=   -^^--+  "^ 


m  tan    -       ]^^   w*tan*       — m*tan* 

m  m  m 

1)  Man  vergleiche  die  in  Kap.  11,  §  1  und  §  8  gegebenen  Zitate  auf  Euler. 
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Bei  diesen  Formeln  angelangt  wäre  Euler  schon  am  Ziele  ge- 
wesen. Denn  beim  Grenzübergange  m  ^  oo  nähert  sich  ja  der  all- 
gemeine Term  dem  Grenzwerte  l/(x  —  kn)  bzw.  2x/(x^  —  Jc^:t^),  wo- 
mit sich  denn  aus  (2)  die  Reihe  von  Grenzwerten 


00 


1     .     ^         2x 


+ 


X       ^^  x^  —  Ar*  Ä* 

ergibt,  und  zwar  konvergiert  diese  Reihe  absolut  für  jeden  Wert  von 
x^  wofür  nur  kein  Nenner  verschwindet.  Wir  wissen  aber,  daß  es 
keineswegs  selbstverständlich  ist,  daß  die  Reihe  der  Grenzwerte  und 
der  Grenzwert  der  Reihe  übereinstimmen  sollen.  Um  diese  Frage  zu 
erledigen,  wollen  wir  nun  ein  allgemeines  Theorem  beweisen,  welches 
den  eigentlichen  Kern  bei  derartigen  doppelten  Grenzübergängen  ent- 
hält. Wir  fassen  den  Satz  zugleich  etwas  weiter,  als  zum  gegen- 
wärtigen Zwecke  gerade  nötig  ist.*) 

Theorem.     Sei  s^(m)   eine  Funktion   der   beiden  unabhängigen 
natürlichen  Zahlen  n,  m,  welche  folgenden  Bedingungen  genügt: 

a)  s^  (m)  strebt  einem  Grenzwerte  zu,  wenn  n  =  oo  wird: 

]ims^(m)==f(m); 

b)  s„  (m)  strd)t  einem  Grenzwerte  zu,  wenn  w  =«  oo  wird: 

lim  s^  (m)  =  Sj 

m  =  00 

c)  5^  (m)  konvergiert  gleichmäßig,  wenn  n  =  c»  unrd: 

I  ^n  (j^)  —  ^n  {m)\<€,  n  ^  V,  n  ^  v, 

wo  V  nicht  von  m  abhängt.^)    Dann  schließen  wir: 

1)  f{ni)  strebt  einem  Grenzwerte  zu,  wenn  m  =  oo  wird: 

lim  f{m)  =  A; 

»ns=oo 

2)  iS^  streit  eitern  Grenzwerte  zu,  wenn  n  ^  oo  wird: 

lim  Ä  =  B; 


H 

n  =00 


1)  Zum  leichteren  Verständnis  des  Inhalts  dieses  Satzes  wird  dem  Leser 
empfohlen,  eich  zuerst  in  die  zweite  Formulieroog  desselben  als  Reihensats 
hineinzudenken. 

2)  Diese  Relation  braucht  indessen  nicht  für  alle  Werte  von  m  zu  be- 
stehen. Wesentlich  ist  nur,  daß  jedem  vorgegebenen  positiven  «  zwei  feste 
Zahlen  v,  y,  entsprechen,  derart,  daß  besagte  Beziehung  gilt,  sobald  nur  n>y, 
n''^v  und  m>  ii  sind. 

Ofgood,  Fuxiktionentheorie.  L  3.  Aufl.  88 
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3)  beide  Grenzwerte  sind  gleich: 

Beweis.    Aus 

folgt  zuvörderst  yermöge  des  Grenzübergangs  m  »  oo: 

(«)  \S^-Sn'\£B,  n^v.n'^v, 

womit  denn  2)  bewiesen  ist: 

lim  S^  =  B. 

Läßt  man  in  (a)  n  »  cx)  werden,  und  setzt  man  femer  n'  -»  v^ 
so  kommt: 

(i)  \B-s;\^B. 

Läßt  man  andererseits  in  c)  n  =:  oo  werden,  und  setzt  man  n  « i/^ 
so  wird  fQr  alle  Werte  von  m,  resp.  sobald  m^ft  ist^ 

(ii)  l5,Cw)-/'(m)i^£. 

Endlich  ist  nach  b) 

(iii)  iS,-5,(m)!<«,  m^Jf. 

Aus  den  drei  Relationen  (i),  (ii),  (iii)  ergibt  sich  nun,  daß 

J5-/'(m)|<3£,  m^M,  f* 


ist,  womit  denn  zugleich  1)  und  3)  bewiesen  sind. 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen.  Wir  haben  ihn  zwar  nur  für 
den  Fall  ausgesprochen,  daß  die  Argumente  n,  m  natürliche  Zahlen 
sind.  Er  gilt  aber  offenbar  allgemein  unter  geeigneter  Abänderung 
der  Formulierung  für  eine  Funktion  s{Xj  y)  von  zwei  beliebigen  reellen 
oder  komplexen  Argumenten  x,  y,  welche  je  eine  endliche  oder  un- 
endliche Häufungsstelle  lim  x  =  x,  lim  y  ^  y  besitzen. 

Wir  wollen  noch  diejenige  Formulierung  des  vorstehenden  Satzes 
hinzufügen,  welche  sich  auf  die  unendlichen  Reihen  beziehi^) 

Der  entsprechende  Reihensatz.    Sei 

f(m)  =  Mj  (m)  +  Wg  W  H 

eine  unendliche  ReihCj  deren  Glieder  Funldionen  der  natürlichen  Zahl  m 
sind  und  die  folgendermaßen  heschaffen  ist:   erstens   konvergiert  jedes 


1)  Der  Leser  ^olle  beachten,  daß  es  sich  hier  doch  blofi  nm  eine  andere 
Form  des  Theorems  handelt;  inhaltlich  sind  ja  beide  Sätze  gleichbedeutend« 
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Glied  der  Beihe  heim  Grenzübergange  lim  m  =  oo  gegen  einen  Grenz- 
wert; zweitens  "konvergiert  die  Beihe  gleichmäßig.  Dann  straft  die  durch 
die  Beihe  definierte  Funktion  f{m)  einem  Grenzwerte  zu,  wenn  m^oo 
wird.  Ferner  konvergiert  die  Beihe  der  Grenzwerte  der  einzelnen  Glieder, 
und  endlich  stimmen  diese  beiden  Grenzwerte  überein: 

lim  f(m)  =  lim  u^  (m)  +  lim  u^  (m)  +  •  •  •. 

m  =  oo  m  =  00  m  =  oo 

Diese  Formulierung  hat  namentlich  den  Vorzug,  daß  wir  bereits 
im  Besitze  eines  brauchbaren  Kriteriums  zur  Feststellung  der  gleich- 
mäßigen Konvergenz  in  einem  gegebenen  Falle  sind,  da  sich  da^ 
Weierstraßsche  Kriterium  von  Kap.  3,  §  4  hier  ohne  weiteres  an- 
wenden läßt. 

Kehren  wir  nunmehr  zur  Ergänzung  der  vorhin  bezeichneten 
Lücke  zurück!  Nach  dem  soeben  bewiesenen  Theorem  handelt  es 
sich  bloß  noch  um  die  gleichmäßige  Konvergenz  der  Reihe  (2).  Wir 
suchen  deshalb  ein  Mj^  zu  bestimmen,  welches  den  Bedingungen  des 
Weierstraßschen  Kriteriums  Genüge  leistet.  Zu  dem  Behufe  formen 
wir  das  allgemeine  Glied  der  Summe  (2),  wie  folgt,  um: 

X 

—  2  w  tan  — 

tn  1    ^^  tu  —'  1 

ks. 


|w8in-|   — cos' — (mtan  —  l 
\  mj  m  \  m/ 


—       2 


Sei  X'^n^t,   n  =  0,   ±1,  ±2,...,   eine  willkürliche  Zahl,  und  sei 
A>  \x\.    Dann  wird 


sc 

wtan  — 

m 


<Äy  m^M. 


Andererseits  überzeugt  man  sich  leicht,  daß 

Bin  OJ  ^     2  n   ^       ^  ^ 

ist.^)    Daher  dürfen  wir 

^  2A  _       2Ä  h^^ 

^*--~r772V'"~~""TF«'::rx«'  2 ' 


©-- 


setzen,  und  hiermit  ist  der  Beweis  fertig. 


1)  Es  genügt  ja,  daß  sin  a/a  bloß  eine  positive  untere  Grenze  K  im  ge- 
nannten Intervalle  hat,  was  noch  leichter  festzustellen  ist. 

88  • 
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An  die  vonteheode  Entwicklung  für  cotz  schließt  sich  noch  dia 
andere  Form  derselben,  Tgl.  Eap.  11,  §  1: 

«coi>.i  _  ■  +  V'(_!_  +  -■ )  _  i  +  V-^?-r, 

sowie  auch  die  durch  die  Integration  daraus  zu  erhaltende  Frodukt- 
entwicklnng  fOr  sinz: 

^"--ZT'('-^)«--J7(i-S)- 

Andererseits  läßt  sich  aber  letztere  Prodaktentwicklung  direkt  auf- 
stellen, woraus  dann  umgekehrt  jene  Reihenentwicklungen  abgeleitet 
werden  können.  Zu  dieser  Betrachtung  wollen  wir  uns  jetzt  hin- 
wenden. 

Produktentwicklung  fQr  sinz.  Wir  gehen  wieder  vom  Moivre- 
achen  Satze  aus,  wonach 

sin  nt^)  =  G(aioifi),  «t  —  2ft  +  1, 

ist,  und  zerlegen  das  Polynom  rechter  Hand,  ähnlich  wie  vorhin,  in 
lineare  Faktoren: 

G  (sin  <p)  —  C  I  1  (sin  ip  —  sin  —1  ■ 

Zur  Bestimmung  des  Faktors  C  dividieren  wir  beiderseits  durch  ip 
und  lassen  dann  ip  gegen  0  abnehmen.    So  kommt: 

m-cj7'(-sm'^), 

wobei  der  am  Prodnktzeicben  angebrachte  Strich,  wie  flhlich,  anzeigt 
daß  der  Wert  k  —  0  abergangen  werden  soll.  Indem  wir  noch  tnqi  —  x 
setzen,  erhalten  wir  die  endgültige  Formel: 

-  am  Ziele  gewesen,  denn  der  all- 
fenbar  1  —z/ka  resp.  1  —  «•/A*»'. 
,   daß  das  Produkt   der  Grenzwerte 
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der  Faktoren  konvergiert,  und  zwar  gegen  denselben  Grenzwert  wie 
das  Produkt  der  von  m  abhängigen  Faktoren.  Beides  wird  in  ganz 
ähnlicher  Weise,  wie  im  Falle  der  Reihenentwicklung  für  cotic,  ver- 
möge des  vorstehenden  Theorems  bewiesen.  Die  Durchführung  der 
Einzelheiten  wird  dem  Leser  überlassen. 

Definition  der  Exponentialfunktion  vermöge  des  Grenz- 
wertes 

lim(l+^r. 


msoe 


Auf  Grund  des  obigen  Konvergenztheorems  beweisen  wir  zuerst,  dafi 

lim(l+^)'"=l+a:+|;  +  f;  +  ... 

ist,  woraus  sich  dann  die  Ableitung  der  Grenzfunktion  sofort  be- 
rechnet.   Setzt  man  femer 

(>+=r(i+-*r-[i+r4'+sor 

und  wendet  man  jenes  Theorem  auf  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung, 
nachdem  sie  erst  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  entwickelt  ist,  von 
neuem  an,  so  ergibt  sich,  daß  die  Grenzfunktion  das  Additionstheorem 

zuläßt.  Hiermit  ist  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  Exponential- 
funktion und  des  Logarithmus  wieder  auf  eine  andere  Weise  geschaffen 
(vgl.  §  9,  e)). 

Aufgabe.     Indem    man   vom   Moivreschen   Satze    ausgeht    und 
m(p  =  X  setzt: 

„,    i  X    .     X        m(m  —  1)  (m  —  2)         _    .  a;    .   •  «    , 

sma;=  mcos*"^-   sin —- cos"*"'  —  sm' — h 

m         m  3 !  mm' 

„  X       mCm  —  1)         ^    9  X    .   a  X    , 
cosa:  =  cos"* -^ .-      cos*""'  — sm* h  •  •  •, 


•    • 


m  2 !  mm 


leite  man  durch  den  Grenzübergang  m  ^  oo  die  Taylorschen  Reihen 
für  sinx  und  cosrc  her. 


Vierter  Abschnitt. 


Das  logarithmische  Potential.    Uniformisierang. 

Dreizehntes  Kapitel. 
Ornndlageii  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials. 

§  1.    Physikalisohe  Grundlagen. 

Durch  verschiedene  Probleme  der  mathematischen  Physik  war 
man  schon  früh  auf  harmonische  Funktionen  geführt  worden,  d.  h.  auf 
Funktionen,  die  der  Laplaceschen^)  Differentialgleichung: 


dx' 


dz' 


mAi 


Genüge  leisten.    Diese  Probleme  wollen  wir  vorerst  der  Reihe  nach 
besprechen. 

a)  Stationäre  Wärmesbrömungen. 

Wir  denken  uns  eine  metallne  Platte,  deren  Hauptbegrenzungs- 
flächen aus  zwei  parallelen  Ebenen  bestehen.  Die  Ausdehnung  dieser 
Flächen  soll  groß  im  Vergleich  zur  Dicke  der  Platte  sein. 
Wir  wollen  die  eine  Seite  auf  die  Temperatur  100®  brin- 
gen, indem  wir  Dampf  dagegen  strömen  lassen,  während 
die  andere  Seite  mittels  schmelzenden  Schnees  auf  0®  er- 
halten wird.  Dann  findet  zunächst  ein  unregelmäßiger 
j^^ — j^ — 1^.     Wärmeaustausch   statt,    welcher   alsbald    einen   bestimmten 

Grenzzustand  immer  noch  mehr  anstrebt.  Faßt  man  einen 
im  mittleren  Teil  der  Platte  gelegenen  Bereich  ins  Auge, 
so  werden  die  Strömungslinien  dort  beim  Grenzzustande  an- 
nähernd gerade,  —  im  Falle  sich  die  Platte  nach  allen 
Richtungen  hin  ins  Unendliche  erstreckt,  so  werden  diese 
Linien  ja  wirklich  gerade  sein,  —  während  die  Tempera- 
tur u  in  einem  inneren  Punkte  P  im  direkten  Verhältnisse 
zur  Entfernung  x  dieses  Punktes  von  der  wärmeren  Seite  abfällt: 

1)  Bei  Laplacc  kommt  die  Differentialgleichang  in  Polarkoordinaten  als 
Bedingung  für  das  Potential  einer  Massenverteilang  in  den  Histoires  der  Pariser 
Akademie  1782  [85],  S.  135  =  Oeuvres,  Bd.  10,  S.  302  vor.    Später  gab  er  auch 


VTÄ 


Fig.  122 
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w  =  100 -100  '^, 

wo  a  die  Dicke  der  Platte  bedeutet.  Wie  man  sieht,  ist  u  eine  har- 
monische Funktion. 

Die  Wärmemenge,  welche  einen  ebenen  innerhalb  der  Platte  ge- 
legenen Bereich  6  vom  Flächeninhalt  A  in  der  Zeiteinheit  passiert, 
werde  mit  Q  bezeichnet,  unter  einer  isotropen  Platte  von  konstanter 
innerer  Wärmeleitungsfähigkeit  K  versteht  man  eine  solche,  wofür  Q 
beim  Grenzzustande  nur  von  A,  a,  K  und  von  der  Richtung  einer 
Normale  von  <y,  sonst  aber  nicht  von  der  Gestalt  und  Lage  von  6 

abhängt,  und  zwar  so,  daß 

^       Kä  cos  ö 
V  "^        ä 

wird,  wo  ö  den  Winkel  zwischen  der  Strömungsrichtung  und  der 
Normale  bedeutet.  Wir  werden  uns  übrigens  auf  solche  isotropen  Sub- 
stanzen beschränken.  Für  den  einen  Sinn  der  Normale  wird  Q  eine 
positive,  für  den  entgegengesetzten  Sinn  eine  negative  Größe  sein. 
Dem  entspricht  die  Auffassung,  daß  die  Wärmemenge  Q  als  positiv  oder 
negativ  angesehen  werden  soll,  je  nachdem  die  Wärme  nach  derjenigen 
Seite  hin  strömt,  oder  nicht,  nach  welcher  die  Normale  zeigt.    Be- 

zeichnet  man  mit  x—  die  nach  der  ßichtuiig  der  Normale  gebildete 
partielle  Ableitung  von  u,  so  ist  o-  = ;  und  wir  haben: 

^  dn 

Ein  allgemeines  Problem  der  stationären  Wärmeströmung  ist  nun 
folgendes.  Man  denke  sich  irgend  einen  Wärme  leitenden  Körper, 
dessen  Oberfläche  Wärme  zugeführt  bzw.  abgezogen  wird  und  zwar 
80,  daß  die  Temperatur  in  jedem  einzelnen  Punkte  der  Oberfläche  in 
Bezug  auf  die  Zeit  konstant  bleibt.  Die  Verteilung  der  Temperatur 
auf  der  Oberfläche  soll  im  allgemeinen  eine  stetige  sein,  in  vereinzelten 

die  im  Texte  stehende  Form  derselben  für  rechtwinklige  Koordinaten,  ibid.  1787 
[89],  S.  252  =  Oeuvres,  Bd.  11,  S.  278.  Die  Differentialgleichung  tritt  bereits  bei 
Lagrange  in  einer  hydrodynamischen  Untersuchung  auf,  Miscdlanea  Tawri- 
nensia,  Bd.  3  (1760/61)  Nr.  42  =.  Werke,  Bd.  1,  S.  444.  Weitere  Zitate  bei  Burk- 
hardt  und  Meyer,  Enzyklopädie,  IIA  7b,  Nr.  2. 

Die  Bezeichnung  harmonische  Funktion  rührt  von  Thomson  und  Tait  her. 
Natural  Philosophy,  1873,  Appendix  B,  b.  Vgl.  auch  Burkhardt  und  Meyer 
ibid. 

Hinsichtlich  der  Literatur  dieses  Kapitels  sei  allgemein  auf  den  Bericht 
von  Burkhardt  und  Meyer,  Enzyklopädie,  IIA  7b,  verwiesen. 
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Punkten  und  längs  gewisser  Kurven  darf  jedoch  eine  ünstetigkeii 
eintreten.  Die  Temperaturwerte  am  Rande  seien  mit  TT  beseiduiet. 
Eine  Wärmeströmung  tritt  nun  ein.  Beim  weiteren  Verlauf  derselben 
wird  ein  stationärer  Stromungszustand  angestrebt,  welcher,  wie  folg^ 
charakterisiert  ist:  würde  man  alle  Punkte  des  Körpers  gleichzeitig 
auf  die  angestrebte  Temperatur  bringen,  so  würden  sie  diese  Tempe- 
ratur auch  weiterhin  beibehalten,  und  die  Strömnngslinien  würden 
sich  nicht  mit  der  Zeit  ändern.  Bezeichnet  man  noch  mit  u  den  Wert 
der  Temperatur  beim  stationären  Strömungszustande,  so  ist  u  eine  im 
ganzen  Körper  stetige  Funktion,  welche  sich  den  Randwerten  U  stetig 
anschließt  und  im  Innern  des  Körpers  harmonisch  ist: 

Au=3— i+y  ,  +  — ,  =  0. 

dx^      öy^      c  z^ 

Der  Beweis  der  letzten  Behauptung  stützt  sich  auf  folgende 

Physikalische  Hypothese.  Ist  Z  eine  IdiAige^  im  Bereiche 
einer  stationären  Strömung  gelegene  berandete  oder  geschlossene  Fläche^ 
und  bezeichnet  man  die  partielle  Ableitung  der  Temperatur  u  nach  der 
Normale  mit  cu/cn,  so  wird  die  Wärmemenge  Qy  welche  £  in  der 
Zeiteinheit  passiert,  durch  das  über  die  ganze  I lache  hin  erstreckte 
Doppelintegral 

«  —  ^fJrJ' 

dargestellt. 

Ist  2^  insbesondere  eine  geschlossene,  keine  Begrenzungsfläche 
oder  sonstige  Randpunkte  des  Körpers  umfassende  Fläche,  so  ver- 
schwindet Q,  und  man  erhält  mithin  die  Relation: 


Jj 


Aus  dem  Greenschen  Satze: ^) 


1)  Der  Gedanke  f  Kaumintegrale  durch  Oberflächenintegrale  anszudrücken» 
tritt  Bchon  bei  Lagrange  auf»  Miscellanea  Taurinefisia,  Bd.  2  (1760/61)  Nr.  45 
=  Oeuvres^  Bd.  1,  S.  2G3,  und  war  auch  Gauß  geläufig,  Commeniationes  soc.  reg, 
sei.  Gott  rec,  Bd.  2  (1813)  =  Werke,  Bd.  5,  S.  1.  Auf  die  prinzipielle  Bedeutung 
der  Methode  ist  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  erst  durch  Green  ge- 
lenkt worden,  welcher  das  Verfahren  mit  vollem  Bewußtsein  an  die  Spitze  seiner 
Untersuchungen  über  die  Elektrizität  und  den  Magnetismus  stellte;  An  Essay 
on  the  Application  of  MatJiematical  Analysis  io  the  Theories  of  Electrieity  and 
Magnetimn,  1828  =  Mathematical  Papers,  S.  1.    Insbesondere  leitete  Green  die 


§  1.   Physikalische  Grundlagen.  601 

wobei  sich  n  auf  die  innere  Normale  bezieht,  ergibt  sich  dann  zu- 
nächst der  Beweis  für  die  Notwendigkeit  der  Bedingung.  Würde 
nämlich  die  stetige  Funktion  Au  in  einem  inneren  Punkte  von  8 
etwa  einen  positiven  Wert  annehmen ,  so  könnte  man  diesen  Punkt 
mit  einer  kleinen  geschlossenen  Fläche  umgeben,  in  deren  Innerm  Au 
durchweg  positiv  bleibt,  und  das  dreifache  Integral  würde  dann  für 
das  Innere  dieser  Fläche  nicht  verschwinden. 

Um  zweitens  zu  beweisen,  daß  die  Bedingung  hinreicht,  erweitern 
wir  vor  allem  die  obige  physikalische  Hypothese,  indem  wir  sagen: 
Bei  einer  beliebigen  Wärmeströmung  wird  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  die  Wärme  eine  gegebene  Fläche  U  passiert,  d,  h.  die  nach  der 
Zeit  genommene  Ableitung  der  die  Fläche  Zi  passierenden  Wärmemenge  Q 
durch  die  Formel  gegeben: 


d 

d 


^-'fßy^' 


wobei  Q  also  jetzt  die  Wärmemenge  bedeutet,  welche  in  der  ver ander- 
liehen  Zeit  t  durch  2  hindurch  fließt. 

Hierzu  tritt  noch  ein  zweites  physikalisches  Gesetz.  Wird  eine 
Substanz  der  hier  zu  betrachtenden  Beschaffenheit  mit  dem  Baum- 
inhalte V  von  der  Temperatur  u  auf  die  Temperatur  u  gebracht,  so 
wird  die  dazu  verbrauchte  Wärmemenge  Q  durch  die  Formel 

Q^C{u'-^u)V 

gegeben,  wo  G  eine  der  besonderen  Substanz  eigene  physikalische 
Eonstante,  ihre  sogenannte  spezifische  Wärme  in  bezug  auf  das  Volu- 
men bedeutet.    Wir  beschränken  uns  nämlich  auf  solche  Substanzen, 


Identität  her,  —  nnd  hierin  bestand  eben  seine  spezifische  Leistung,  — 


///' 


uA.-»A«)dF=-JJ(u|-;-.|j)iS. 


(1 
Zum  Beweise  [derselben  verschaffte  er  sich  durch  partielle  Integration  den  Hilfssatas 

wobei  14,  V  zwei   beliebige  Funktionen  sind,  welche  nebst  ihren  partiellen  Ab- 
leitungen der  beiden  ersten  Ordnungen  im  abgeschlossenen  Bereiche  V  stetig  sind. 
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wofür  C  eine  Eonstante  ist  Dieses  Gesetz  wird  dann  auf  den  Fall 
ausgedehnt,  daß  die  Temperatur  u  bzw.  u  eine  beliebige  stetige 
Funktion  des  Ortes  ist,  und  lautet  dann  folgendermaßen: 


£^Q^cJfJ(u'-^u)dr, 


wo  AQ  der  Zuwachs  der  Wärmemenge  ist.    Endlich  hänge  u  auch 
Yon  der  Zeit  t  ab,  u  (x,  y,  £f,  i).    Dann  ist  nach  dem  Mittelwertsatz 

u'  -  M  -  u,(Xy  y,  z,  ^0  +  ö AO  A«,  0  <  ö  <  1, 

und  man  erhält  somit  als  physikalisches  Gesetz: 


dt 


-^ffß"'^' 


wo  Q  (resp.  Q  +  const.)  die  zu  einer  veränderlichen  Zeit  ^  in  F  ent- 
haltene Wärmemenge  bedeutet. 

Im  Falle  einer  geschlossenen  Fläche  haben  diese  beiden  Größen 
cQ/dt  den  gleichen  Wert.  Mittels  des  Greenschen  Satzes  wollen  wir 
noch  die  erste  derselben  umformen.    So  kommt: 


Hieraus  folgt,  daß 


?g^-  -  X  /  /  /  AudV. 


V 


ist,  wobei  V  ein  beliebiger,  ganz  im  Räume  der  Wärmeströmung  ge- 
legener Bereich  ist.  Demnach  muß  der  Integrand  in  jedem  Punkte 
jenes  Raumes  verschwinden,  und  daher  ist^) 


bi  ^  C 


Aus  diesem  Resultat  erhellt  sofort,  daß  die  Laplacesche  Glei- 
chung Au  =  0  eine  hinreichende  Bedingung  für  eine  stationäre  Strö- 


1)  Fourier,  Ihe'orie  analytique  de  la  chaleur,  1822,  Nr.  128  =?  Oeuvres^ 
Bd.  1,  S.  105.  Von  seinen  Untersuchungen  über  die  Wärme  hat  Fourier  bereits 
im  Jahre  1807  der  Pariser  Akademie  eine  erste  Mitteilung  gemacht,  und  das 
Manuskript  einer  ausführlichen  Darlegung  seiner  Theorie  ist  auch  im  Jahre  1811 
bei  ihr  deponiert  worden.  Dieses  Manuskript,  welches  mit  dem  ersten  Teil  des 
oben  genannten  Werkes  im  wesentlichen  identisch  war,  ließ  Fourier  1824  drucken. 
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mung  ist.  Aber  auch  für  die  notwendige  Bedingung  liefert  diese 
Formel  einen  direkten  Beweis,  welcher  schärfer  als  der  vorhin  ge- 
gebene ist.  Unter  den  allgemeinen  Wärmeströmungea,  wofür  also  die 
Temperatur  u  von  allen  vier  Größen  x,  y,  z,t  abhängt,  werden  näm- 
lich die  stationären  Strömungen  dadurch  ausgezeichnet,  daß  u  in 
einem  beliebigen  Punkte  des  Körpers  sich  nicht  mit  t  ändert,  d.  h. 
es  ist  hier  durchweg 

dt       ^' 

Der  zweidimensionale  Fall,  Für  die  Funktionentheorie  kommt  nur 
der  Fall  einer  zweidimensionalen  Bewegung  in  Betracht.  Darunter 
versteht  man  folgendes.  Wir  denken  uns  den  Körper,  in  welchem 
die  Wärmeströmung  stattfinden  soll,  als  einen  unendlich  langen  Zy- 
linder, dessen  rechtwinkliger  Querschnitt  aus  einer  bzw.  aus  mehreren 
geschlossenen  Kurven  bestehen  soll.  Auf  der  Oberfläche  soll  die  Tem- 
peratur in  allen  Punkten  ein  und  derselben  Erzeugenden  stets  den 
nämlichen  Wert  haben,  sonst  aber  beliebig  vorgeschrieben  werden,  so- 
fern man  sie  nur  im  allgemeinen  als  stetig  annimmt.  Es  gibt  dann 
stets  einen  entsprechenden  stationären  Strömungszustand,  wobei  der 
Wert  der  Temperatur  in  jedem  Punkte  ein  und  derselben  innerhalb 
des  Körpers  befindlichen,  den  Erzeugenden  parallelen  Geraden  auch 
stets  konstant  bleibt.  Wählt  man  als  ^er-Achse  eine  den  Erzeugenden 
parallele  Gerade,  so  verschwindet  damit  du/dz,  und  die  Laplacesche 
Differentialgleichung  nimmt  also  die  Form  an:  ^ 

Eine  dieser  Differentialgleichung  genügende  Funktion  nennt  man  ein 
logarithmisches  Potential^  während  eine  allgemeine  von  allen  drei  Argu- 
menten X,  t/,  z  abhängige  harmonische  Funktion  wohl  als  ein  Newton- 
sches  Potential  bezeichnet  wird.^) 

1)  C.  Neumann,  Journ.  für  Math.,  Bd.  69  (1861),  S.  336.  —  Der  Beleg 
für  die  Behauptungen  des  Textes  besteht  im  Ezistenzbeweis  für  eine  Lösung  der 
mit  zwei  Veränderlichen  x,  y  geschriebenen  Laplaceschen  Gleichung,  welche  am 
Hände  des  durch  die  (x^  f/)-Ebene  gebildeten  Querschnitts  des  Zylinders  vorge- 
schriebene Werte  annimmt,  vgl.  Kap.  14.  Interpretiert  man  nun  die  also  ge- 
wonnene Funktion  von  x,  y  als  eine  Funktion  aller  drei  Veränderlichen  x,  i/,  z, 
so  hat  man  offenbar  ein  Raumpotential  vor  sich. 

Es  wäre  indessen  ein  Irrtum  zu  glauben,  daß  die  Lösung  des  dreidimen- 
sionalen Problems  in  diesem  Falle  durch  die  genannten  Randbedingungen 
eindeutig  bestimmt  wäre.  In  der  Tat  gibt  es  im  Falle  eines  Kreiszylindere 
r  =  }/ic' +  y*  =  1  noch  unendlich  viele  andere  Lösungen,  welche  zum  Teil  aus 
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Anstatt  den  Körper ,  in  welchem  die  Wirmestromnng  Tor  sich 
gehen  soll,  als  einen  onendlich  langen  Zylinder  za  denken,  kann  man 
sich  auch  auf  eine  dünne  Platte  oder  Lamelle  besehnnken,  welche 
durch  zwei  ideale,  zu  den  Erzeugenden  senkrechte  Ebenen  ans  dem 
Zylinder  ausgeschnitten  wird.  Durch  diese  beiden  B^^renzongsflachen 
der  Lamelle  wird  dann  kein  Wärmeanstausch  stattfinden.  Es  würde 
also  an  dem  stationären  Strömungszustande  innerhalb  der  Platte 
nichts  ausmachen,  wenn  diese  Oberflächen  von  Yomherein  mit  einer 
Masse  umgeben  würden,  welche  keine  Wärme  durchläßt,  während  am 
übrigen  Rande  die  gleichen  Bedingungen  wie  im  Falle  des  unendlichen 
Zylinders  herrschen.  Erstreckt  man  nun  das  Flachenintegral  über 
einen  beliebigen  geschlossenen  Zylinder,  dessen  Erzeugende  denjenigen 
der  Platte  parallel  laufen,  so  reduziert  sich  das  Flächenintegral  sofort 
auf  ein  Kurvenintegral,  und  zwar  wird 


Jly"o. 


WO  C  der  Schnitt  der  {x,  y)-Ebene  mit  dem  betreffenden  Zylinder  ist. 

Die  Gleichung 

u  ==^  consi 

definiert  eine  Schar  sogenannter  isothermischer  oder  ^iveaukurven.  Die 
zu  denselben  rechtwinklige  Schar  gibt  die  Strömungslinien  ab  und 
wird,  wie  folgt,  erhalten.  Wir  wollen  Yorläufig  annehmen,  daß  der 
Bereich  5,  in  welchem  das  logarithmische  Potential  betrachtet  wird, 
einfach  zusammenhängt  und  im  Endlichen  liegt.  Seien  (a,  b)  und 
(x,  y)  zwei  Punkte  desselben,  welche  wir  durch  eine  reguläre  Kurve  L 
miteinander  verbinden.  Unter  der  Wärmemenge,  welche  L  in  der 
Zeiteinheit  passiert,  verstehen  wir  zunächst  diejenige  Menge,  welche 
im  dreidimensionalen  Falle  die  auf  L  errichtete,  zwischen  den  Ebenen 
jgr  =  0  und  z  =  1  gelegene  Zylinderfläche  passiert,  um  nun  nachträg- 
lich alles  in  die  Ebene  ;2r  =  0  zu  verlegen  und  uns  die  Vorstellung 
einer  bloß  in  dieser  Fläche  stattfindenden  Wärmebewegung  zu  bilden. 
Indem  wir  zum  dreidimensionalen  Falle  zurückgreifen,  wird  die  Wärme- 
den Funktionen 

bestehen,  wobei  X  eine  positive  Wurzel  der  B  es  sei  sehen  Funktion  J^^ipc)  ist. 

Fügt  man  noch  die  Forderung  hinzu,  daß  das  Raumpotential  im  Zylinder 
endlich  bleibe,  so  wird  das  wahrscheinlich  genügen,  um  ein  logarithmisches 
Potential  zu  sichern. 

Ähnliches  gilt  auch  von  den  am  Eingang  des  Paragraphen  betrachteten 
Wärmeströmungen. 
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menge  v,  welche  jene  Zylinderfläche  in  der  Zeiteinheit  passiert,  durch 
das  Integral 


erstreckt  über  die  Kurve  L,  gegeben,  und  nun  denken  wir  uns  wieder 
einmal  alles  in  die  {x,  y)-Ebene  verlegt,  wobei  also  jetzt  die  die 
Kurve  L  passierende  Wärmemenge 
durch  das  vorstehende  Integral  definiert 
wird.  Dabei  ist  diejenige  Normale  ge- 
meint, welche  so  gegen  die  positive 
Tangente,  wie  die  positive  y-  gegen  die 
positive  rc- Achse  orientiert  ist.  Und  nun 
erkennen  wir,  daß  diese  Wärmemenge 
V  allein  von  den  Endpunkten  (a,  b) 
und  (Xy  y)y  nicht  aber  von  der  dieselben 
verbindenden  Kurve  L  abhängt.  In  der 

Tat  sei  L'  eine  zweite  solche  Kurve,  und  sei  v  die  entsprechende 
Wärmemenge.  Dann  beweist  man,  daß  v^v  ist,  indem  man  die- 
selbe Überlegung  wie  in  Kap.  4,  §  2  beim  Beweise  des  1.  Satzes  anstellt. 
Im  übrigen  werden  wir  meist  K=^\  setzen. 

Das  vorstehende  Integral  wollen  wir  noch  einer  leichten  Um- 
formung imterwerfen.  Bezeichnet  man  mit  v,  x  den  Winkel  zwischen 
der  gemeinten  Normale  resp.  der  positiven  Tangente  und  der  positiven 
a:- Achse,  so  ist  v  =  x  -\-  n/2,  und  wir  haben: 

du        du  ,    du    .  du    .         ,    du 

o     =  1^—  cos V  +  r,—  smv  ^  '-  -2—  sm  T  +  ^     cos x . 

dn       ex  dy  ex  dy 


Fig.  12S. 


Demnach  wird 


(a,  6) 


^^  +  l!!-^y- 


Nun  fällt  aber  dieses  Integral  unter  den  Tj^^ub  J  Pdx -{- Qdy, 
Kap.  4,  §  2,  und  da  sein  Wert  nicht  vom  Integrationswege  abhängt, 
so  muß,  dem  3.  Satze  jenes  Paragraphen  gemäß, 


c*u 

d'y' 


d^u 


sein.    Hiermit  haben  wir  also  eine  Bestätigung  resp.  einen  neuen  Be- 
weis der  Tatsache,  daß  die  Funktion  u  harmonisch  ist. 
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Des  weiteren  folgt  aus  demselben  Satze,  daß 

dv  _       du  dv       du 

dx~       dy'  dy       dx 

ist.  Das  sind  aber  nichts  anderes  als  die  Gauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen,  womit  denn  auch  Anschluß  an  die  Funktionen- 
theorie erreicht  wird.   Hierin  liegt  zugleich  der  Beweis,  daß  die  beiden 

Euryenscharen 

u  =  const.,  V  =  const., 

rechtwinklig  gegeneinander  sind,  denn  man  hat  offenbar 

du  dv 

d_x dy_ 

du  dv 

d  y  dx  nf 

Die  solchergestalt  erhaltene  Funktion  t;  heißt  zu  u  Tconjugiert. 
Gleich  einer  Konstanten  gesetzt,  liefert  v  die  Strömungdinien  der 
Wärmebewegung.  Wie  man  sieht,  genügt  auch  v  der  Laplaceschen 
Differentialgleichung  At?  =  0,  und  femer:  ist  v  konjugiert  zu  u,  so 
ist  —  u  wieder  konjugiert  zu  v.  Hieraus  geht  herror,  daß  jede  Lö- 
sung eines  Wärmeströmungsproblems  die  Lösung  eines  zweiten  solchen 
Problems  mit  sich  führt,  welche  durch  Vertauschung  der  isothermi- 
sehen  und  der  Strömungslinien  erhalten  wird. 

b)  Stationäre  Elektrizitätsströmungen. ^) 

Das  Problem  der  Strömung  von  Elektrizität  in  einem  Leiter  ist 
mit  den  soeben  besprochenen  Problemen  der  Wärmeleitung  vom 
mathematischen  Standpunkte  aus  betrachtet  im  wesentlichen  identisch. 
Man  braucht  nur  im  vorhergehenden  die  Wörter  Wärme  und  Tcm- 
peratur  durch  Elektrieiiät  bzw.  Potential  zu  ersetzen. 

c)  Strömung  einer  inkompressibelen  Flüssigkeit.^) 

Hier  woUen  wir  uns  von  vornherein  auf  den  zweidimensionalen 
Fall  beschränken,  wobei  also  die  Flüssigkeit  zwischen  zwei  parallelen 
Ebenen  strömen  soU  und  zwar  so,  a)   daß   die  Bahnkurve  jedes  ein- 


1)  Im  Anschhiß  an  Ohm,  welcher  1827  das  Gesetz  der  stationären  Strö- 
mung von  Elektrizität  in  Drähten  veröfFentlicht  hatte,  erkannte  Kirchhoff,  daft 
eine  allgemeine  dreidimensionale  stationäre  Elektrizitätsströmung  von  der  La- 
placeschen Differentialgleichung  reguliert  wird;  Ännalen  der  Physik  und  Chemie, 
Bd.  75  (1848),  S.  189  =  Gesammelte  AhhancUungen,  S.  36. 

2)  Man  vergleiche  das  Zitat  auf  Lagrange  am  Eingang  dieses  Paragraphen. 
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zelnen  Punktes  der  Flüssigkeit  in  einer  den  Begrenzungsebenen  paral- 
lelen Ebene  liegt;  b)  daß  je  zwei  zu  irgend  einem  Zeitpunkte  in  ein 
und  derselben,  zu  den  Begrenzungsebenen  senkrechten  Geraden  be- 
findliche Punkte  immer  noch  in  einer  solchen  Geraden  bleiben.  Die 
Bewegung  aUer  auf  einer  solchen  Geraden  gelegenen  Punkte  der 
Flüssigkeit  wird  also  durch  die  Bewegimg  eines  einzigen  derselben^ 
etwa  durch  diejenige  des  Schnittpunktes  der  Geraden  mit  einer  der 
Begrenzungsebenen,  yoUständig  dargestellt.  In  dieser  Ebene  legen 
wir  daher  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  zugrunde  und  be- 
zeichnen die  Geschwindigkeitskomponenten  des  Punktes  {x,  y)  längs 
der  Koordinatenachsen  bzw.  mit  X,  F.  unter  einem  stationären 
Strömungszustande  versteht  man  hier  einen  solchen,  bei  welchem 
X,  Y  nur  yon  x,  y,  nicht  aber  von  der  Zeit  abhängen.  Wir  wollen 
uns  auf  solche  Strömungen  beschränken  und  außerdem  noch  voraus- 
setzen, daß  die  Dichte  q  der  Flüssigkeit  konstant  sei.  Es  handelt 
sich  nämlich  um  die  Bewegung  inkompressibeler  Flüssigkeiten.  Als 
zweidimensionale  Dichte  6  bezeichnen  wir  dann  das  Produkt  6  ^hg, 
wo  h  den  Abstand  der  beiden  Begrenzungsebenen  voneinander  be- 
deutet. Im  Bereiche  der  Strömung  denke  man  sich  eine  Zylinder- 
fläche S,  deren  Erzeugende  auf  der  Koordinatenebene  senkrecht  stehen 
und  diese  Ebene  in  einer  Kurve  C  schneiden.  Bei  geeigneten  Stetig- 
keitsvoraussetzungen bezüglich  der  Funktionen  X,  Y  ergibt  sich  dann, 
daß  die  Flüssigkeitsmenge  Q,  welche  S  in  der  Zeiteinheit  passiert 
durch  das  Integral  dargestellt  wird: 


Q^öfxdy-^Ydx. 


Ist  C  insbesondere  eine  beliebige  geschlossene  Kurve,  die  keinen 
ßandpunkt  des  Bereiches  enthält,  in  welchem  die  Flüssigkeit  strömt, 
so  verschwindet  oflFenbar  das  Integral: 


fxdy-Ydx^O. 


Und  umgekehrt:  sind  X,  Y  zwei  Funktionen  von  Xj  y,  wofür  dieses 
Integral  über  jede  solche  Kurve  hin  erstreckt  verschwindet,  so  bleibt 
die  innerhalb  der  Kurve  befindliche  Flüssigkeitsmenge  konstant,  und 
es  entspricht  mithin  diesen  Funktionen  als  Geschwindigkeitskompo- 
nenten eine  stationäre  Strömung.  Für  das  Verschwinden  des  Integrals 
ist  aber  nach  Kap.  4,  §  2  notwendig  und  hinreichend,  daß  X,  Y, 
welche  als  stetige,  mit  stetigen  Ableitungen  erster  Ordnung  versehene 
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Fonktioiieii  toh  Xj  y  Tomugeaetzt  werden  solleii,  der  Bedingmig  ge- 
nfigen: 

(1)  t^  +  ^J^o, 

Im  fibrigen  werden  die  Bahnkorren  der  Bewegoi^  durch  die 
Differentialgleichung  gegeben: 

«Jy  _  r 
dz       x' 

Da  nan  das  Integral 

(*.f) 

J^l'Xdy-Tdx, 

fa.6) 

wenigstens  in  einem  endlichen  einfach  zusammenhangenden  Bereiche, 
Tom  Integrationswege  unabhängig  ist  und  überdies  eine  Funktion  de- 
finierty  wofür 

r^ —  ***  —    ^  f  ö —  ^   "**■ 

ist,  so  werden  jene  Stromungslinien  auch  durch  die  Kurrenschar 
J  —  consi  geliefert« 

über  die  Entfemong  der  beiden  Begrenzungsebenen  voneinander 
haben  wir  bisher  noch  keine  Voraussetzungen  gemacht  Wir  wollen 
sie  uns  Ton  jetzt  ab  als  sehr  nahe  aneinander  gelegen,  bzw.  als  eine 
unendlich  dünne  Lamelle  oder  Membran  denken.  Dies  empfiehlt  sich 
umsomehr,  da  wir  später  Strömungen  auf  krummen  und  Riemann- 
sehen  Flächen  in  Betracht  ziehen  werden. 

Es  kann  nun  vorkommen,  daß  es  eine  Funktion  u  gibt,  deren 
partielle  Ableitungen  nach  Xy  y  bzw.  mit  X,  Y  übereinstimmen: 

dx  '  cy 

Das  Integral  nimmt  dann  die  Form  an: 


/du  j         cu  j  ,     Cdu  j 


wo  n  sich  auf  die  Normale  von   C  bezieht.     Eine   solche  Funktion 
muß  wegen  (1)  der  Laplaceschen  Differentialgleichung 

*  c^u       d^u       ^ 
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genügen  und  heißt  somit  ein  Geschwindigkeitspotential.    Die  Geschwin- 
digkeit^ womit  ein  Punkt  seine  Bahn  zurücklegt^  ist 


Vm + (13 


Der  Angelpunkt  dieser  ganzen  Erörterung  über  Strömungen  in- 
kompressibler  Flüssigkeiten  liegt  nun  in  der  ümkehrung  dieses  Satzes: 
Jeder  Lösung  u  der  Laplaceschen  Differentialgleicfiung  Au  =  0  ent- 
spricht eine  stationäre  Strömung  einer  inkompressibden  Flüssigheit  von 
konstanter  Dichte  mit  Geschwindigkeitspotential  u. 

Hieran  knüpfen  wir  noch  eine  wichtige  Bemerkung:  Auf  Grund 
der  analytischen  Formeln  läßt  sich  hei  einer  stationären  Wärme-  oder 
FMdrieitätsströmung  die  Wärme  hzw,  Elektrizität  als  eine  inkompres- 
sibde  Flüssigkeit  von  konstanter  Dichte  auffassen,  welche  so  strömt, 
a)  daß  der  Bewegungszustand  stationär  bleibt;  b)  daß  überdies  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential  vorhanden  ist 

d)  Gravitation  und  statische  Elektrizität, 

nebst  Magnetismus. 

Nach  dem  allgemeinen  Newtonschen  Gravitationsgesetze  ziehen 
sich  zwei  Massenpunkte  gegenseitig  mit  einer  Kraft  an,  welche  pro- 
portional der  Masse  eines  jeden  derselben,  und  umgekehrt  proportio- 
nal dem  Quadrate  ihrer  Entfernung  voneinander  ist.  Im  zweidimen- 
sionalen Falle  wirkt  die  Kraft  dagegen  umgekehrt  proportional  der 
Entfernung.  Einem  beliebigen  Massensysteme  entspricht  eine  Funk- 
tion u,  das  sogenannte  Potential  der  Massen,  deren  partielle  Ab- 
leitung nach  einer  willkürlichen  Richtung  in  einem  außerhalb  der 
Masse  des  Systems  gelegenen  Punkte  P  den  Komponenten  der  Kraft 
nach  jener  Richtung  angibt,  womit  das  System  einen  in  P  befind- 
lichen materiellen  Punkt  von  der  Maisse  1  (den  sogenannten  Aufpunkt) 
anzieht.  Beschreibt  der  Aufpunkt  einen  beliebigen  Weg,  der  das 
System  nur  nicht  durchsetzt,  und  langt  so  im  Punkte  P'  an,  so  wird 
die  von  den  Kräften  des  Systems  geleistete  Arbeit  durch  die  Difierenz 
Up'—Up  gegeben.  Das  Potential  u  genügt  der  Laplaceschen  Glei- 
chung in  allen  außerhalb  der  Masse  des  Systems  belegenen  Punkten. 

Ähnliches  gilt  auch  für  das  Kräftefeld,  welches  durch  eine  be- 
liebige Verteilung  positiver  und  negativer  statischer  Elektrizität  er- 
zeugt wird,  sowie  für  magnetische  Kräftefelder. 

Oigood,  Fanktionentheorie,  I.  2.  Aafl.  39 
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Aufgabe.     Durch  EinAImmg  tob  PolitfkooriiBaicp  bnnp  man 


da§ 


J  cm 
anf  die  Form   /  ^^fr-^Cd^nndCTlialLesodieLaplacescIiefflcidiiuigi 


§  2.   Beiq;iiele  Ton  Stromnncen.^) 

Da  der  reelle  Teil  einer  analytischen  Funktion  der  Laplaceschen 
Gleichung  genQ^,  so  liefert  eine  solche  Funktion  die  Loenng  eines 
physikalischen  Problems  tob  je  einer  der  im  Torhergehenden  Para- 
graphen besprochenen  Klassen.  Hierzu  tritt  noch  aof  Grand  der 
letzten  Bemerkung  unter  a  >,  §  1  die  Losung  eines  zweiten  derartigen 
Problems^  wobei  die  NiTeaukurren  und  die  Strömungslinien  ihre  Rolle 

wechselu. 

Beispiel  1: 


»^ 


•«■■«•»■»>t 


*   » ■  >  I 


« » ■  ■  ♦ » 


— •-« 


1)  IT  =  /'(/)  =ar  + 6, 


^         wo  a  «^  0  und  b  reelle  Konstante  sind.    Hier  ist 


^ 


« » 


u  «  ax  -f  & 


lig.  114. 


Durch  geeignete  Wahl  Ton  a,  h  löst  man  hier- 
mit das  Problem  der  Wärmeströmung  in  einer  rechteckigen  Lamelle^ 
wobei  zwei  gegenüberliegende  Seiten  derselben  auf  die  konstante  Tem- 
peratur Uq  resp.  Mj  gebracht  und  die  beiden  anderen  Seiten  mit  einer 
adiabatischen  Substanz  begrenzt  sind.  Dieser  Fall  deckt  sich  mit  der 
am   Eingange  des  §  1   besprochenen  Strömung. 

Beispiel  2: 

V  =  —  a  log  z  +  (b  +  ci)y     also     m  ==  —  a  log  r  +  t. 

Durch  diese  Funktion  wird   das  Problem  der  Verteilung   der  Tempe- 
ratur in  einem   dicken  Dampf  röhre  gelöst.     Teilt   man  die  DifiFerenz 

1;  Man  v;^l.  Klein,  I'bcr  lUemanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
und  ihrtr  InlffjraU,  Leipzig  1882.  Kircbhoff  hat  bereits  als  Student  die  Strö- 
mung von  Elektrizität  in  kreisförmigen  Platten  experimentell  untersucht;  Poggen- 
dorff,  Ann.  der  Physik  u,  Chemie,  (3)  4  =  64  (1845),  S.  497.  Im  Anschluß  daran 
seh«;  man  H.  O.  Peirce,  Proceedings  of  the  Atner.  Acad.  of  Arts  and  Sei.,  26 
(IHOl^,  p.  218,  wo  weitere  Literaturangaben  sich  finden. 
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lij  —  «0  in  n  gleiche  Teile   und  bezeichnet   man  die  Radien  der  ent- 
sprechenden isothermischen  Flächen  resp.  mit 

Po-»"!!.   ei>---P,-i-   e»-»-!. 

so  bilden  diese  Größen  eine  geometrische  Reihe. 

Insbesondere  kann  man  den  Radius  r^  des  inneren  Kreises  yer- 
schwindend  klein  denken,  ohne  daß  dadurch  der  Strömungszustand 
außerhalb  einer  bestimmten  Umgebung 
des  Punktes  gestört  wird.  Man  gelangt 
so  zum  Begriffe  einer  Pu^cigudle,  aus 
welcher  die  Wärme  hervorströmt.  Die 
Ergiehiglceit  derselben  soll  durch  das 
Integral 

""ds, 


V^ 


wobei  sich  n  anf  die  innere  Normale  der 
Kurve  C  bezieht,  also  hier  durch 


Ifjrde-a 


definiert  werden  und  kann  sowohl  positiv  als  negativ  ausfallen. 

Läßt  man  andererseits  den  äußeren  Kreis  unendlich  werden,  so 
entsteht  eine  Strömung  ins  Unendliche,  welche  auf  der  Kugel  |bequem 
zu  übersehen  ist.  Da  nämlich  die  stereographische  Projektion  eine 
konforme  Abbildung  ist  und   da   femer   eine  harmonische  Funktion 


Flg.  \ti%.  Flg.  IStb. 

gegenüber  einer  solchen  Transformation  invariant  bleibt'),  so  geht  u 

1)  Der  Satz  wird  für  ebene  konfoims  Abbilduof^n  im  folgenden  Para- 
graphen bewiesen;  er  gilt  aber  ancb  für  krumme  Flächen,  wenn  eio  konform 
aufeinander  bezogen  werden. 
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in  eine  Funktion  auf  der  Kugel  über;  welche  derjenigen  elektrischen 
Strömung  entspricht^  die  entsteht^  wenn  die  beiden  Pole  eines  galva- 
nischen Elements  resp.  an  zwei  einander  gegenüberliegenden  Punkten 
einer  leitenden  Eugelfläche  aufgesetzt  werden.  Dabei  strömt  die 
Elektrizität  längs  der  Längenkreise,  während  das  Potential  längs  der 
Breitenkreise  konstant  bleibt. 

Mittels  des  imaginären  Teils  der  Funktion: 

V  =  —  ad  +  Cy 

erhält  man  noch  die  Lösung  eines  zweiten  in  Fig.  126  b  angedeuteten 
Problems.  Um  diese  Strömung  auf  elektrischem  Wege  zu  realisieren, 
kann  man  den  Strömungsbereich  aus  einer  dünnen  metallnen  Platte, 
etwa  aus  Staniol  schneiden  und  die  Ränder  AB  und  CD  derselben 
mit  zwei  dicken  Stücken  Kupfer  in  Verbindung  setzen,  an  welch  letz- 
teren man  dann  die  beiden  Pole  eines  galvanischen  Elements  aufsetzt. 
Auch  hier  kann  man  den  Bereich  der  entsprechenden  Strömung  auf 
der  Kugel  unbegrenzt  erweitern,  indem  man  die  schlichte  Kugel  durch 
eine  unendlich  vielblättrige  Riemannsche  Kugel  mit  Windungspunkten 
in  den  beiden  Polen  ersetzt.  Da  es  sich  nämlich  hier  weniger  um 
die  mathematische  Physik  als  um  die  physikalische  Mathematik  handelt, 
so  bietet  die  Vorstellung  einer  Strömung  in  einer  mehrfach  über- 
deckten Fläche  keine  Schwierigkeit.  Man  kann  die  Strömung  aber 
auch  auf  der  schlichten  Kugel  bzw.  in  einer  schlichten  Ebene  vor 
sich  gehen  lassen.  Dann  wirbelt  die  Wärme  bzw.  Elektrizität  um 
den  Punkt  z  ^  0,  —  Durch  Fig.  126a  wird  die  konjugierte  Strömung 
veranschaulicht,  welche  entsteht,  indem  die  Kupferstücke  längs  der 
Ränder  AD  und  BC  angebracht  werden. 

Beispiel  3. 

ax        ,    ^  a  cos  $    ,    , 

-  - — z-  +  6  =       +  6 

a;'  +  j/*    '  r  ' 


u  =  -  , 


—  ay      ,  asinO    , 

Hiermit  ist  das  Problem  der  Wärmeströmung  in 
einer  viereckigen  Lamelle  gelöst,  deren  gegenüber- 
liegende Seiten  Bogen  von  einander  berührenden 
Kreisen  sind  und  deren  Ecken  übrigens  rechte  Winkel 
aufweisen.  Das  eine  Seitenpaar  wird  auf  die  Temperatur  Wq  und  «j 
gebracht,  während  das  andere  adiabatisch  begrenzt  wird. 


Fig.  127. 
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Insbeeondere  kann  man  ähnlich  wie  vorhin  einen  Grenzabergang 
Tomehmen,  wodnrcb  der  Bereich  der  Strömung  den  ganzen  zwischen 
zwei  einander  berührenden  Kreisen  gelegenen  Raum  aueftlllt.  Dieser 
Raum  wird  adiabatisch  begrenzt,  während  aus  der  einen  Spitze  Wärme 
heTTorströmt,  um  in  der  anderen  wieder  absorbiert  zn  werden.^)  Lassen 
wir  jetzt  den  Strömungsbereich  sich  noch  weiter  ausdehnen  and  even- 
tuell  die  ganze  Ebene  umfassen. 

£ntslehung  eines  Poles  durch  Zusammenrücken  zweier  Punktquäien. 
Die  soeben  betrachtete  Strömung  laßt  sich  auch  durch  Grenzübergang 
aus  zwei  Strömungen  mit  einfachen  Pnnktqnellen  (d.  h.  mit  logarith- 
mischen Unstetigkeiten  erster  Art)  erzengen,  welche  entgegengesetzt 
gleiche  Ergiebigkeit  haben.  Betrachten  wir  nämlich  die  durch  den 
reellen  Teil')  der  Funktion 

w  —  —  a  log '-,  a,  reell;  0  <  o, 

also  durch  *      '• 

»  —  —  o  log  — ,        r  —  \z  —  Zi',    r'—  ,«  — i,  I, 


Kt.  IIB. 

li  Die  Strömung  wird  ftaf  elektrischem  Wege  realisiert,  indem  man  den 
StrOmungBbereicb  ans  Staniol  Bctmeidet  und  di«  beiden  Pole  einea  galvaniBchen 
Elemente  hzv.  an  den  vorher  noch  ein  wenig  auaeinander  gerfickten  SpitEen  aufsetzt. 

3)  StrCmuDgen  des  Eweiten  Tjpas  kann  man  anch  ta  dieiem  Zweck  ver- 
wenden, vgl.  Klein  a.  a.  0.  S.  11,  Fig.  7. 
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dat^eetellte  StrSmung.  Die  Figur  der  Xireatikarreti  aad  Str5muiigs- 
linien  iat  eine  bekaonte'),  vgL  Fi^.  66,  129.  Lassen  wir  jetzt  die 
Punkte  to'^i  zDBsmmenrQcken.  Iat  P  ein  beliebiger  fester,  von  der 
Grenzlage  von  g^,  ir,  getrennter  Punkt  der  Ebene,  eo  ist  Um  r/r'  —  1, 
so  da&  also,  falle  a  konstant  bleibt,  lim  u  —  0  wird.  Um  diesem 
Ubelstande  abzuhelfen,  lassen  wir  a  zugleich  ins  Unendliche  wachsen, 
d.  h.  wir  lassen  die  Ergiebigkeit  der  Quelle  immer  stärker  und  stärker 
werden.  Die  Notwendigkeit  dieser  Maßregel  leuchtet  schon  physika- 
lisch ein,  denn  es  liegt  ja  auf  der  Hand,  daß  die  meiste  Wärme 
direkt  aus  der  positiven  in  die  negative  Quelle  hinüberströmen  wird. 
Zur  analytischen  Ausführung  des  Grenzübet^angs  sei 

e^  —  const.,      üi  —  «0  +  he",      a  =-  Ajh,  0  <  j1. 

Dann  wird 

-alog—;^-A j L_.^_-^- +-2  „---,,*  +  •■■, 

also 

,.  ,        i-z,         Äe"' 

hm  —  a  log  ■  ■—-  =  —^ —  ■ 

Setzt  man  insbesondere  £^=0,  tc  ■»  0,  so  erhält   man   (bis  auf  die 


additive  Xonstante)  die  Funktion  des  3.  Beispiels.  Wie  man  sieht, 
unterscheidet  sich  hiervon  der  allgemeine  Fall  nur  um  eine  Ver- 
drehung um  den  Punkt  z^.     Durch  die  Größe  Ä  wird  die  Stärke  des 

1}  Die  Sache  hängt  folgendenuaBen  zusammea.  Mitteln  der  Tranefonaatiou 
Z^~{i  —  ii)'('  —  Sj)  wird  die  JS- Ebene  bzw.  -Kugolein-eindeutig  and  konform  auf 
die  z-Ebene  bzw.  -Kugel  bezogen  und  zwar  so,  daB  die  Ponkte  Z—O  und  oo  in 
r  =  z,  bzw.  /,  übergehen.  Dabei  wird  die  dem  2.  Beispiele  enUprechende  ibo- 
thenniache  Schar  konzentrischer  Kteiae  \  Z\~~  const-,  in  die  eine  EreiBScbar  der 
Figur  66  übergeführt.  Und  nun  erhält  man  das  vorgelegte  logarithmische 
Potential  m  ^  —  a  log  r  V,  indem  man  den  Kreisen  dieser  Schar  denselben  Wert 
von  u  erteilt,  wie  ihn  die  entsprechenden  Kreise  jener  Schar  aufweisen. 
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QtieUpaares  oder  Poles 


w 


gemessen,  während  a  die  Richtung  der  Adise  derselben  angibt.  Wir 
bemerken  noch,  daß  die  Funktion  u  in  einer  Punktquelle  unendlich 
wird,  dagegen  nimmt  sie  in  der  Nähe  eines  Poles  jeden  Wert  an. 
Die  Fläche  w  =  u  (a:,  y)  ist  für  die  Umgebung  eines  Poles  modelliert 
worden,  vgl.  die  Schi  Hing  sehen  Modelle. 

Es  empfiehlt  sich  durchweg^  auch  auf  der  Kugel  die  entsprechenden 
Strömungen  in  Betracht  zu  ziehen«  Insbesondere  erscheinen  dann 
die  Strömungen  von  Beispiel  1  und  3  unter  ein  und  demselben  Ge- 
sichtspunkte. In  der  Tat  geht  die  eine  Funktion  mittels  der  linearen 
Transformation  z «  1//  in  die  andere  über,  dieser  Transformation 
entspricht  aber  andererseits  bloß  eine  Umdrehung  der  Kugel. 

Entstehung  von  Polen  höherer  Ordnung  durch  Zusammenrücken 
einfaclier  Pole.  Wir  wollen  zunächst  zwei  Pole  von  gleicher  Starke, 
deren  Achsen  in  die  durch  die  Pole  gehende  Gerade  fallen  und  außer- 
dem entgegengesetzte  Richtun- 
gen haben,  in  Betracht  ziehen. 
Denken  wir  uns  diese  Pole  vor- 
läufig bzw.  im  Nord-  und  Süd- 
pole der  Kugel  gelegen,  während 
ihre  Achsen  längs  des  Längen- 
kreises 9  =  0  hin  zeigen.  Als- 
dann wird  die  Wärme,  wegen 
der  Symmetrie,  in  der  nörd- 
lichen Halbkugel  genau  so  strö- 
men, wie  in  der  südlichen  Halb- 
kugel. Dabei  wird  insbesondere 
der  Äquator  eine  Strömungslinie 
sein.  Aber  auch  längs  des  Län- 
genkreises g>  =  0,  :t  wird  die  Wärme  strömen,  denn  sie  wird  offenbar 
in  symmetrischer  Weise  nach  der  einen  Seite  y  =-  0  abgegeben  und 
von  der  anderen  Seite  9?  =  ä  wieder  aufgenommen.  Zum  Beweise 
projiziert  man  stereographisch  auf  die  Ebene;  so  kommt: 


Fig.  181. 


w 


M  =»  - 


x«^fp  +  ax  +  ac, 


a>0, 


V 


ay 


if+]^  +  «y' 
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wobei  c  eine  reelle  Konstante  bedeutet,  über  welche  wir  sogleich  noch 
rerf&gen  werden.  Daraus  erkennt  man  in  der  Tat,  daß  die  reelle 
Achse  y  =  0,  sowie  der  Einheitskreis  x*-r  y*=»  1  xn  den  Strömlings- 
linien  gehören. 

Hiermit  gewinnt  man  also  eine  Yorstellnng  der  Strömung  auf 
der  EugeL  In  der  einen  Hälfte  der  oberen  Halbkugel  findet  nämlich 
eine  abgeschlossene  Strömung  statt,  welche  sich  weiter  durch  Spiege- 
lungen an  den  beiden  Begrenzungsebenen  in  den  drei  übrigen  Kugel- 

zweiecken  wiederholt.  Dabei  ziehen  zwei 
Punkte  unsere  besondere  Aufmerksamkeit  auf 
sieh,  nämlich  diejenigen,  in  welchen  die  vier 
Kugelzweiecke  zusammenstoßen.  In  der  Nähe 
eines  derselben  strömt  die  Flüssigkeit  so,  wie  in 
der  beigesetzten  Figur  angedeutet  ist,  während 
für  den  anderen  die  Pfeilspitzen  umgekehrt 
werden  müssen.  Das  ist  aber  offenbar  nur  so 
möglieb,  daß  im  betreffenden  Punkte  selbst  die 
Geschwindigkeit  auf  NuU  herabsinkt,  —  die 
Flüssigkeit  staut  in  diesem  Punkte. 

Nehmen  wir  nunmehr  eine  lineare  Transformation  der  Ebene  Yor, 
wodurch  die  Punkte  xr  =  0,  ex.  bzw.  in  z'^h,  —  A  (A  >  0)  übergehen^ 
und  überdies  der  Sinn  der  Achse  des  Poles  j?  »  0  ungeändert  bleibt: 


Fig   ISS. 


k>0, 


Der  Einfachheit  halber  setzen  wir  noch  A  =  1;  so  kommt: 

indem  wir  c  =  —  2  setzen.     Daraus  erwächst  eine  Strömung,   welche 
unter  Weglassung  des  Striches  durch  die  beiden  Funktionen: 


u  = 


V  = 


2ah(X'-h) 


—  2ahy 


+  7 


2ah(x-j-h) 
2  ahy 


ix-h,'+,i'    '    rx  +  V+y 


,i  y 


reguliert  wird.  Aus  ähnlichen  Symmetriegründen  wie  vorhin  über- 
zeugt man  sich  hier,  daß  sich  die  Geraden  a;  =  0,  y  =  0  unter  den 
Strömungslinien  finden  müssen,  was  man  auch  direkt  durch  die  For- 
meln bestätigt.     Die  Staupunkte  fallen  jetzt  in  die  Punkte  xr  =  0,  oo. 
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Fahren    wir   fort,   indem   wir   die   beiden  Pole  zusammenrücken 

Inssen.     Dabei    muß    ihre  Stärke    in    entsprechender  Weise    wachsen. 
In  der  Tat  ist 


und  daher  genügt  es,  wenn  wir  4&*o  =  const.  =  Ä  setzen.     So  wird 
lim  w  =    ,  - 

Hiermit  haben  wir  ein  Resultat  erreicht,  welchem  wir  gleich  eine 
etwas  allgemeinere  Fassung  geben  wollen:  Durch  das  Zusammenrikken 
Bweier  Pole  erster  Ordnung  mn  gleicher  Stärhe, 
mit  entgegengesetzten  Achsen,  entsteht  bei  passender 
Vergrößerung  der  Stärie  ein  Pol  zweiter  Ordnung. 
Dabei  ychi  ein  Staupunkt  ein. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  das  Zu- 
sammenrücken zweier  Staupunkte  zur  Bildung 
eines  Staupunktes  höherer  Ordnung  verfolgen. 
Sei  etwa  w  ^  e'—  5h*e,  dwjde  -=  3  (r'  —  A'), 
und  man  lasse  h  gegen  0  abnehmen.  Figuren 
zur  Ye  ranschau  lieh  ung  dieses  Falles  finden  sich  bei  Klein,  a.  a.  0.,  S.  4. 

Aufgabe  1.  Kin  größter  Kreis  der  Kugel  sei  durch  die  Punkte 
A,  B,  C  in  drei  gleiche  Teile  zerlegt.  In  diesen  drei  Punkten  bringe 
man  Pole  gleicher  Stärke  an,  deren  Achsen  alle  senkrecht  zu  diesem 
Kreise  stehen  und  Übrigens  in  ein  und  dieselbe  Halbkugel  gerichtet 
sind.     Man  zeichne  die  Niveaukurven  und  Strömungslinien  auf, 

Aufgabe  2.  Man  lasse  diese  drei  Pole  in  symmetrischer  Weise 
zusammenrücken  und  erhalte  so  einen  Pol  dritter  Ordnung. 

Fingerzeig:  Man  projiziere  auf  die  Ebene  und  nehme  die  Pole 
in  den  Punkten  h,  ah,  a*k  an,  wo  a  ^  e  '    ist. 

Aufgabe  3.  Man  verallgemeinere  die  vorhergehenden  Aufgaben 
und  erbalte  so  einen  Pol  n-ter  Ordnung  durch  Zusammenrücken  von 
»  Polen  erster  Ordnung.') 

1)  In  pbysilraliBcher  Weiee  verfolgt  Klein  a.  a.  0.  auch  das  ZnEammen- 
racliea  eiofacber  Staupnnkte.  Daß  ullgemeiD  in  einein  Staupunkte  n-t«r  Ord- 
niiDg,  wo  aUo 

rM=o r*K)-o,    r^'^M+o 

ist,  die  Ström ungsliaieii  n-\-l  reguläre  Euiven  bilden,  welche  sich  unter  glei- 
cbem  Winkel  schneiden,  besagt  ein  Bpfiterer  Satz,  vgl.  %  5,  i.  Sati. 
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Aufgabe  4.  Man  zeichne  die  Niveaukurven  und  die  Strömnngs- 
linien  für  den  Fall  eines  Poles  erster  Ordnung,  welcher  in  einem 
Verzweigungspunkt  1-ter,  2-ter, ...,  n-ter  Ordnung  liegt: 

11  1 

-  y 


Die  Aufgabe  werde  dann  auf  einen  Pol  m-ter  Ordnung  verallgemeinert, 
der  in  einem  solchen  Verweigungspunkte  liegt. 

Bisher  haben  wir  nur  einige  typische  Beispiele  verfolgt  und  sind 
dabei  auf  eine  Reihe  von  Singularitäten  geführt  worden: 

log(^-0, 


die,  wie  wir  noch  nachträglich  bemerken  wollen,  bis  auf  einen  Zahlen- 
faktor durch  sukzessive  Differentiation  nach  dem  Punkte  z^  entstehen. 
Dem  physikalischen  Prozesse  des  Zusammenrückens  zweier  Motoren 
gleicher  Ordnung  und  Stärke  und  entgegengesetzter  Orientierung  ent- 
spricht darnach  analytisch  geradezu  der  Grenzübergang  des  Differenz 
tiierens.  Nunmehr  erhält  man  durch  überldgerung  von  Strömungen, 
welche  verschiedenen  Motoren  entsprechen,  den  Hauptteil 

An 


A^log  {Z  -  8^)  +   -J--   +  .  .  .  +    -^ 


Z—Zq  {Z  —  ZqY 

der  allgemeinsten  Singularität,  welche  eine  rationale  Funktion  von  e 
oder  deren  Integral  besitzen  kann.  Dabei  setzt  sich  sowohl  der 
reelle  als  auch  der  imaginäre  Teil  von  ÄJ{3  —  z^^  linear  aus 

cos  mO  sin  m  0 

zusammen.  Mit  den  bereits  besprochenen  Motoren  kommt  man  also 
mit  Rücksicht  auf  die  4.  Aufgabe  in  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  und  ihrer  Integrale  schon  aus. 

Weiteres  Beispiel.  Zum  Schlüsse  noch  ein  interessantes  Beispiel! 
Wir  sind  nämlich  in  der  Lage,  folgendes  Problem  zu  lösen:  Durch 
die  Punkte  Ä,  B,  Cy  D  werde  der  Rand  einer  leitenden  Kreisscheibe 
in  vier  Bogen  zerlegt.  Die  Bogen  AB  und  CD  mögen  auf  der  Tem- 
peratur Uq  bzw.  u^  erhalten  werden,  während  die  beiden  anderen  adia- 
batisch begrenzt  sein  sollen.  Der  diesen  Randbedingungen  entspre- 
chende stationäre  Strömungszustand  werde  bestimmt. 
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Die  Auflösung  ergibt  sich  aus  der  konformen  Abbildung  eines 
Rechtecks  auf  einen  Kreis  ^  Kap.  8;  §  16.  Bezeichnet  man  nämlich 
mit  Aj  .  .  ,D  die  vier  Punkte  des  Kreisrandes,  in  welche  die  vier 
Ecken  des  Rechtecks  übergehen,  und  erteilt  man  den  Punkten  der 
Kreisscheibe  diejenigen  Werte  w,  welche  bei  der  Lösung  des  ent- 
sprechenden Problems  für  das  Rechteck  (vgl.  oben  Beispiel  1)  den 
Abbildungen  dieser  Punkte  zufallen,  so  ist  die  Sache  fertig,  soweit 
wenigstens  diese  besondere  Gruppe  von  vier  Punkten  in  Betracht  kommt. 
Es  bleibt  nur  noch  zu  zeigen  übrig,  daß  man  durch  passende  Wahl 
des  Rechtecks  jede  beliebige  Gruppe  von  vier  Punkten  auf  dem  Kreis- 
rande erhalten  kann.  Nun  gilt  aber  der  Satz^),  daß  vier  beliebige 
Punkte  eines  Kreisrandes  durch  lineare  Transformationen  der  Ebene 
in  vier  solche  Punkte  übergeführt  werden  können,  welche  die  Ecken 
eines  dem  Kreise  einbeschriebenen  Rechtecks  bilden,  oder  auch,  was 
auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  man  sich  den  Kreis  auf  die  reelle 
Achse  projiziert  denkt,  daß  vier  beliebige  reelle  Punkte  in  die  Punkte 
±  1,  Ht  1/Ä  (0  <  Ä  <  1)  geworfen  werden  können.  Andererseits  kann 
man  k  im  elliptischen  Integral 


w 


r  dz 


stets  so  bestimmen,  daß  das  Verhältnis  E!  jK  jeden  vorgegebenen 
positiven  Wert  annimmt,  (vgl.  Kap.  8,  §  16).  Hiemach  läßt  sich 
ein  Rechteck  von  beliebiger  Gestalt  in  der  gewünschten  Weise  auf 
den  Kreis  abbilden. 


§  3.    Allgemeine  Sätze   über   das   logarithmisohe    Potential.     Erste 
Gruppe,  direkt  auf  der  Laplaoesohen  Glelohimg  faßend. 

Wir  wollen  jetzt  zu  einem  systematischen  analytischen  Aufbau 
der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  übergehen. 

Vor  allen  Dingen  erinnern  wir  an  die  Eigenschaft  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung,  daß  ein  Vielfaches  cu  einer  Lösung  u, 
sowie  die  Summe  u^  +  u^  zweier  Lösungen  u^  und  m^,  und  hiermit 
auch  allgemein  jede  lineare  Funktion 

der  Lösungen  m^,  . . .,  w^  wieder  eine  Lösung  ist. 


1)  Man  vgl.  Kap.  10,  §  6,  S.  484,   sowie  Burkhardt,    Elliptische  Funk- 
tionen,  §  65. 
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Indem  wir  in  diesem  Kapitel  einen  Bereich  S  so  auffassen,  wie 
in  Kap.  2,  %  2  des  näheren  auseinandergesetzt  wurde,  machen  wir 
noch  besonders  auf  die  an  jener  Stelle  gegebene  Erklärung  des  Ver- 
haltens aufmerksam y  welches  durch  die  Worte  bezeichnet  wird:  eine 
Funktion  f(x,  y)  nimmt  in  einem  Randpunkte  (a,  ß)  einen  Bandwert  A 
an,  oder  ist  stetig  am  Bande. 

Definition.  Eine  Funktion  verhält  sich  harmonisch  innerhalb 
eines  Bereichs  oder  in  einem  Bereidie,  wenn  sie  in  jedem  inneren 
Punkte  desselben  eindeutig  und  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen 
der  beiden  ersten  Ordnungen  stetig  ist  und  der  Laplaceschen  Diffe- 
rentialgleichung genügt.  Sie  heißt  in  einem  Punkte  harmonisch,  wenn 
sie  in  der  Umgebung  desselben  harmonisch  ist. 

Eine  mehrdeutige  Funktion  heißt  harmonisch,  falls  ihre  Zweige 
harmonisch  sind.  Wir  werden  aber  unter  einer  harmonischen  Funk- 
tion stets  eine  eindeutige  verstehen,  sofern  das  Gegenteil  nicht  aus- 
drücklich erwähnt  wird. 

1.  Satz.^)  Ist  u  in  einem  Bereiche  S  harmonisch,  so  verschwindet 
das  über  den  ganzen  Band  F  eines  beliebigen  innerhalb  S  gelegenen 
Bereiches  2  hin  erstreckte  Integral  der  fiach  der  inneren  Normale  ge- 
nommenen Ableitung  von  u: 

du 


J 


2    ds  =  0. 


Umgekehrt:  verschwindet  dieses  Integral  für  jeden  derartigen  Bereich  27, 
so  ist  u  eine  in  S  harmonische  Funktion, 

Der  Beweis  ist  bereits  in  §  1   vermöge  des  Greenschen  Satzes: 

erbracht. 

Der   Satz   läßt   sich   indessen ,    ohne  Benutzung   des  Greenschen 
Satzes,  direkt  aus  den  Sätzen  A)  und  C)  von  Kap.  4,  §  3  ableiten,  da 


/x-  ds  =  4-  l  —  -^dx  +  ^dy 
dn  —^       dy         '    dx    ^ 


1)  Der  entsprechende  Satz  im  Räume  von  drei  Dimensionen  rührt  Ton 
Gauß  her,  „Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhält- 
nisse des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstoßangskräfte^^ 
Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins,  1889,  Nr.  23  =  Werke^  Bd.  6,  S.  226. 
Für  die  Ebene  findet  sich  der  Satz  bei  Riemann,  Inauguraldissertation,  Göt- 
tingen,  1861,  Nr.  9,  10=  Werke,  S.  22. 
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ist.     Letzterer  Beweis  gestattet  auch   zugleich   folgende  allgemeinere 
Formulierung  des  ersten  Teils  des  Satzes: 

Allgemeiner  darf  der  Band  von  U  teilweise  oder  ganz  mit  dem 
Bande  von  S  etisammenfallen,  vorausgesetzt  nt4rj  daß  in  solchen  Band- 
punkten  die  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig  am  Bande  sind. 

Aufgabe.  Sei  S  ein  endlicher  zweifach  zusammenhängender 
Bereich  und  sei  C  eine  in  S  gelegene  einfache  reguläre  geschlossene 
Kurve,  welche  den  einen  Rand  von  S  in  ihrem  Inneren  enthält.  Man 
zeige,  daß  dann  das  obige  Integral 


/ 


du  j 

^-ds 

cn 


für  alle  derartigen  Kurven  C  ein  und  denselben  Wert  hat.     Man  ver- 
allgemeinere den  Satz  für  einen  beliebigen  Bereich  S, 

2.  Satz.  Der  Mittelwertsatz. ^)  Sei  0  ein  innerer  Punkt  eines 
Bereiches  S,  und  sei  die  Funktion  u  harmonisch  in  S.  Beschreibt  man 
dann  einen  Iceinen  Bandpunkt  von  8  im  Innern  oder  auf  seinem  Bande 
umfassenden  Kreis  um  0,  so  ist  der  Wert  u^  von  u  in  0  gleich  dem 
Mittdivert  von  u  auf  dem  Bande  des  Kreises: 

juds  2n 

0 


^0'        2nQ  2 


Nach  dem  1.  Satze  ist  nämlich 


ß>--oß>-o. 


u 


wo  r  =  0  dem  Punkte  0  entspricht  und  q   den  Radius  des  Kreises 
bedeutet.     Nun  ist  aber  du/dr  eine  im  Bereich 

B:        0£r£Q,      O£0£27t 

eindeutige  stetige  Funktion  von  r,  6,  wie  aus  der  Relation 

du       du        a   r   du    .    ^ 
=       cos  ö  +  -5-  sm  0 

dr       dx  dy 

sofort  zu  erblicken  ist.    (Will  man  den  Bereich  B  geometrisch  deuten, 
1)  Gauß,  a.  a.  0.,  Nr.  20;  Riemann,  a.  a.  0.,  Nr.  10. 
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80  fasse  man  r  und  6  als  Cartesiscbe,  nicht  als  Polarkoordinaten  aa£) 
Bildet  man  nun  das  über  R  zu  erstreckende  Doppelintegral 


// 


er       ' 


SO  kann  man  dasselbe  durch  jedes  der  beiden  zweimaligen  Integrale: 

in         o  Q  i/t 


auswerten.  Hiermit  erweisen  sich  die  Werte  dieser  letzteren  Inte- 
grale als  einander  gleich.  Das  zweite  derselben  verschwindet  aber 
nach  dem  Vorhergehenden,  woraus  denn  folgt,  daß 


2Tt  n  9;r 


f  de  Jl"^  dr^Jiu-  «,)  dÖ  =  0 

0  0  0 

ist,  und  hierin  liegt  der  Beweis  des  Satzes.^) 

Aufgabe.  Besteht  der  Bereich  S  aus  einem  Kreise  K,  und  ist 
u  außerdem  bloß  stetig  am  Rande  Yon  K,  so  gilt  der  Mittelwertsatz 
fori:. 

3.  Satz.  Satz  vom  Maximum  und  Minimum.-)  In  Jceinem 
inneren  PunJcie  eines  Bereiches  S,  in  welchem  die  Funktion  u  harmo- 
nisch  istj  kann  diese  Funktion  ihren  größteti  oder  ihren  kleinsten  Wert 
erreichen,  sofern  man  den  Fall  ausnimmt,  daß  u  eine  Konstante  ist 

In  der  Tat  sei  P  ein  innerer  Punkt,  in  welchem  die  Funktion  u  etwa 
ihren  größten  Wert  erreicht,  ohne  in  der  ganzen  Umgebung  von  P 
konstant  zu  'sein.  Dann  kann  man  einen  in  dieser  Umgebung  ge- 
legenen Kreis  um  P  so  beschreiben,  daß  u  längs  einiger  Stücke 
seines  Randes  einen  kleineren  Wert  als  im  Punkte  P  hat,  während  u 
andererseits  nirgends  einen  größeren  Wert  annimmt.  Infolgedessen 
wird  der  Mittelwert  von  u  längs  des  Kreisrandes  weniger  als  Uq  be- 
tragen, und  das  führt  eben  zu  einem  Widerspruch.^) 


1)  Dieser  Beweis  ißt  von  Böcher  gegeben  worden,  vgl.  Bull.  Amer.  Math. 
Soc,  2.  Reihe,  Bd    1  (1896),  S.  205. 

2)  Riemann,  a.  a.  0.,  Nr.  11,  jedoch  ohne  genügenden  Beweis.     Strenger 
Beweis  bei  G.  Neumann,  3Iatk.  Ann.,  Bd.  3  (1871),  S.  330—334  und  340—344. 

8)  Es  ist  ja  Geschmacksache,  ob  man  hier  vom  Mittehverte  reden  oder,  auf 
die  letzte  Gleichung  des  vorhergehenden  Paragraphen  zurückgreifend,  von  dem 


§  3.   Allgemeine  Sätze  über  das  logarithmiscbe  Potential.  623 

Zusatz.  Eine  in  einem  bdiebigen  Bereiche  T  harmonisdie  Funk- 
tion M,  weiche  längs  des  gangen  Bandes  von  T  verschwindet,  hat  auch 
in  jedem  inneren  Pufikfs  von  T  den  Wert  0. 

Ist  T  ein  regulärer  Bereich  S,  ßo  ist  der  Satz  sofort  evident. 
In  anderen  Fällen  kann  man,  wie  folgt,  schließen.  Würde  u  in  einem 
inneren  Punkte  P  von  T  etwa  einen  positiven  Wert  h  annehmen^  so 
entwickele  man  T  nach  dem  Satze  von  Kap.  5,  §  3  in  Teilbereiche  T„. 
Sobald  r„  den  Punkt  P  umfaßt  («  ^  w),  wird  es  einen  Randpunkt  Q^ 
von  T„  geben,  in  welchem  der  Wert  von  u  größer  als  h  ist.  Man 
zeichne  einen  solchen  Punkt  auf  dem  Rande  eines  jeden  T^  auf,  wo- 
für n  ^  m  ist.  Dann  haben  die  Punkte  Q^  eine  Häufungsstelle  Q 
am  Rande  von  T,  Hierin  liegt  aber  ein  Widerspruch,  denn  u  würde 
dann  in  Q  den  Randwert  0  nicht  annehmen. 

Der  Satz  gilt  selbst  dann  noch,  wenn  sich  der  Bereich  T  ms 
Unendliche  erstreckt.  Ist  nämlich  der  Punkt  oo  ein  Randpunkt 
von  T,  so  ändert  sich  nichts  am  Beweise.  Sonst  werde  die  Ebene 
einer  Transformation  vermöge  reziproker  Radien  unterzogen,  wobei 
ein  Randpunkt  von  T  ins  Unendliche  geworfen  wird.  Auf  Grund 
des  nachstehenden  6.  Satzes,  sowie  §  4,  7.  Satz,  Zusatz  3,  wird  u  dabei 
in  eine  Funktion  u  übergeführt,  welche  im  neuen  Bereich  harmonisch 
ist  und  am  Rande  desselben  verschwindet.  Demgemäß  verschwindet  Uy 
und  somit  auch  u  identisch.  —  In  ähnlidier  Weise  läßt  sich  auch  der 
3,  Satz  auf  einen  beliebigen  Bereich  T  erweitern. 

Aufgabe  1.  Man  zeige,  daß  eine  Funktion  m,  welche  in  der 
ganzen  Ebene  harmonisch  und  außerdem  so  beschaffen  wäre,  daß 

lim  w  ==  +  cx)     bzw.     —  <x> 

ist,  nicht  existiert. 

Aufgabe  2.  Ist  f{ß)  in  einem  Bereich  S  stetig  und  im  Innern 
von  S  analytisch,  so  erreicht  f(js)  \  seinen  größten  und,  wofern  f(e) 
in  S  nicht  verschwindet,  auch  seinen  kleinsten  Wert  am  Rande  von  S. 

Fingerzeig.     Man  ziehe  die  harmonische  Funktion 

9tlog/-(;f)  =  log:/-(ir)l 
heran  und  wende  den  3.  Satz  auf  diese  an. 


Umstände  ausgehen  will,  daß  die  stetige  Funktion  u  —  Uq  längs  des  Kreisrandea 
stellenweise  negativ,  nirgends  aber  positiv  ist  und  darum  nicht  vermag,  ein  ver- 

schwindendes  Integral    f(u  —  Uq)  dO  zu  liefern. 

0 
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Aufgabe  3.  Auf  Crrund  des  in  der  2.  Aufgabe  entlialtenen 
Satzes  beweise  man  den  Fundamentalsatz  der  Algebra. 

4.  Satz.  Das  Eindentigkeitstheorem.^)  Sind  u^  und  m,  swd 
Funktionen,  icelche  in  einem  hdiebigen  Bereidte  T  harmonisdi  sind  und 
überdies  am  Rande  von  T  dieselben  Randwerte  annd^men,  so  ist  auA 
in  jedem  inneren  Punkte  van  T 

Denn  die  Differenz  u^  —  tu  ist  harmonisch  in  T  und  verschwindet 
längs  des  ganzen  Randes  von  T,  darum  verschwindet  diese  Funk- 
tion nach  dem  vorstehenden  Zusätze  überall  in  T.*) 

Wir  erinnern  noch  an  die  Definition  von  §  1:  Ist  ti  eine  har- 
monische Funktion,  und  r  eine  zweite  Funktion,  welche  den  Relationen 

cu       dv  du  et 

cx      cy^       cy  ex 

genügt,  so  heißt  r  zu  u  konjugiert.  Zwei  Funktionen  v,  r^,  welche 
beide  zu  u  konjugiert  sind,  unterscheiden  sich  voneinander  nur  durch 
eine  Konstante,  t;  «  i-j  +  c.  Ist  r  zu  i*  konjugiert,  so  ist  —  u  wieder 
zu  V  konjugiert.  Endlich  ist  eine  zu  u  konjugierte  Funktion  v  eben- 
falls harmonisch. 

5.  Satz.')  Ist  u  eine  in  einem  den  Punkt  oo  nidit  enthaltenden  einfach 
zusammenhängenden  Bereich  T  harmonische  Funktion,  so  gibt  es  stets 
eine  eindeutigey  zu  u  konjugierte  Funktion  v,  und  zwar  tcird  v  durch 

1)  Der  Satz  ist  für  das  Newtonsche  Potential  von  Green  ausgesprochen 
und  vermöge  physikalischer  Evidenz  bewiesen:  a.  a.  0.«  Nr.  (5).  Gauß  leitete 
den  vorstehenden  Zusatz  nach  der  in  der  nächsten  Anmerkung  angedeuteten 
Methode  her;  a.  a.  0.,  Nr.  25.  Den  Beweis  im  allgemeinen  Falle,  wo  man  also 
keine  Voraussetzung  bezüglich  des  Verhaltens  der  Ableittmgen  am  Rande  macht, 
verdankt  man  C    Neumann,  Math.  Ann.,  Bd.  3  (1871),  S.  344. 

2  Man  beweist  femer,  daß  zwei  harmonische  Funktionen  identisch  sind, 
falls  ihre  Randwerte  längs  eines  Teiles  des  nun  als  regulär  vorauszusetzenden 
Randes  übereinstimmen,  während  ihre  nach  der  inneren  Normale  genommenen 
partiellen  Ableitungen  längs  des  übrigen  Randes  gleiche  Randwerte  annehmen. 
Hierzu  bedient  man  sich  einer  Folgerung  des  Greenschen  Satzes,  welche  in  der 
Formel  besteht: 

wo  u  harmonisch  ist.  Dabei  wird  man  zunächst  verlangen,  daß  u  nebst  den 
beiden  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  innerhalb  S  endlich  und  am  Rande, 
höchstens  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Randpunkten  abgesehen,  stetig  sei. 
Gewisse  Unstetigkeiten  am  Rande  dürfen  indessen  zugelassen  werden. 

3)  Liouville,  Jouni.  de  Math.,  Bd.  8  (1843),  S.  265. 
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das  Integral  dar  gestellt: 


(.''  y)  (»» y) 


Ein  Beweis  des  Satzes  ist  bereits  im  Yorhergehenden  Paragraphen 
besprochen  worden.  Ein  anderer  folgt  direkt  ans  Satz  B)  von  Kap.  4, 
§  3.  Letzterer  hat  fernerhin  den  Vorzug,  daß  auch  die  Stetigkeit  von 
V  am  Rande  erkenntlich  wird,  falls  u  nebst  den  Ableitungen  erster 
Ordnung  daselbst  stetig  ist. 

Ist  T  dagegen  ein  mehrfach  zusammenhängender  Bereich,  so  wird 
das  vorstehende  Integral  im  allgemeinen  keine  eindeutige  Funktion  mehr 
definieren.  Es  werden  sich  nämlich  Periodizitätsmoduln  einstellen,  so 
daß  also,  wenn  F{x^  y)  ein  Wert  des  Integrals  im  Punkte  (oj,  y)  ist, 
die  übrigen  Werte  in  der  Formel: 


enthalten  werden;  vgl.  Kap.  4,  §  4. 

6.  Satz.^)  Eine  harmonische  Funktion  u  verhält  sich  gegenüber 
einer  konformen  Abbildung  invariant.  Werden  dabei  die  Winkel  nicht 
umgelegt,  so  verhält  sich  auch  die  konjugierte  Funktion  v  invariant;  sonst 
geht  V  in  die  negative  Funktion  —  v  über. 

Sei  u  im  Punkte  Ä:  {Xq,  y^)  harmonisch,  und  man  bilde  die 
Umgebung  von  Ä  mittels  der  Gleichungen: 

l^/'C^,  y),  v  =  v(^f  y) 

auf  die  Umgebung  von  21:  (|^,  tjq)  konform  ab.    Dann  ist 
Durch  Differentiation  ergibt  sich  allgemein: 

d^u     a>  _  rar  ,  avi  /^  ,  a>\ 

cx^  "^  dy^  ""  Lax«  "^  dx^WdV  "^  dnV' 

und  hierin  liegt   eben  der  Beweis   des  ersten  Teils  des  Satzes.    Der 
zweite  Teil  wird  auch  direkt  durch  Differentiation  bewiesen. 


1)  Der  erste  Teil  des  Satzes  bei  Lam^,  Joum.  Ecole  roy.  poJytechn.^  Cah. 
23  (1834)  §  22,  S.  24*i. 

Oagood,  Faaktionentheorie .  I.  9.  Aufl.  40 
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Elegmoier  gestaltet  rieh  jedoeh  der  folgende  Beweis.  Die  Um- 
gebung Ton  A  wird  einerseits  dnrch  das  Fnnktionenpaar  u,  v  im 
allgemeinen  konform  auf  ein  Stück  21  der  i'n,  r^Ebene,  andererseits 
dnrch  das  Funktionenpaar  |«  r,  konform  auf  ein  Stück  X'  der  (£,  f^y 
Ebene  bezogen.  Das  hat  nun  znr  Folge,  daß  bei  geeigneter  Ein- 
schränkung jener  Umgebung  Ton  Ä  die  Bereiche  IT,  2^  konform  auf- 
einander abgebildet  werden,  und  demgemäß  ist 

ci^-^cn'       cr.^^ci'       cV^cn*^     ' 
w.  z.  b.  w.    Dieser  zweite  Beweis  ist  leider  weuiger  allgemein  als  der 

erste,  da  eine  wesentliche  Voraussetzung  dabei  ist,  daß  ~  +  ^^  >  0 
sei. 

Der  Satz  ist  das  Änalogon  des  fiinktionentheoretisehen  Satzes, 
daß  eine  analytische  Funktion  einer  analytischen  Funktion  wieder  eine 
analytische  Funktion  ist. 

Wir  fSgen  noch  eine  Bemerkung  in  der  Gestalt  eines  Korollars 
hinzu. 

Zusatz.  Eine  harmonisde  Funktion  verhält  sich  gegenüber  einer 
rechttcinkligen  Koordinat^ntransformation  invariant.  Die  konjugierte 
Funktion  bleibt  auch  ungeändert  oder  aber  sie  tcechselt  ihr  Vorzeichen, 
je  fiachdem  die  gegenseitige  Lage  der  neuen  Koordinatenachsen  diesdbe 
ist,  wie  diejenige  der  ursprünglichen,  oder  nicht. 

Der  Vollständigkeit  halber  führen  wir  noch  einen  Satz  an,  welcher 
allerdings  für  unsere  Zwecke  wenig  in  Betracht  kommt.  Die  Aus- 
führung des  Beweises  wird  dem  Leser  überlassen.  Sind  w,  v  konju- 
gierte Funktionen,  so  schneiden  sich  die  beiden  Kurvenscharen 

u  =  const.,     V  =  const. 

rechtwinklig.  Es  wäre  indessen  ein  Fehler  zu  glauben,  daß  umgekehrt 
jedes  Paar  derartiger  Scharen  ein  System  von  Niveaukurren  und 
Strömungslinien  abzugeben  vermöchte.  Suchen  wir  eine  Bedingung 
dafür,  daß  eine  Kurvenschar 

oJ  ^  (p(x,  y)  -=  const. 

isothermisch  sei.  Die  Funktion  oj  selbst  braucht  offenbar  nicht  har- 
monisch zu  sein,  sondern  erst  eine  Funktion  von  m,  u  ^  fi^)-  Durch 
Differentiation  kommt  dann: 
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und  daher  muß,  wenn  u  harmonisch  sein  soll; 

dx^  "*"  dy* rw 

sein.    Durch  diese  beiden  Gleichungen  wird  folgender  Satz  nahe  gelegt. 

7.  Satz.^)   Die  notwendige  und  hinreicJiende  Bedingung  dafür y  daß 

eine  Kurvenschar 

ST  (x,  y)  =  const 

isothermisch  sei,  besteht  darin,  daß  die  Funktion 

a^     ao* 

d^^dy' 

ao'  ,  ao* 
ä"?  "^  a  y  * 

ton  ST  allein  abhängen  soll. 


§  4.    Fortsetzung;  sweite  Gruppe,  auf  einer  Integraldarstellung 

fußend. 

Wir  bringen  jetzt  eine  Reihe  von  Sätzen,  zu  deren  Beweis  eine 
explizite  Darstellung  einer  harmonischen  Funktion  nötig  zu  sein 
scheint,  und  zwar  kommen  wir  bei  dieser  Gruppe  schon  mit  der  Dar- 
stellung mittels  des  Integrals  durch.  Später  werden  wir  noch  Reihen- 
entwicklungen heranziehen  müssen. 

Wir  gehen  von  der  folgenden  Form  des  Greenschen  Satzes  aus: 

-S'  c 

wobei  sich  n  auf  die  innere  Normale  bezieht.  Sind  u  und  v  beide 
harmonisch  im  Bereiche  S,  so  verschwindet  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung,  und  darum  wird 


c 


vorausgesetzt   nur,   daß   die   weiteren,   zum  Beweise  des  Greenschen 
Satzes  nötigen  Bedingungen  bezüglich  des  Verhaltens  der  Ableitungen 

1)  Lame,  Savants  ärattgerSy  Bd.  6  (1838)  S.  174. 

40  • 
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von  U;  t;  am  Rande  erfüllt  sind,  vgl.  §  1,  Anm.  Wir  können  indessen 
letztere  Formel,  welche  in  der  Folge  als  Hilfesatz  dient^  ohne  jegliche 
Voraussetzung  über  das  Verhalten  der  Ableitungen  zweiter  Ordnung 
am  Rande  herleiten,  indem  wir  uns  auf  Satz  A)  von  Kap.  4,  §  3  be- 
rufen.   Wir  formulieren  den  Satz^  wie  folgt: 

Hilfssatz.  In  einem  Bereiche  S  seien  Uy  v  harmonisch^  und  am 
Bande  von  S  seien  diese  Funktionen  tiebst  ihren  Ableitungen  erster  Ord- 
nung stetig.    Dann  ist 

In  der  Tat  ist 


wobei 


■n  dv  du  ^  dv    .       du 

cy  dy'  ^  dx  ox 


Im  vorliegenden  Falle  sind  also  alle  Bedingungen  jenes  Satzes  erfüllt, 
und  damit  ist  der  Beweis  fertig. 

Wir  wollen  jetzt  eine  grundlegende  Darstellung  für  eine  harmo- 
nische Funktion  ableiten.  Sei  u  eine  im  Bereich  S  harmonische  Funk- 
tion, welche  nebst  ihren  partiellen  Abteilungen  erster  Ordnung  am 
Rande  stetig  ist,  und  sei  h  eine  zweite  Funktion,  welche  ebenso  wie 
u  beschaflfen  ist,  nur  daß  h  in  einem  einzigen  inneren  Punkte  0:  (x,  y) 
von  S  logarithmisch  unendlich  wird: 

h  =  log  1/r  +  0)  (x,  y) , 

wo  r  die  Entfernung  von  0  und  cd  eine  auch  in  0  harmonische*) 
Funktion  bedeuten.  Wir  umgeben  0  mit  einem  kleinen  Kreise  vom 
Radius  q  und  heben  diese  Kreisscheibe  aus  S  fort.  Auf  diesen  neuen 
Bereich  wenden  wir  dann  die  Formel  (1)  an  und  erhalten  so: 

-/(« §7  -  4') "«+/(« i  - "  yii '' = »' 

wo  das  erste  Integral  vom  Kreisrande  herrührt,  während  das  zweite 
Integral  über  den  ganzen  Rand  von  S  zu  erstrecken  ist.    Lassen  wir 

1)  Es  wird  sich  später  herausstellen,  daß  die  Annahme,  toipc^y)  sei  bloß 
endlich  im  Punkte  0,  ausreicht. 
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jetzt  Q  gegen  0  abnelimen  uod  sehen  wir  zu,  welchen  Grenzwerten 
die  beiden  Bestandteile  des  ersten  Integrals  sich  nähern.  Am  £[reis- 
rande  ist 

dr  "        Q  '^  dr  ' 
und  hiemach  ist  zufolge  des  Mittelwertsatzes  von  §  3 

lim  ()  /  M  p-  rfö  =  lim  1  l'-  u  +  qu  ^-j  dO  =  —  2jtUQ. 

Der  Integrand  —  ti  -\-  qu  w--  ist  nämlich  eine  stetige  Funktion  von 
Qy  6  im  Bereiche 

und  darum  definiert  das  Integral  eine  stetige  Funktion  von  q  im 
Intervalle  0  ^q  ^R,  Infolgedessen  ist  insbesondere  der  limes  des 
Integrals  gleich  dem  Integrale  des  limes. 

In  ähnlicher  Weise  zeigt  man,  daß 

lim   fQhl^de^O 

ist.  Das  hiermit  gewonnene  Resultat  wollen  wir  noch  in  folgenden 
Satz  zusammenfassen. 

1.  Satz. ^)  Ist  u  harmonisch  innerhalb  eines  Bereiches  S  und  über- 
dies, nebst  den  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung,  stetig  am  RandCf 
so  läßt  sich  u  durch  das  Integral  darstellen: 

wo  h  den  oben  genannten  Bedingungen  unterworfen  ist. 
Insbesondere  kann  man  mit  Riemann 

A  =  —  log  r 

setzen,  wo 

r«  =  (a;  -  D«  +  (y  - 1?)> 

1)  Für  das  Newtonsche  Potential  bei  Green,  a.  a.  0.,  Nr.  (3);  für  das 
logarithmische  bei  Riemann,  Dissertation,  1861,  Nr.  10  a  Werke^  S.  20. 


630       l^t  IS-  Gnmdlagen  der  Theorie  des  logaritiuniMdieii  Potential«. 

ist  Dann  ist  h  nicht  nur  eine  hannonische  Funktion  der  laufenden 
Koordinaten  £,  17,  wenn  der  Punkt  (z,  y)  als  fest  angesehen  wird, 
sondern  auch  eine  harmonische  Funktion  Ton  x,  y  bei  festem  (£,  17). 

Letzteres  gilt  ebenfalls  von  der  Ableitung  -^-  -,  was  f&r  die  An- 
wendungen Yon  Wichtigkeit  ist.  In  der  Tat  yerhalt  sich  eine  har- 
monische Funktion  inrariant  g^enüber  einer  Koordinatentransforma- 
tioD.  Dreht  man  also  die  Ebene  um  den  Punkt  (|,  17)  derart,  daß 
die  Normale  mit  der  positiven  :E-Achse  den  Winkel  0  einschließt,  so 
geht  clo^rjcn  in  c log r/c^'  über,  imd  nun  kann  man  letztere  Diffe- 
rentiation direkt  in  der  Laplaceschen  Gleichung  ausfahren: 

Die  Greensche  Funktion. 
Verlangen  wir  von  der  Funktion  h  außerdem  noch,  daß  sie  am 
Rande  verschwinden  soll,  so  haben  wir  damit  die  Green sdie  Funk- 
tion^) g  des  Bereiches  S.  Wir  fassen  diese  Definition  noch  einmal, 
wie  folgt,  zusammen:  Unter  der  GreenscJien  Funktion  eines  Bereiches  S 
versteld  man  eine  Funktion  g,  tcelche 

aj  im  Bereidie  S,  von  einem  einzigen  innern  Punkte  0  abgeselien, 
eindeutig  und  Jiarmonisch  ist;  ferner 

b)  im  Punkte  0  logariütmisch  unendlich  tvird:^) 

g  =  log  1/r  +  (D, 

c)  am  Rande  von  S  verschwindet. 

1)  Für  den  dreidimeasionalen  Fall  bei  Green,  a.  a.  0.,  Nr.  (6),  S.  16. 
Green  wurde  bei  seinen  Untersuchungen  über  statische  Elektrizität  auf  folgen- 
des Problem  geführt.  Gegeben  sei  eine  geschlossene  leitende  Oberfläche,  welche 
mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt  ist.  In  einem  Innern  Punkte  P  derselben 
sei  eine  Elektrizitätsmenge  m  =  l  angebracht.  Dann  wird  auf  der  Innern  Seite 
des  Leiters  Elektrizität  induziert,  und  zwar  so,  daß  das  Potential  G  im  Innern 
sich  einem  konstanten  Randwert  anschließt,  nämlich  dem  Potential  der  Erde, 
welches  gleich  0  gesetzt  werde.  Andererseits  wird  das  Potential  in  der  Nähe 
von  P  ins  Unendliche  wachsen,  und  nnn  liegt  es  nahe,  die  Funktion  G  in 
diesem  Bereiche  als  von  der  Form 

G  =  —  A-Sl 
r 

anzunehmen,  wobei  Sl  sich  im  Punkte  P  harmonisch  verhält;  denn  die  Funk- 
tion 1/r  ist  ja  eine  Lösung  der  Laplaceschen  DifiFerentialgleichung  in  drei  Dimen- 
sionen. 

2)  Auf  Grund  des  9.  Satzes  dieses  Paragraphen  genügt  hier  bloß  die  An- 
nahme, daß  die  Funktion  g  im  Punkte  0  positiy  unendlich  wird. 
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Freilicli  muB  man  vorläufig  noch  verlangeD, 

d)  daß  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  von  g  am  Kande 
stetig  seien.  Doch  wird  Bich  später  ergeben,  daß  •iie  Bedingung  d), 
im  Falle  eines  aus  einer  endlichen  Anzahl  analytischer  Kurven  be- 
stehenden Randes,  behufs  der  Begründung  der  nacbatehenden  Haupt- 
formel  (4)  entbehrlich  ist. 

Daß  einem  beliebigen  Bereiche  S  stets  eine  Greensche  Fnoktioa 
entspricht,  wird  später  streng  analytisch  bewiesen,  doch  hat  die  phy- 
sikalische Evidenz  die  Physiker  an  der  Existenz  dieser  Funktion  nie- 
mals zweifeln  lassen.    In  der  Tat  denke  man  sich  den  Bereich  S  als 
ein  Blatt  Stanniol,  dessen  Rand  mit  einer  dicken  Kupfermasse  in 
Verbindung   gesetzt   ist.    Am  Punkte  0  werde 
der  Fol  eines  galvanischen  Elements  angebracht, 
während  der  andere  Pol  mit  dem  Kupfer  ver- 
bunden wird.     Sodann    tritt   eine  Elektrizitäts- 
strömung ein.    Dabei  wird  man  den  Widerstand 
des  Kupfers   als  verschwindend  klein  ansehen, 
so  daß  also  das  Potential  g  in  allen  Randpunk- 
ten des  Blattes  einen   konstanten  Wert  erhält,  ^^^  ^^ 
welchen  wir  gleich  0  setzen  mögen.     Anderer- 
seits wird  g  im  Punkte  0  logarithmisch  unendlich*),  und  zwar  kann 
man   es  so  einrichten,  daß  die  Ei^iebigkeit  der  Quelle   gerade  1   be- 
trägt.   Hiermit  ist  die  Greensche  Funktion  des  Bereichs  S  fertig. 

Eine  andere  physikalische  Anordnung  zur  Realisierung  der  Green- 
schen  Funktion  verdient  doch  noch  erwähnt  zu  werden.  Man  denke 
eich  den  Bereich  S  als  eine  dfinne  nicht  leitende  Platte,  welche  auf 
beiden  Seiten  inkl.  des  Randes  mit  einer  dünnen,  übrigens  gleich- 
förmigen leitenden  Schicht  überzogen  ist.  Auf  der  einen  Seite  wird 
dann  am  Punkte  0  der  eine  Pol  eines  galvanischen  Elements  auf- 
gesetzt, während  der  andere  Pol  auf  der  anderen  Seite  gerade  am 
darunter  liegenden  Punkte  0'  angebracht  wird.  Dementsprechend 
breitet  sich  die  Elektrizität  auf  der  einen  Seite  aus,  läuft  dann  Ober 
den  Rand  auf  die  andere  Seite,  um  sich  dort  wieder  in  einen  Punkt 
zusammenzuziehen.  Aus  Symmetriegründen  gestalten  sich  dabei  die 
Strömungslinien  auf  den  beiden  Seiten  einander  gleich;  längs  des 
Randes    selbst   findet   übrigens   keine   Strömung   statt    Infolgedessen 

1)  Zunächst  Hiebt  man  nur,  daB  g  im  Paukte  0  Überhaupt  positiv  aaend- 
lich  wild.  Daß  g  deshalb  gerade  logariüimisch  unendlich  werden  muß,  folgt  aus 
dem  B.  Satze  dieses  Paragraphen. 
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ist  der  Rand  eine  Niveauknnre,  und  die  Potentialverteilui^  auf  der 
einen  Seite  der  Platte  liefert  daher  eben  die  gesnchte  Greensche 
Funktion. 

Diese  physikalische  Deutung  der  Greenschen  Funktion  ist  auch 
deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  wir  an  der  Hand  der  hiermit  ge- 
wonnenen physikalischen  Anschauung  einen  Grenzübergang  yomehmen 
können,  wodurch  die  beiden  übereinander  liegenden  Punktquellen  an 

einen  Randpunkt  der  Platte  heranrücken.  Daraus 
erwächst  eine  Strömung,  welche  auch  dadurch 
hervorgerufen  werden  kann,  daß  man  ein  Quell- 
paar am  genannten  Randpunkte  so  anbringt,  daß 
die  Achse  desselben  den  Rand  berührt,  wohei 
dann  selbstverständlich  nur  die  Hälfte  diesea 
Motors  zur  Verwendung  gelangt  Es  genügt  hier 
]i<ig.  135.  jedenfalls  vorauszusetzen,  daß  der  Rand  in  dem 

betreffenden  Punkte  analytisch  sei. 
Aufgabe.    Man  zeige,  daß 


/ 


l^  ds  =  2x 

dn 


ist,  wo  y  eine  einfache  reguläre  geschlossene,  den  Punkt  0,  aber 
keinen  Randpunkt  von  S  umfassende  Kurve  ist  und  n  sich  auf  die 
innere  Normale  bezieht. 

Mittels  der  Greenschen  Funktion  erhält  man  eine  außerordentlich 
wichtige  Darstellung  für  die  Funktion  u.  Die  Formel  (2)  reduziert 
sich  nämlich  hier  auf  die  einfachere: 

c 

wo  U  den  Randwert  von  u  bedeutet.  Das  Ergebnis  wollen  wir  noch, 
wie  folgt,  zusammenfassen  und  dabei  zugleich  auch  erweitem. 

2.  Satz.  Eiyie  in  einem  Bereich  S  harmanisclie  Funktion  ti,  welche 
in  jedem  Randpunlde  von  S  einen  Bandwert  U  annimmt,  läßt  sich  im 
Innern  von  S  durch  das  Integral: 


=  Lj^ll^'  ^«'■p-  ""-Lj^ 


ti  =  TT-  I  U  >,    ds    resp,    u  «  -    /  Udh 
c  c 

darstellen,  wobei  g  die  Greensche  FunJäion  des  Bereiches,  h  ihre  hon-- 
jiigierte  Funktion  bedeutet. 


§  4.  Fortsetzung;  zweite  Gruppe,  auf  einer  IntegraldarBtellung  fußend.    633 

Wie  mau  sieht,  wird  der  erste  Faktor  des  Integranden  allein 
durch  den  Wert  der  darzustellenden  Funktion  am  Rande  bestimmt,, 
während  der  zweite  dagegen  überhaupt  von  jener  Funktion  unab- 
hängig ist,  er  "wird  vielmehr  lediglich  durch  die  geometrische  Gestalt 
von  S  bedingt.  —  Der  Satz  ist  das  Analogon  der  Cauchyschen  Inte- 
gralformel, Kap.  7,  §  4. 

Im  vorhergehenden  ist  der  Beweis  dieses  Satzes  nur  unter  den 
Voraussetzungen  erbracht,  daß  einerseits  die  Greensche  Funktion  der 
Bedingung  d)  unterworfen  sei,  während  andererseits  die  Ableitungen 
erster  Ordnung  von  u  am  Bande  stetig  bleiben  sollen.  Wir  werden 
den  Beweis  später  auf  den  Fall  ausdehnen,  daß  der  Rand  aus  einer 
endlichen  Anzahl  analytischer  Kurven  besteht,  wobei  dann  die  Be- 
dingung d)  fortfaUen  darf,  und  auch  jegliche  Voraussetzungen  bezüg- 
lich des  Verhaltens  der  Ableitungen  von  u  am  Rande  entbehrlich, 
werden.  Im  übrigen  fehlt  vorläufig  jeder  Existenzbeweis  für  die  Green- 
sche Funktion.    Diese  Lücke  wird  ebenfalls  später  ergänzt. 

Auf  den  allgemeinsten  Fall  eines  regulären  Randes  werden  wir 
nicht  eingehen.    Da  kann  es  beispielsweise  vorkommen,  daß  selbst  in 

einem    gewöhnlichen  Punkte  ^  -  =  oo    wird.    Allein   die   konjugierte 

Funktion  h  wird  stetig  am  Bande  sein  und  sich  im  übrigen  länga 
des  Randes  monoton  ändern,  so  daß  also  die  zweite  Formel  des  Satzes 
stets  einen  Sinn  hat  und  ihre  Gültigkeit  behält. 

Das  Poissonsche  Integral. 

Für  den  Fall,  daß  der  Bereich  S  ein  Kreis  ist,  kann  man  die 
Greensche  Funktion  sofort  hinschreiben.    Sei  0'  der  in  Bezug  auf  den 

Kreis     zu    0    konjugierte  ^  öjaci,» 

Punkt  und  seien  q,  q'  bzw. 
die  Entfernungen  eines  ver- 
änderlichen Punktes  (5,  rf) 
der  Ebene  von  0,  0'.  Dann 
ist  längs   des  Kreisrandes 

,  =  const.  =  fc, 

9  \  y/         Fig.  136. 

wobei  Je  also  nur  von  Xy  y, 

nicht  von  |,  rj  abhängt.    Bildet  man  nun  die  Funktion 

(5)  g log  Q  +  log  g'+logk, 

80  ist  das  eben  die  gesuchte  Ghreensche  Funktion  g  des  Kreises.   Tragen 
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wir  dieselbe  in  das  Integral  (4)  ein.    Zunächst  ist 

W  an  "■     p  p'    ' 

ferner  ist 

r'  =  a*  +  (>*  —  2a(>  cos  y , 

/«=.  a* +()'«- 2a()' cos  y, 
woraus  sich  findet: 

an""2äL     p*  ~p'*     J* 

Formt  man  noch  das  zweite  Elammerglied  mittels  der  Relationen: 

,         s  Q        a—r         r        , 

'         p        r  —  a        a  ' 

um,  so  kommt: 

Q*  a\*/r*    ""       p*      ^ 

und  das  gibt  endlich : 

dg       a* — r*        1  a'  —  r* 


Für  den  Kreis  läßt  sich  das  Integral  (4)  in  der  Form: 


2n 


0 

schreiben,  und  hiermit  erhalten  wir  nunmehr  die  Formel: 

in 
0 

Dies    ist    das    sogenannte    Poissonsche   Integral.^)     Der    zweite 
Faktor  des  Integranden  ist  ofifenbar  der  reelle  Teil  der  Funktion 

Hierin  liegt  auch  eine  Bestätigung  der   bereits  aus  der  Relation  (6) 
ersichtlichen  Tatsache,  daß  dieser  Ausdruck  harmonisch  ist. 

Andererseits  kann   man  hieraus   die  zu  cg/cn  konjugierte  Funk- 


1)  Poisson,  Journ   Ecole  roy.  polytechn.,  Cah.  18  (1820)  S.  422.     Für  das 
NewtonBche  Potential,  ibid.  Cah.  19  (1828)  S.  150. 
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tion  direkt   ablesen  und   so    die   zu  u   konjugierte  Funktion  v  hin- 
schreiben: 

0 

Aufgabe.  Man  zeige,  daß  die  Greensche  Funktion  des  Kreises 
sich  invariant  gegenüber  einer  Vertauschung  von  Parameter  und  Ar- 
gument verhält: 

(Der  Satz  gilt  auch  allgemein;  vgl.  den  10.  Satz  dieses  Paragraphen.) 

Zweite  Herleitung  des  Poissonschen  Integrals.  Bocher*)  hat  eine 
äußerst  einfache  und  natürliche  Herleitung  des  Poissonschen  Inte- 
grals gegeben,  wonach  dasselbe  bloß  als  eine  transformierte  Form  des 
Mittel  wertsatzes : 


27t 


(10)  "-iifüdcp, 

0 

erscheint.  Unterwirft  man  nämlich  die  Ebene  einer  Transformation 
durch  reziproke  Radien,  so  geht  der  an  der  Formel  (10)  beteiligte 
Kreis  K  in  einen  neuen  Kreis  K'  über.  Sei  0:  {x,  y)  derjenige 
Punkt  von  K\  in  welchen  der  Mittelpunkt  von  K  verwandelt  wird. 
Dann  entspricht  den  Radien  des  ursprünglichen  Kreises  eine  Kreis- 
schar mit  den  Fixpunkten  0  und  0',  wo  0'  konjugiert  zu  0  in  bezug 
auf  K'  ist.  Bezeichnet  man  noch  mit  ^  denjenigen  Winkel,  welchen 
ein  veränderlicher  Kreis  dieser  Schar  mit  der  durch  0  imd  0'  gehen- 
den Geraden  einschließt,  und  mit  9  den  Winkel  zwischen  den  ent- 
sprechenden Radien  des  ürkreises,  so  ist  wegen  der  konformen  Ab- 
bildung mit  Umlegung  der  Winkel  ^  «=  —  9.  Hiemach  stellt  sich  der 
Wert  von  u  im  Punkte  0  in  folgender  einfacher  Gestalt  dar: 


%7t 


(11)  «  =  -kj^^'i'- 

0 

Dies  ist  nun  aber  nichts  anderes,  als  eine  verkappte  Form  des 
Poissonschen   Integrals,   was    auch    sofort    erhellt,    wenn   man   nach 


1)  Vgl.  Böcher,  Bull.  Amer.  Math,  80c.  2.  Reihe,  Bd.  4  (1897/98)  S.  424, 
sowie  Annais  of  Math.^  2.  Reihe,  Bd.  7  (1906)  S.  81.  Diese  Herleitnngsweise  be- 
weist mehr  als  die  soeben  besprochene,  da  jetzt  keine  Voraussetzung  bezüglich 
des  Verhaltens  der  Ableitungen  am  Rande  nötig  ist. 
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dem  Kreisbogen  s  integriert: 

9ft 


ijta 


fudt^füf.ds, 


Fig.  1S7. 


und  die  zu  ^  konjugierte  Funktion  sucht.   In  der  Tat  entnimmt  man 

beigesetzter  Figur  die  Bezie- 
hung: 

denn  der  Tangentenwinkel  ^ 
hat  ja  die  Hälfte  des  Kreis- 
bogens OMO'  zum  Maße^  wäh- 
rend 0  und  Ä  — ö'  Peripherie- 
winkel auf  dem  Bogen  MO' 
resp.  MO  sind.    Andererseits 

sind  die  zu  0,  ff  konjugierten  Funktionen  bis  auf  additive  Konstanten 

gleich  —  log  Q  bzw.  —  log  q\    Demnach  wird 

und  hiermit  tritt  die  Übereinstimmung  der  Formeln  (11)  und  (7)  zu 
tage,  sowie  man  in  (7)  als  neue  Integrationsvariabele  5  =  a^  einführt. 
Aus  dieser  Überlegung  geht  nun  die  Poissonsche  Formel  herror, 
indem  man  das  soeben  geschilderte  Verfahren  umkehrt.  Sei  u  eine 
Funktion,  welche  in  einem  Kreise  K'  harmonisch  und  auch  am  Rande 
desselben  stetig  ist,  und  sei  0'  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  K'. 
Man  schreibe  femer  das  Integral 


i/la 


2n 


inj 


J7|*d5 


^-Jüdn, 


0 


hin.  Unterwirft  man  dann  K'  einer  solchen  Transformation  durch 
reziproke  Radien,  daß  0'  in  den  Mittelpunkt  des  transformierten 
Kreises  K  geworfen  wird,  so  tritt  jetzt  der  Mittelwertsatz  in  Kraft, 
vgl.  die  Aufgabe  darunter,  S.  622,  womit  sich  denn  das  gewünschte 
Resultat  ergibt. 

Das  Poissonsdie  Integral  hei  beliebigen  Randwerten.  Bisher  sind 
wir  bei  der  Behandlung  des  Poissonschen  Integrals  von  einer  har- 
monischen Funktion  ausgegangen,  deren  Stetigkeit  am  Rande  bereits 
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nach  Voraussetzung  feststand,  und  außerdem  mußten,  um  den  Bedürf- 
nissen der  ersten  Beweismethode  gerecht  zu  werden,  auch  die  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  von  u  am  Rande  stetig  sein.  Wir  wollen 
uns  jetzt  eine  beliebige  stetige  Folge  von  Werten  auf  der  Kreis- 
peripherie geben  und  die  Frage  aufwerfen:  Wird  dann  stets  eine 
Funktion  u  vorhanden  sein,  welche  im  Innern  des  Kreises  harmonisch 
ist  und  sich  überdies  den  genannten  Werten  am  Rande  stetig  an- 
schließt? Nach  der  zweiten  Beweismethode  wird  diese  Funktion,  falls 
sie  existiert,  sicher  durch  das  Poissonsche  Integral  dargestellt. 


Fig.  138a.  Fig.  138b. 

Daß  diese  Frage  in  der  Tat  zu  bejahen  ist,  hat  Schwarz^)  ge- 
zeigt. Vermöge  der  von  B 6 eher  gegebenen  Form  des  Poissonschen 
Integrals  (11)  springt  dieser  Satz  sofort  in  die  Augen.  In  der  Tat 
sei  ü  eine  stetige,  sonst  aber  völlig  willkürliche  Funktion  auf  dem 
Kreisrande,  und  man  schreibe  das  Integral 


0  0 


hin.  Dann  sieht  man  vor  allem,  daß  dadurch  eine  im  Innern  des 
Kreises  harmonische  Funktion  f{Xy  y)  definiert  wird.  Läßt  man  jetzt 
den  Punkt  0:  {x,  y)  gegen  einen  willkürlichen  Randpunkt  Q:  if  =  % 
konvergieren,  so  leuchtet  aus  der  ersten  Form  des  Integrals  bereits 
hervor,  daß  f(Xf  y)  dem  Werte  CTq  zustreben  muß.  Denn,  wenn  0 
nahe  bei  Q  liegt,  entsprechen  ja  allen  Werten  von  ^  mit  Ausnahme 
eines  kleinen  Intervalles  ä  —  d<^<Ä  +  d  solche  Punkte  auf  dem 
Kreisrande,  welche  ihrerseits  nahe  bei  Q  liegen  und  wofür  denn  U 
einen  von   Üq  wenig  verschiedenen  Wert  hat.    Demgemäß  sind  diese 


1)  Werke^  Bd.  2,  S.  360.    Vgl.  indessen  auch  Poisson,  a.  a.  0. 
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Werte  von  U  beim  Integrale  yorwiegend,  dessen  Wert  mithin  un- 
gefähr C/q  betragen  wird.  Die  beiden  Figuren  138  a  nnd  138  b  sind 
quantitativ  ausgeführt  und  entsprechen  einer  Teilung  des  Winkels 
0  ^tlf  ^2%  in  zwölf  gleiche  Teile^  so  daß  also  die  Tangenten  der 
Kreise  im  Punkte  0  gleich  stark  gegeneinander  geneigt  sind. 

EUermit  ist  auch  der  Weg  gezeigt,  auf  welchem  man  zu  einem 
strengen  arithmetischen  Beweise  gelangen  kann.  Letzterer  laßt  sich 
indessen  bequemer  führen,  indem  man  die  obere-  Halbebene  an  Stelle 
des  Kreises  treten  läßt.  Messen  wir  den  Winkel  ^  von  der  nach 
unten  gerichteten  Ordinate,  wie  in  der  Figur  angedeutet  ist,  so  er- 
gibt sich: 


tan-t-  =  ^^ 

2  v 


d^  =  2 


%n 


^  »  2  arc  tan 


U-«)*:fy'' 


(12) 


U  —00 

Sei  s  eine  beliebig  kleine  positive  Größe,  sei  P:  (Xq,  0)  ein  be- 


i'ig.  130.  6 

liebiger  Punkt  der  ir-Ächse,  und   sei   Uq  der  Wert  von   U  im  Punkte 
P.    Dann  gibt  es  eine  positive  Größe  h  derart,  daß 

Ü-U,  <e 

bleibt,  sobald  nur   |  g  —  x^   <  2A  wird.    Sei  ferner  M  der  Maximal- 
wert von     U\  am  Kreisrande. 

Der  Punkt   0:  (x,  y)   möge  nun  auf  ein   sogleich  näher  zu  be- 
stimmendes K  echt  eck: 

y 


l 


rr^Äl 


Xo-2h 


■j — h 


Fig.  140. 


Xo+h 


Xo+2k 


\x-XQ^<h,         0<y<l 
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beschränkt  werden.   Wir  sclireiben  das  Integral  (12)  in  der  Form  hin 


Xo  —  ih       aro  +  2A     ee 


—  00  XQ  —  fh       Xo  +  ih 

und   bezeichnen   diese   drei  Integrale^  je   durch  jt  geteilt,   bzw.   mit 
c7j,  J^,  Jj.    Es  ist  dann 


'  Ji ;  :^  —  /  TT-    ^,,  ,  — 1  =  —  arc  tan 


Xo  +  «A 


wobei  der  Hauptwert  der  Funktion  arc  tan  x  verstanden  ist: 

—  Y  <  arc  tan  a:  <  Y . 

Bedenkt  man  nun,  daß  arc  tan  x  monoton  mit  x  zunimmt,  während 
andererseits 

bleibt,  so  erkennt  man,  daß 

arc  tan  ,  <  arc  tan —  <  - - 

i  y  2 

ist.    Demgemäß  wollen  wir  l  jetzt  so  wählen,  daß 

arc  tan  7  =  v  ""  *>        l  =  h  tan  £, 
wird.    Dann  wird 

In  ähnlicher  Weise  zeigt  man,  daß  auch 

ist. 

Was  nun  endlich  J^  anbetrifift,  so  ist 

=  -^    arc  tan  - —    - '—     —  arc  tan  — H I  t -rr — ^-- — = , 
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wobei  I S I  < «  ist.  Nach  dem  Vorhergehenden  liegt  der  Wert  der 
eckigen  Klammer  zwischen  x  —  2s  und  üt,  und  der  letzte  Term  rechter 
Hand  liegt^  absolut  genommen^  unterhalb  s.  Hiermit  sind  alle  Ab- 
schätzungen fertig,  und  der  Beweis  ist  geliefert 

Der  vorstehende  Beweis  gestattet  eine  viel  allgemeinere  Formu- 
lierung des  Satzes.  Wie  man  sieht,  kommt  es  im  Wesentlichen  nur 
darauf  an,  a)  daß  U  in  einem  vorgegebenen  Randpunkte  Q  des  Kreises 
stetig  sei;  b)  daB  |  U'  endlich  und  längs  des  ganzen  Kreisrandes  inte- 
grierbar sei.  Allein  in  der  Umgebung  eines  Randpunktes,  in  dessen 
Nähe  ü  unstetig  wird,  aber  endlich  bleibt,  wird  u  auch  endlich 
bleiben.    Demgemäß  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen. 

3.  Satz.  Sei  U  eine  Funktion,  welche  längs  der  Peripherie  eines 
Kreises,  höchstens  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  abgesehen^ 
stetig  ist,  und  sei  U  femer  endlich.  Dann  stellt  das  Poissonsche 
Integral 

^  ^  '2nJ  ^  ä«^^2är  cos  (t/i^^eT+T*  ^^ 

0 

eine  innerhalb  des  Kreises  endlidie  harmonisdie  Funktion  vor,  welche  in 
jedem  Randpunkte,  wo  Ü  stetig  ist,  den  Randwert  ü  annimmt,  und  im 
Innern  des  Kreises^  sofern  nicht  gerade  J7=  const.  ist^  zwischen  der 
oberen  und  der  unteren  Grenze  von  U  liegt. 

Es  ist  nicht  schwer,  den  Satz  auf  den  Fall  auszudehnen,  daß  ü 
in  der  Nähe  einer  endlichen  Anzahl  von  Randpunkten  aufhört,  endlich 
zu  bleiben,  vorausgesetzt  nur,  daß  U  sonst  stetig  ist,  und  daß  außer- 
dem [  ü\  über  den  ganzen  Kreisrand  hin  integrierbar  ist. 

4.  Satz.  Ist  u  harmonisch  in  eimm  Kreise  a;*  +  y*  <  a^  und 
stetig  am  Rande  desselben,  und  bezeichnet  man  fetmer  den  Maximalwert 
von  \  u  I  am  Rande  mit  M;  so  ist  diejenige  konjugierte  Funktion  v, 
tvelcJie  im  Mittelpunkte  des  Kreises  verschwindet,  der  Ungleichung  unter- 
worfen: 

(13)  >i^:r^- 

Indem  wir  an  die  durch  die  Formel  (9)  gegebene  Darstellung 
der  Funktion  v  anknüpfen,  bringen  wir  den  Mittelwertsatz  (B)  von 
Kap.  1,  §  4  in  Anwendung,  wobei  jener  Faktor  f{x)  im  vorliegenden 
Falle   mit  dem  Ausdruck   ?/•  2 ar  sin  (ö  —  ^)/2:nr   identifiziert  werden 
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soll.    So  kommt: 

in 

I       ^arMf*  dilj  arM      2ä  , 

'=     7C   J   a*  — 2 ar  COS  (ö  —  'V>)H-r'  n     a*  — H' 

0 

Die  Abschätzung  (13)  gilt  offenbar  auch  dann,  wenn  unter  2M 
die  Oszillation  der  Bandwerte  von  u  verstanden  wird. 

Ausgerüstet  mit  dem  Poissonschen  Integral  wenden  wir  uns  jetzt 
zur  weiteren  Forschung  der  Theorie   des  logarithmischen  Potentials. 

Weiterentwicklung  der  Theorie  auf  Grund  der  Integral- 
darstellungen. 

5.  Satz.  Eine  harmonische  Funktion  besitzt  partielle  Ableitungen 
aller  Ordnungen.    Jede  derselben  ist  wieder  liarmonisch. 

In  der  Tat  sei  A  ein  Punkt,  in  welchem  die  Funktion  u  har- 
monisch ist.  Beschreibt  man  dann  um  A  einen  genügend  kleinen 
Kreis,  so  kann  man  u  innerhalb  desselben  mittels  des  Poissonschen 
Integrals  darstellen.  Aus  der  hiermit  gewonnenen  Formel  erkennt 
man,  daß  u  beliebig  oft  nach  x  und  y  diflFerentiiert  werden  darf,  in- 
dem man  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  ausführt.  DaB 
die  Ableitungen  von  u  ebenfalls  harmonisch  sind,  ergibt  sich  aus  der 
Relation: 

A =  -       -  Aw. 

6.  Satz.  Eine  Funktion  u,  welche  sich  überall  im  Endlichen  har- 
tnoniscfi  verhält  und  auch  im  wtendlidi  fernen  Bereiche  der  Ebene  end- 
lich bleibt,  ist  eine  Konstante. 

Seien  0,  P  zwei  beliebige  Punkte  der  Ebene.  Um  0  beschreibe 
man  einen  den  Punkt  P  umfassenden  Kreis  und  stelle  man  u  inner- 
halb desselben  durch  das  Poissonsche  Integral  dar.  Im  Mittelpunkte 
0  geht  das  Integral  in  die  Formel  des  Mittelwertsatzes  über: 


"o-iiß^^^> 


und  man  erhält  sonach  die  Gleichung: 

in 


1      r^j —21'^  + 2ar  cos  {6  — tj))    ,. 

0 
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Aus  den  Beziehungen 

I  —  r  +  a  cos  (ö  —  ^)  I  ^  a  +  r, 

a*  —  2ar  cos  (ö  —  ^)  +  r*  ^  (a  —  r)* 
folgt  dann,  daß 

—  2r' 4-  2ar  cos  {0  —  tp)     ^  2r(a  +  r) 
o*  — 2arco8(ö  — i/>)  +  r*    —  "(ä  —  r)* 

ist.  Durch  passende  Wahl  Ton  a  kann  letztere  Große  offenbar  kleiner 
als  eine  willkürlich  vorgeschriebene  positive  Größe  €  gemacht  werden. 
Nun  ist  andererseits  nach  Voraussetzung  überall 

|w!<Jf, 

wo  M  eine  positive  Konstante  bedeutet.    Infolgedessen  ist 

d.  h.  die  Eonstante  Up  —  Uq  ist  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
als  jede  positive  Größe.  Das  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn  diese 
Eonstante  den  Wert  0  hat^),  und  daher  ist 

Up  =  Wo, 

w.  z.  b.  w. 

Der  Satz  entspricht  dem  Liou villeschen  Satze  in  der  Funk- 
tionentheorie, Eap.  7,  §  5,  ist  aber  allgemeiner  als  jener,  da  er  nur 
die  Endlichkeit  des  einen  Teils  der  komplexen  Funktion  voraussetzt 

7.  Satz.  Sei  u  eine  Funktion,  welche  in  einem  endlicheti  zweifach 
eusammenhängendeti  Bereich  S  harmonisch  ist,  und  seien  G^  und  C^ 
hßw.  die  äußere  und  die  innere  Begrenzung  von  S.  Dann  läßt  sidh  u 
in  zwei  Teile  spalten: 

U  =  Uc^  +  w«., 

dergestalt,  daß  u^  im  Innern  von  C^,  und  u^  überall  im  Endlichen 
außerhalb  Q  harmonisch  ist. 

Setzt  man  im  1.  Satz  h  =  log  1/r,  so  kommt: 


1     C     c)\ogr        ,  du\   , 

M  =  —  ^      l\u  -—" loir  r  ^    )  ds 

c, 
—  o      /  ( w    ~^^  ^  —  log  r  ^^)  ds, 


1)  An  diese  für  die  moderne  Analysis  so  wichtige  Schlnßweise  wollen  wir 
noch  die  Bemerkung  knüpfen,  daß  dieselbe  in  einem  unendlich  kleine  konstante 
Größen  umfassenden  Zahlensystem  unmöglich  wäre.  Würde  man  also  derartige 
Größen  in  die  Analysis  einführen,  so  würde  damit  eine  außerordentlich  wert- 
volle Beweismethode  eingehen. 
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und  da  liefern  nun  die  beiden  Integrale  rechter  Hand  eben  die  in 
Aussicht  genommenen  Funktionen  uq  und  u^.  In  der  Tat  ist  der 
Integrand  harmonisch^  und  überdies  läßt  sich  die  Differentiation  nach 
Kap.  3;  §  8  unter  dem  Integralzeichen  ausführen. 

Der  Beweis  setzt  voraus,  daß  sowohl  u  als  cu/cn  stetige  Rand- 
werte besitzen.  Wir  können  jedoch  die  Schlußweise  leicht  dahin  ab- 
ändern, daß  diese  Annahme  ganz  beseitigt  wird,  indem  wir  zwei 
Kurven  C^'  und  C^'  einführen,  welche  ganz  innerhalb  S  liegen  und 
dicht  neben  Cj  bzw.  Cg  herlaufen.  Für  den  durch  C/  und  Cy  be- 
grenzten Bereich  S'  wird  dann  der  vorstehende  Beweis  seine  Gültig- 
keit beibehalten: 

Läßt  man  jetzt  C^'  sich  an  die  Kurve  C^  immer  enger  anschmiegen^ 
so  wird  dadurch  weder  u  noch  t( «  behelligt,  und  darum  bleibt  auch 
tt'3  ungeändert  in  jedem  Punkte  von  S,  welcher  einmal  von  S'  um- 
faßt ist.  In  der  Grenze  erhält  man  mithin  eine  Funktion  143,  welche 
in  Ci  eindeutig  und  harmonisch  ist.  Verfahrt  man  noch  mit  C,'  in 
ähnlicher  Weise,  so  ergibt  sich  damit  die  gewünschte  Verallgemeine- 
rung. 

Dieser  Satz  entspricht  dem  Laurent  sehen  Satze  in  der  Funk- 
tionentheorie, Kap.  7,  §  15. 

Bemerkung.  Diese  Veraügeweinerung  umfaßt  insbesofidere  den 
Fally  daß  die  Kurve  C^  auf  einen  Fmiki  zusammenschrumpft  bzw.  daß 
die  Kurve  C^  ins  Unendliche  rücht  und  die  ganze  Eletw  schließlich  um- 
faßt, sotvie  auch  das  gleichzeitige  Bestehen  beider  Fälle. 

Aufgabe.  Man  dehne  den  Satz  auf  einen  beliebigen  mehrfach 
zusammenhängenden  Bereich  aus. 

Der  unendlich  ferne  Bereich  der  Ebene  wird  hier,  wie  in  der 
Funktionentheorie  und  der  Geometrie  der  reziproken  Radien,  als  ein 
Punkt,  der  Funkt  oc,  aufgefaßt. 

Definition.  Eine  Funktion  u  soll  im  Punkte  00  harmonisch 
heißen,  wenn  u  außerhalb  einer  bestimmten  geschlossenen  Kurve  ein- 
deutig und  harmonisch  ist  und  außerdem  im  genannten  Bereiche  end- 
lich bleibt. 

1.  Zusatz.  Im  Punkte  00  bleibt  w«  harmonisch,  oder  aber  u% 
wird  dort  logarithmisch  unendlich,  und  zwar  ist 

ti^  =  w  -\-  k  log  Q  , 

41* 


M«  = 
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WO  sich  i/o  im  Punkte  oo  harmonisch  verhält  und  dort  verschwindet^ 
k  eine  Konstante  ist,  die  insbesondere  verschwinden  kann,  und  q  die 
Entfernung  eines  veränderlichen  Punktes  P:  {x,  y)  von  einem  festen 
innerhalb  C^  gelegenen  Punkte  Q  bedeutet. 

Wir  schreiben 

wobei  nötigenfalls  C^  durch  (7/  zu  ersetzen  ist;  und  zeigen  zuerst, 
daß  der  erste  Term  rechts  gegen  0  konvergiert,   wenn  r  =  c»  wird. 

In  der  Tat  ist 

c  log  r  cos  y 

__  ==  ^-  _  . 

Da  nun  u  cos  y  längs  der  ganzen  Kurve  C^  endlich  bleibt,  so  kon- 
Tergiert  der  Integrand  gleichmäßig  gegen  0.  Dementsprechend  kon- 
yergiert  auch  das  Integral  gegen  0,  vgl.  Kap.  3,  §  7. 

Zur  Behandlung  des  zweiten  Termes  setze  man 

log  r  =  log  ^  +log(). 
Dann  ist 

Jlog  r^^ds  =Jlog  ^l*;^ds  +  log  Qjllds. 

Hier  konvergiert  der  erste  Term  rechts,  wie  eine  ähnliche  Über- 
legung wie  vorhin  zeigt,  ebenfalls  gegen  den  Grenzwert  0,  wenn 
r  =  oo  wird,  während  der  zweite  bereits  die  Form  k  log  q  besitzt. 
Hiermit  ist  der  Zusatz  bewiesen. 

2.  Zusatz.  Unterwirft  man  die  Ebene  einer  Transformation  durch 
reziproke  Badien  mit  dem  Inversionszentrum  im  Punkte  Q,  so  geiU  w 
in  eine  Funktion  iv  über,  ivekhe  im  Punkte  Q  harmonisch  ist,  sofern 
man  w   dort  den   Wert  0  beilegt. 

Der  Beweis  des  1.  Zusatzes  bediente  sich  eines  expliziten  Aus- 
drucks für  die  Funktion  tv,  nämlich: 


W 

Cr 


Indem  wir  an  diese  Formel  anknüpfen,  setzen  wir: 

(14)  pp'=a«, 

wobei  der  Radius  a  des  Inversionskreises  so  genommen  wird,  daß  (7, 
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ganz  außerhalb  dieses  Kreises  liegt.  Sei  R  die  EntfemuDg  eines 
veränderlichen  Punktes  M  der  Kurve  C,  von  Q,  und  gj  der  Winkel, 
den  QM  mit  QP  (Fig.  141)  einschließt.  Aus  der  trigonometrischen 
Relation 

findet  man  dann  vermöge  (14): 

log-  =  i  log  (U'3+  Q^-  2  JR'  q'  cos  o)  -  log  R\ 

Hier  stellt  der  erste  Term  rechter  Hand  den  Logarithmus  der  Ent- 
fernung r'  des  Punktes  P':  {x\  y)  vom  Punkte  M'  vor,  während  der 


JP  •  («T  y) 


Fig.  141. 


zweite  Term  unabhängig  von  P'  ist,  und  daher  geht  logr/g  durch 
(14)  in  eine  im  Punkte  Q  harmonische  Funktion  Ä^'  üher. 

Um  noch  den  transformierten  Wert  von  d  log  r/dn  zu  berechnen, 
gestatten  wir  jetzt  dem  Punkte  M  eine  beliebige  Lage  in  der  Nähe 
von  Cj  anzunehmen,  wobei  sich  dann  M'  seinerseits  in  der  Nähe 
von  C^'  befinden  wird.     So  kommt: 


r 
logr 

d  log  r 


=  VR'^+  q^-  2Rq'co8(o 


a' 


logr'-logi2'+log^>, 


=/„,|iogr'-iogij'+iog-:-j|: 

r      C08  /        cos  Yildn 
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und  hieraus  erhellt ^  daß  o  log  r/dn  ebenfalls  in  eine  Funktion  A, 
übergeht^  welche  sich  in  Q  harmonisch  yerhali^) 

Wir  haben  hiermit  eine  Darstellung  der  transformierten  Funktion  w' 
von  folgender  Gestalt  erhalten: 

wobei  sich  der  Integrand  im  Punkte  Q  harmonisch  yerhalt.  Daß 
dieses  Integral  deshalb  auch  eine  im  Punkte  Q  harmonische  Funktion 
definiert,  schließt  man  sofort  auf  Grund  der  Sätze  Ton  Kap.  3,  §  8, 
und  hiermit  ist  der  Beweis  geliefert. 

3.  Zusatz.  Eine  Funktion  u,  welche  sich  im  PunJde  oo  har- 
monisch  verhält,  geht  durch  eine  Inversion  der  Ebene  in  eine  Funktion 
u  über,  welche  sich,  von  einer  hebbaren  Unstetigkeit  abgesehen,  im  In- 
versionszentrum  harmonisch  verhält. 

Nach  dem  Vorhergehenden  läßt  sich  u  in  der  Form  darstellen: 

u  =  w^  +  m;  +  i  log  p, 

wobei  sich  u^  in  der  ganzen  endlichen  Ebene  harmonisch  yerhäli 
Da  u  und  w  jedenfalls  im  Punkte  oo  endlich  bleiben,  so  müßte  ti^, 
falls  A:  4»  0  wäre,  dort  unendlich  werden.  Dies  geht  aber  nicht  an, 
vgl.  Aufgabe  1,  S.  623.  Infolgedessen  verschwindet  k,  und  damit 
erweist  sich  ti^  wegen  des  6.  Satzes  als  eine  Konstante. 

4.  Zusatz.  Eine  harmoyiische  Funktion  verluUt  sich  invariant 
gegenüber  einer  Iconformcfi  Abbildung  selbst  dann,  wenn  der  transfor- 
mierte Bereich  den  Punkt  oo  umfaßt. 

5.  Zusatz.  Sei  u  eine  Funktion,  welche  außerhalb  einer  oder 
mehrerer  Kurven  C,  inklusive  des  Punktes  oo,  eindeutig  und  hannonisch 
ist  und  außerdem  nebst  ihren  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
stetige  BandweHe  längs  dieser  Kurven  annimmt.  Dann  läßt  sich  u 
im  genannteil  Gebide  in  der  Gestalt  darstellen: 

(15)  „  =  „„_l-j(„^_i^_logr^gd«, 

c 

wo  Woo  de)i  Wert  von  u  im  Punkte  oo  bedeutet. 

Für  das  Äußere  der  Kurven  C  entspricht  diese  Formel  der  früheren, 
auf  einen  endlichen  Bereich  bezüglichen  Darstellung  (2).  Vgl.  auch 
Kap.  7,  §  9,  Aufgabe  5. 

1)  Der  Boeben  durchgeführte  Beweis  läßt  sich  auch  in  einfacher  Weise 
vermöge  komplexer  Größen  erbringen. 
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In  den  obigen  Entwicklungen  ist  folgender  wichtiger  Satz  ent- 
halten. 

8.  Satz.  In  der  Umgebung  eines  Punktes  Ä,  diesen  Punkt  selbst 
allein  ausgenommenj  sei  u  eindeutig  tmd  harmonisch.  Bleibt  u  überdies 
endlich  in  der  genannten  Umgebung,  so  wird  u  auch  im  Punkte  Ä  har- 
monisch sein,  sofern  man  nur  von  einer  hebbaren  Unstetigkeit  dort  absieht. 

Zum  Beweise  braucht  man  nur  eine  Transformation  durch  rezi- 
proke Radien  vorzunehmen,  wodurch  der  Punkt  Ä  ins  Unendliche 
geworfen  wird,  und  hierauf  den  3.  Zusatz  in  Anwendung  zu  bringen. 

Ein  zweiter  Beweis  stützt  sich  auf  den  9.  Satz  und  wird  noch 
im  Anschlüsse  daran  besprochen. 

Der  Satz  entspricht  dem  Biemannschen  Satz  in  der  Funktionen- 
theorie, Kap.  7,  §  6,  9.  Satz,  ist  aber  allgemeiner  als  jener,  da  hier 
keine  Voraussetzung  bezüglich  des  Verhaltens  der  konjugierten  Funk- 
tion V  in  der  Nähe  von  Ä  gemacht  wird. 

9.  Satz.  In  der  Umgebung  eines  Punktes  Ä:  (a,  b),  den  Punkt  A 
selbst  allein  ausgenommeny  sei  u  harmonisch,  und  sei  femer 

lim     w  =  +  oo  bzw.  —  cx> . 

Dann  läßt  sich  u  in  der  genannten  Umgdmng  in  der  Form  darstellen: 

u=^k  log  r  •\-  G), 

wo  (o  sich  im  Punkte  A  Jiarmonisch  verhalt,  tmd  wo  r  die  Entfernung 
von  A   bedeutet,  falls  dieser  Punkt 
im  Endlichen  liegt,  sonst  aber  die 
ErUfemung  von  irgend  einem  festen 
Punkte  der  Ebene. 

Der  Satz  ist  vielfach  von  den 
Physikern  angewendet  worden  und 
liegt  insbesondere  der  Aufstellung 
der  Greenschen  Funktion  in  der 
ursprünglichen  Greenschen  Ab- 
handlung zugrunde.  Bewiesen  ist 
er  erst  von  Böcher^),  welcher  ihn 
einmal  auf  harmonische  Funktionen 
von  n  Argumenten,  sodann  auch 


1)  Bö  eher,  BuU.  Math.  Ämer.  Soc,  2.  Folge,  Bd.  9  (190S),  S.  466. 


648        rV«  13.  Grandlagen  der  Theorie  des  logarithmiscfaen  Potentials. 

auf  Funktionen  zweier  Argumente^  welche  linearen  Differentialglei- 
chungen vom  elliptischen  Typus  genQgen,  verallgemeinerte.  Seinen 
Beweis  teilen  wir  hier  mit. 

Wir  wollen  festsetzen,  daß  der  Punkt  Ä:  {a,  b)  im  Endlichen 
liegt  und  daß  u  in  Ä  positiv  unendlich  wird.  Die  anderen  Fälle 
lassen  sich  offenbar  auf  diesen  Fall  zurückführen.  Um  A  werde  ein 
Kreis  K  gelegt,  welcher  keinen  weiteren  singularen  Punkt  der  Funk- 
tion enthält.  Alsdann  werde  yermöge  des  Poissonschen  Integrals 
eine  Funktion  U  gebildet,  welche  auf  K  dieselben  Randwerte  wie  u 
annimmt  und  innerhalb  K  harmonisch  bleibt.  Wenn  wir  nun  die 
Differenz 

bilden,  so  wird  diese  Funktion,  vom  Punkte  Ä  abgesehen,  im  Kreise 
K  harmonisch  sein  und  am  Rande  von  K  den  Wert  0  annehmen, 
während  sie  im  Punkte  Ä  positiv  unendlich  wird.  Sei  c  eine  große 
positive  Konstante.     Dann  stellt  die  Gleichung 

(*6)  f{^>  y)-c 

ein  kleines  Oval  C  um  den  Punkt  A  dar.^) 

Des  weiteren  sei  P:  (x^ ,  y^)  ein  beliebiger,  von  A  verschiedener 
innerer  Punkt  des  Kreises  K,  und  man  bilde  die  Greensche  Funktion 
g  für  den  Kreis,  deren  Pol  im  Punkte  P  liegt,  g(x,y]  x^^y^).  Wir 
nehmen  wieder  eine  große  positive  Konstante  c^  an  und  setzen 

In  diesem  Falle  ist  das  dadurch  definierte  Oval  ein  den  Punkt  P  ent- 
haltender Kreis  C\.  Im  übrigen  sollen  dabei  c  und  q  beide  so  groß 
gewählt  werden,  daß  C  und  C^  außerhalb  einander  liegen.  Der  außer- 
halb C  und  6\  gelegene  Teil  von  K  werde  endlich  mit  S  bezeichnet. 
Hiermit  sind  alle  Vorbereitungen  getroffen.  Der  springende 
Punkt  des  Beweises  besteht  nun  in  der  Anwendung  des  am  Eingang 
des  Paragraphen  stehenden  Hilfssatzes  auf  den  Bereich  S,  wobei 
u  =  /",  V  =  g  zu  setzen  sind.  Daß  ü  und  somit  auch  f  stetige  Ab- 
leitungen erster  Ordnung  am  Rande  von  K  besitzen,  folgt  aus  dem 
3.  Satze  von  §  6  unten.  Es  genügt  indessen,  K  durch  einen  kleineren 
Kreis  K' :  g  =>  s  >  0  zu  ersetzen  und  dann   einen  Grenzübergang  vor- 

1)  Wegen  eineB  strcugen  Beweises  dieser  Behauptung  müssen  wir  auf 
spätere  Ausführungen  verweisen;  man  vgl.  §  7,  wo  ein  ähnlicher  Beweis  durch- 
geführt ist. 
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zunehmen.  Da  nun  sowohl  /  als  ^  am  Rande  von  K  verschwinden^ 
so  kommt  zunächst: 

Hieraus  findet  man  unter  Benutzung  des  Mittelwertsatzes  (B),  S.  20: 

wobei  f,^=f{Xx,yi)y  9»^  9{x\y',  ^uVi)  bzw.  den  Wert  von  f,  g  in 
einem  bestimmten  Punkte  von  C^,  C  bedeuten.  Daß  der  Mittelwert- 
satz in  der  Tat  hier  anwendbar  ist,  erkennt  man  daraus^  daß  außer- 
halb C^  g  <,Ci  ist,  und  daher  muß  dg/dn  ^  0  sein.  Ähnliches  gilt 
auch  von  cf/cn.     Nun  ist  nach  dem  1.  Satze  von  §  3 

Ci  c 

Ferner  hat  das  letzte  Integral  in  (18)  nach  der  demselben  Satze  zu- 
gefügten Aufgabe  für  alle  Ovale  C  ein  und  denselben  Wert,  —  2xky. 
während  das  erste  Integral  gleich  —  2;r  ist.  Wir  tragen  diese  Werte 
in  (18)  ein  und  erhalten  so: 

(19)  f.,=  kg,. 

Jetzt  lassen  wir  c  und  c^  beide  ins  Unendliche  wachsen.    Dabei  nähern 

sich  f,  y  g^  bzw.  den  Grenzwerten  fix^^y^j  Qi'^j^^x^jyi)}  ^^^  C^^) 
geht  mithin  in 

f{^i^yi)-1^9{(^,h^i7yi) 

über.     Es  bleibt  nur  noch  übrig,  den  Satz  von  der  Vertauschbarkeit 

von  Parameter  und  Argument  heranzuziehen,    vergleiche  die  Aufgabe 

auf  S.  635: 

g{a,h',  x^,yi)--gix,,y^]a,h). 

Daraus  erkennen  wir,  daß  die  Funktion  f{^x,y)  sich  von  der  für  den 
Punkt  Ä  als  Pol  gebildeten  Greenschen  Funktion  des  Kreises  nur 
durch  einen  konstanten  Faktor  unterscheidet: 

f(x,y)^Jcg{x,y',a,b). 
Infolgedessen  ist  allgemein 

u  =»  kg  (x,  y;  a,  h)  +  ü, 
und  hierin  liegt  der  Beweis  des  Satzes. 
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Die  soeben  verwendete  SchluBweise  ist  dem  Beweise  des  SatsEes 
über  die  Vertauschbarkeit  von  Parameter  und  Argument  im  FaUe  der 
Greenschen  Funktion  g(Xj  y;  x^^  yj  eines  beliebigen  Bereiches  27  nach- 
l^ebildet^  nur  tritt  bei  jenem  Beweise  an  Stelle  des  Kreises  K,  nnd 
der  Funktion  f  der  Bereich  E  bzw.  die  Funktion 

Im  übrigen  erhält  k  hier  den  Wert  1.  Dieses  Ergebnis  wollen  wir 
Jioch  als  Satz  aussprechen.^) 

10.  Satz.  Bezeichnet  man  mit  g{x,y\  ^yfj)  die  für  den  Punki 
i^jri)  ais  Pol  geinldete  Greensche  Funktion  eines  bdid>igen  BerdeheSj 
so  ist 

9i^,y]  S,^)  =  5^(6,1?;  a?,y). 

Wie  vorhin  schon  erwähnt  wurde,  kann  man  den  8.  Satz  aus 
•dem  9.  Satze  ableiten.  Zu  dem  Zwecke  braucht  man  nur  die  har- 
monische Funktion  log  r  zu  jener  Funktion  u  hinzuzufügen.     Dann 

genügt  die  Funktion 

u  +  log  r 

den  Voraussetzungen  des  9.  Satzes,  und  daher  muß 

u  +  log  r  =  A;  log  r  +  o, 
slao 

M  =  (i  —  1)  log  r  +  o 

sein,  wo  cd  sich  im  Punkte  A  harmonisch  verhält.  Da  nun  aber  so- 
wohl u  als  ö  im  Punkte  Ä  endlich  bleiben,  so  muß  k  —  1=0  sein, 
und  demgemäß  fällt  u  mit  der  im  betreffenden  Punkte  harmonischen 
Funktion  co  zusammen. 

11.  Satz.-)     Sei 

eine  Funktion,  ivelche  für  jeden  in  BetracM  kommenden  Wert  von  a 
sich  in  einem  Bereiche  S  harmonisch  verhält  und  übrigens  am  Bande 
von  S  stetig   ist.     Konvergieren  dann  die  Bandwerte  U„  heim  Crrem- 


1)  Besteht  der  Band  tou  2  aus  einer  einzigen  analytischen  Kurve,  so  sorgt 
der  3.  Satz  von  §  6  unten  wieder  für  die  Stetigkeit  der  ersten  Ableitungen  am 
Rande.  Sowohl  hier  als  im  allgemeinen  Falle  kann  man  sich  indessen  wie  vor- 
hin behelfen,  indem  man  den  Bereich  ;9  zunächst  durch  einen  durch  die  Kurve 
g^^s'^0  berandeten  Bereich  S'  ersetzt,  und  dann  «  gegen  0  abnehmen  läßt. 

2)  Harnack,  Grundlagen  der  Theorie  des  logarithmischen PotenHals,  ISSl^  § 20. 
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Übergänge  lim  a^^öc  (insbesondere  darf  ä  =^  oo  sein)  gleichmäßig  ^  so 
konvergiert  u^  gleichmäßig  in  S,  tmd  zwar  wird  die  Grenzfunktion 

lim  Ua  =»  Uä 

ebenfalls  harmonisch  in  S  sein. 

Des  weiteren  konvergieren  die  partiellen  Ableitungen 

dx  '       dy 
in  jedem  Bereiche  U,  welcher  nebst  seinen  Bandpunkten  ganz  innerhalb 
S  liegt,  gleichmäßig  gegen  die  Grenzwerte  duä/dx  bzw.  dUa/dy,  und  da 
jene  Ableitungen  toieder  harmonisch  sind,  so  schließt  man  aUgetnein: 

lim 


Dabei  ist  auch  im  letzteren  Falle  die  Konvergenz  gleichmäßig  in  U, 

Wir  knüpfen  an  den  3.  Satz  von  §  3  an^  wonach  eine  harmo- 
nische Funktion,  welche  am  Rande  stetig  ist,  ihren  größten,  sowie 
ihren  kleinsten  Wert  am  Rande  erreicht.  Da  es  nun  nach  Voraus- 
setzung zu  jedem  €>0  ein  d  >  0  gibt,  derart  daß 

iE^a-Cr,'!<£,  a-i\<d,     |a'-ä|<*, 

so  folgt  unmittelbar  aus  jenem  Satze,  daß  auch  im   Inneren  von  S 

\^a—^a.<^7         \a  —  ä\<d,     |a— äl<*. 

Hiermit  ist  die  gleichmäßige  Konvergenz  von  u^  in  S  dargetan. 

Sei  ferner  A:  {xQ,y^  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  S,  und 
man  lege  um  A  einen  Kreis  K,  welcher  nur  keinen  Randpnnkt  von 
S  in  seinem  Inneren  umfaßt.  Bezeichnet  man  mit  U^'^ ,  TJ^J^  den 
Wert  von  u^  bzw.  Ua  am  Rande  von  K,  so  ist 

(20)  U'P  =^  Tf^  +  t„,    wo     \1„\£b 

ist.     Andererseits   wird  u^  innerhalb  K  durch   das  Poissonsche  Inte- 
gral dargestellt: 


S/r 


^  _    1     Cti{K) a'^  —  r* 


u 
2/r 


d^f 


^   ^  ""  27r  J      .7     a«  —  2ar  cos  (ö  —  i^)  -f-  r*'  ^* 


0 
2ä 


"^  27r J    ^«  a*  — 2arco8(d— t/;)"-fr*  ^' 
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Fassen  wir  nun  einen  bestimmten  inneren  Punkt:  (r^  d)  von  K  ins 
Auge  und  halten  wir  diesen  fest^  so  konvergiert  der  Integrand  des 
letzten  Integrals^  als  Funktion  von  ^  und  a  aufgefaßt,  weg^n  (20) 
nebst  der  Relation: 

0  < ^'~r* <  « +/ 

=^  a*  —  2  ar  COB  (Ö  —  '^)  +  r*  =^  a  —  r 

gleichmäßig  gegen  0;  wenn  a  dem  Werte  ä  zustrebt. '  Daher  nähert 
sich   dieses  Integral  dem  Wert  0,   während    das  vorhergehende   gar  . 
nicht  von  a  abhängt^  und  es  ergibt  sich  sonach: 

in 
(22)  «.  =  -^Jüf  ,,_,J-/-^)  +  r^  ^*' 

0 

Rechter  Hand  steht  aber  eine  im  Kreise  K  harmonische  Funktion. 
Wir  haben  also  gezeigt,  daß  die  Grenzfunktion  Wjj  im  Punkte  A  har- 
monisch ist.  Da  nun  aber  A  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  S 
war,  so  ist  der  Beweis  des  ersten  Teils  des  Satzes  hiermit  erbracht 

Zur  Begründung  des  zweiten  Teils  gehen  wir  von  der  Bemerkung 
aus,  daß  in  der  Formel  (21)  unter  dem  Integralzeichen  differentiiert 
werden  darf.  Dabei  nähert  sich  das  letzte  Integral  dem  Werte  0, 
wie  eine  ähnliche  Überlegung  wie  vorhin  ergibt,  und  zwar  ist  die 
Konvergenz  für  alle  Punkte  P:  (r,  ö)  eines  kleineren  Kreises  K'  vom 
Radius  r ,  wo  r  <,r  <ia  ist,  eine  gleichmäßige.  Das  zweitletzte 
Integral  hängt  wieder  nicht  von  a  ab,  es  stellt  aber,  wie  man  mit 
Rücksicht  auf  (22)  sofort  erkennt,  die  betreflfende  Ableitung  von  Uä 
vor,  und  hiermit  sind  wir  also  am  Ziele. 

Bei  dem  obigen  Beweise  haben  wir  von  folgendem  leicht  zu  be- 
gründenden Satze  Gebrauch  gemacht:  Konvergiert  ein  unendlicher 
Prozeß  in  der  Umgebung  eines  jeden  Punktes  eines  abgeschlossenen 
Bereiches  gleichmäßig,  so  konvergiert  er  auch  im  ganzen  Bereiche 
gleichmäßig;  vgl.  Kap.  1,  §  11. 

1.  Zusatz.  Der  vorstehende  Satz  bleibt  auch  dann  nodi  bestehen^ 
Kenn  man  nur  verlangt,  daß  u^  im  Inneren  von  S  harmonisdi  sei  und 
in  jedem  Bereiche  Z!,  der  nebst  seinem  Rande  innerhalb  S  liegt^  gleich- 
mäßig l'onvergiere. 

Wir  woUen  noch  die  Formulierung  des  Satzes  für  den  beson- 
deren Fall  einer  unendlichen  Reihe  hinzufügen. 

Reihensatz.      Konvergiert  eine  Reihe  harmonischer  Funktionen: 

Wi  +  «2  +  •  •  • 
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in  einem  bestimmten  Bereiche  glei^mäßig^),  so  stdlt  sie  eine  Imrmoni- 
sehe  Funktion  vor.  Sie  läßt  sich  überdies  beliebig  oft  gliedweise  diffe- 
rentiieren,  und  zwar  konvergiert  die  Reihe  der  Ableitungen  y  welche  ja 
auch  harmonisch  sind,  ebenfalls  gleichmäßig  in  jedem  Bereiche  2J,  welclier 
nebst  seinen  Randpunkten  ganz  innerhalb  S  liegt. 

Der  Satz  ist  das  Analogon  des  6.  Satzes  von  Kap.  7,  §  5  und 
gestattet  auch,  wie  jener,  einen  Schluß  auf  das  Verhalten  der  durch 
ein    bestimmtes    Integral    definierten  Funktion.      Wir  können    sagen: 

2.  Zusatz.  Ist  u  ^  f{x,y,t)  eine  stetige  Funktion  der  drei  un- 
abhäfigigen  Variabelen  x,  y,  t,  ivo  der  Punkt  {x,  y)  in  einem  Bereiclie  S 
liegt  und  t  ein  beliebiger  Punkt  des  Intervalles  u  ^t  ^b  ist,  und  ver- 
Juilt  sich  u  außerdem,  für  jeden  festen  Punkt  t  jenes  Intervalls ^  har- 
monisch in  S,  so  stellt  das  Integral: 


s 


f{x,y,t)dt 


eine  in  S  harmonisclie  Funktion  vor.     Im  übrigen  läßt  sich  das  Inte- 
gral unter  dem  Integralzeichen  differentiieren. 

Beide  Teile  des  Satzes  beweist  man  leicht,  indem  man  einen 
willkürlichen  innern  Punkt  P  des  Bereiches  S  herausgreift  und  einen 
kleinen  Kreis  K  um  ihn  legt.  Für  die  im  Innern  von  K  gelegenen 
Punkte  (x,  y)  und  für  alle  Werte  von  t  hat  man  dann: 

fi:x,  y,  f)  =  ^  j  ^  ä'--2ar1o7{i—0)  +  r'  ^"^ ' 

0 

Hieraus  folgt  aber  unter  ümkehrung  der  Integrationsfolge,  daß 

^  j  'f  (X,  y,  t)  dt  =  y  fo  ^.  _  2„/;,-;^  ,^  ^  ^,  d^- , 


wo 


a  0 


0 

ist.    An  dieser  Darstellimg  liest  man  nun  den  Beweis  sofort  ab. 


Ij  Der  Satz  gilt  auch  unter  den  Voraussetzungen  des  Zusatzes. 
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12.  Satz.    Harnackscher  Satz.^)    In  einem  Bereiche  S  sei  eine 
unendliche  Folge  harmonischer  Funktionen  u^,  u,,-  •  •  gegd)en,  woßir 

in  jedem  Punkte  von  S  ist.  Außerdem  soll  u„  in  einem  inneren  Punkte 
A  von  S  einem  Grenzwerte  zustreben^  wenn  n  =»  oo  wird.  Dann  htm- 
vergiert  u^  in  jedem  abgeschlossenen^  ganz  innerhalb  S  gelegenen  Be- 
reiche gleichmäßig. 

Setzen  wir  zuvörderst: 

(23)  u^=^u^+(u^-u^)  +  '"  +  (u^-  w,.,) 

^w^  +  w^-] h  w„. 

Dann  ist  nach  Voraussetzung: 

w^^O,  n>l. 

Um  A  wollen  wir  einen  Kreis  legen,  welcher  keinen  Randpunkt  von 
S  im  Inneren  .oder  auf  seiner  Begrenzung  enthält,  und  dann  w^  in 
demselben  vermöge  des  Poissonschen  Integrals  darstellen: 


»       2nJ       »»  a*  —  2ar  008(0  —  -^)  + r*     ^' 


Nehmen  wir  noch  die  beiden  Relationen  hinzu: 

^  ^  ä«  —  2ar  cos ^6  Z- ^)~^ r^  ^  a-^r'         ^  <^  ^i 

2n 


0 


wo  ilf„  den  Wert  von  tv^  in  A  bedeutet,   so  finden  wir  hieraus  mit 
Rücksicht  auf  die  Beziehung   W^^O: 


2n 

^  1    / 


.'„<,'     fw„"  +  'dtl;  =  ^C  +  '- 
'^ — 2nJ         "a—r     ^  ^a—r 


0 

Darin  liegt  aber  der  Beweis  der  gleichmäßigen  Konvergenz  der  Reihe  (23) 
1)  Harnack,  ibid. 
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für  die  Punkte  des  Kreises  r  ^  jR  <  a,  weil  dort 

ist  und  die  Reihe  positiver  Glieder  2J-3f„  ja  konvergiert. 

Um  den  Beweis  nun  allgemein  zu  erbringen^  genügt  es  offenbar 
zu  zeigen,  daß  die  Reihe  (23)  in  der  Umgebung  eines  jeden  inneren 
Punktes  P  von  S  gleichmäßig  konvergiert.  Dies  geschieht,  wie  folgt. 
Man  verbinde  Ä  mit  P  durch  eine  ganz  innerhalb  S  verlaufende 
Kurve,  welche  dann  nach  der  Art  und  Weise  von  Kap.  9,  §  1  mit 
übereinander  greifenden  Kreisen  bedeckt  werden  soll.  Dem  Voraus- 
geschickten zufolge  konvergiert  dann  die  Reihe  (23)  sukzessive  in 
jedem  dieser  Kreise,  und  daher  auch  insbesondere  im  Punkte  P.  Mit- 
hin konvergiert  sie  gleichmäßig  in  der  Umgebung  von  P. 

§  5.    Fortsetzung:  dritte  Gruppe,  auf  einer  Beihenentwioklung 

fußend. 

Es  fehlt  uns  noch  einer  der  grundlegenden  Sätze  in  der  Ent- 
wicklung der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials,  nämlich  der- 
jenige von  der  Eindeutigkeit  der  haimonischen  Fortsetzung.  Dieser 
Satz  beruht  darauf,  daß  eine  harmonische  Funktion,  welche  in  einem 
zweidimensionalen  Teile  ihres  Bereiches  verschwindet,  dann  überall  im 
Bereiche  verschwinden  muß.^)  Zum  Beweise  des  letzteren  Satzes  be- 
dient man  sich  einer  Reihenentwicklung,  welche  aus  dem  Poissonschen 
Integrale  ebenso  abgeleitet  wird,  wie  die  Cauchy-Taylorsche  Reihe 
aus  der  Cauchy sehen  Integralformel. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Aufstellung  dieser  Reihenentwicklung 
und  gehen  dabei  vom  Faktor 

a^  —  r^ 


a*  —  2ar  cos  (Ö  — 1/>)  +  r* 


jenes  Integranden  aus,  welchen  wir  hiermit  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  r  entwickeln  wollen.  Führt  man  hierzu  r/a  =  x,  ö  —  ^  —  g)  ein 
und  setzt  man  die  Reihe: 


1)  Gauß,  Allgemeine  Lehrsätze^  usw.,  1839,  Nr.  20;  Ei e mann,  Dissertationy. 
1851,  Nr.  11.  Der  Beweis  beruht  auf  dem  Mittelwertsatz  und  erledigt  nicht  all» 
Fülle. 

Wegen  der  Beziehung  des  Poissonschen  Integrals  zur  Keihenentwicklung^ 
vgl.  man  die  ursprüngliche  Poissonsche  Abhandlung,  Joum,  Ec.  pölytech.,  Cah* 
18  (1820). 
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An^  so  kommt  durch  Ausmultiplizieren  und  Vergleich  der  Koeffizienten: 

a^^^  2  cos  (f 

Oj  =  4  cos  9  cos  9?  —  2  =»  2  cos  2  9 

ttj  «=  4  cos  9  cos  29  —  2  cos  9  =  2  cos  3  9 

a„  =  4  cos  9  cos  (n  —  1)  9  —  2  cos  (n  —  2)  9  =  2  cos  ng>. 

Hiermit   haben   wir   folgende  Entwicklung   für  den  Integranden  des 
Poissonschen  Integrals  erhalten: 

(1)  U  -.  -^-tJ^tt-^^  ^U+2  u(-)  cos  (e  -  tlA 

^  ^  a*  —  2cfrco8(0  — 1/>)  +  **  \«/         ^  '^ 

+  2  £7  (^)^COS  2(ö  -  ^)  +  .  .  . . 


Dabei  konvergiert  die  Reihe  gleichmäßig  fiir  alle  Werte  von  ö,  t 
und  r,  wofür  nur  0  ^  r  ^  r^  <  a  ist.^)  Durch  gliedweise  Integration 
entsteht  daraus  die  in  Aussicht  genommene  Reihenentwicklung  der 
Punktion  u. 

Indem  wir  das  Voraufgehende  zusammenfassen  und  im  Anschlüsse 
an  den  Reihensatz  des  vorhergehenden  Paragraphen,  S.  652,  noch 
ergänzen,  können  wir  sagen: 

1.  Satz.  Sei  u  eine  in  einem  Bereiche  S  liarinonische  Funktion^ 
und  sei  0  ein  innerer  Punkt  'von  S.  Dann  läßt  sich  u  in  folgende 
Reihe  entwiclceln: 

(2)  n  =  v  +2  ^*"  ^^r,  cos  >«^  +  K  siii  ^^ö], 

«  =  i 


wo 


2:r  a/r 

^n=^-^a\J   Ucosniljdi;,         ^n=  Ja\f  ü  Bin  n^  dtlf. 


1)  Durch  den  Gebrauch  komplexer  Größen  kann  die  Berechnung  der  Koef- 
fizienten erleichtert  werden,  indem  man  die  Funktion 

ae"'  -  z 

deren  reeller  Teil  ja  die  zu  entwickelnde  Funktion  bildet,  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  z  entwickelt  und  dann  den  reellen  Teil  der  Tenne  herausgreift. 
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Dabei  konvergiert  die  JReihe  und  stdU  die  Funktion  u  in  allen  Punkten 
dar,  die  innerhaib  des  größten  Kreises  K  um  0  liegen,  welcher  nur 
keinen  Randpunkt  von  S  in  seinem  Innern  einschließt.  Insbesondere 
kann  an  Stelle  von  K  die  ganze  endliche  Ebene  treten. 

Des  weiteren  konvergiert  die  Beihe  gleichmäßig  in  jedem  endlichen 
Bereich,  welcher  nebst  seinem  Rande  innerhaib  des  Konvergenebereiches 
liegt,  und  sie  läßt  sich  belid>ig  oft  gliedweise  differenzieren. 

Die  Da/rstdlung  ist  außerdem  eindeutig. 

Da  nämlich  die  einzelnen  Glieder  von  (2)  harmonisch  sind,  so 
folgt  die  gliedweise  Di£Ferentiierbarkeit;  sowie  auch  die  gleichmäßige 
Konvergenz  der  also  erhaltenen  Reihen,  direkt  ans  dem  11.  Satze 
von  §  4. 

Um  zuletzt  noch  die  Eindeutigkeit  der  Entwicklung  darzutun,  sei 

M  =  ^  +^  *^  [^»  ^^S  ^*  +  *»  S^^  ♦*^] 
n  =  l 

eine  zweite  Reihe,  welche  die  Funktion  u  ebenfalls  darstellt.    Dann  ist 


OD 


0  =  ««  ^_5o  +2  r"  [(a,  -  a„)  cos  «ö  +  (5,  -  h,)  sin  nö] 


n  =  l 


eine  Reihe,  welche  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  r  foi-tschreitet 
und  identisch  verschwindet.     Mithin  muß  zunächst 

tto  —  ai  =  0,       (a,  —  a^)  cos  nö  +  (6^  —  ^i,)  sin  nö  —  0 

sein,  was  6  auch  immer  für  einen  Wert  haben  möge,  woraus  |dann 
folgt,  daß  alle  Koeffizienten  verschwinden.  Oder  man  kann  auch  so 
wie  bei  den  Fourierschen  Reihen  schließen,  indem  man  mit  cosm9 
bzw.  sin  mO  multipliziert  und,  unter  weiteren  Voraussetzungen  be- 
treffend die  Konvergenz  der  zweiten  Reihe,  in  Bezug  auf  0  zwischen 
den  Grenzen  0  und  2%  integriert. 

Hinsichtlich  des  ersten  Beweises  bemerken  wir  noch,  daß  man 
die  Voraussetzungen  wesentlich  einschränken  kann.  Legt  man  näm- 
lich ö  einen  bestimmten  Wert  0^  bei,  so  gehen  beide  Reihen  in 
Potenzreihen  in  r  über.  Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  letztere  Reihen 
für  unendlich  viele  Werte  r  ^r^^r^,, , ,  gleiche  Werte  haben,  wobei 
die  r^  -mindestens  eine  Häufungsstelle  haben  sollen  ^  welche  zugleich 
innerhalb  des  Konvergenzintervalls  beider  Reihen  liegt.  Das  hat  dann 
zur  Folge: 

«0  =  %y        K  —  a„)  cos  nOi  +  (6„  -  6J  sin  wö^  =  0. 

Oigood,  Funktionentheori«.  I.  2.  Aufl.  42 
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Wenn  nun  dasselbe  auch  für  einen  zweiten  Wert  d  »  d,  S^^y  wobei 
sich  6i  und  0^  um  kein  rationales  Vielfaches  von  x  voneinander 
unterscheiden^  so  sind  die  Reihen  identisch. 

Aus  der  soeben  erhaltenen  Entwicklung  leitet  man  noch  eine 
Entwicklung  nach  homogenen  harmonischen  Polynomen  in  x  —  Xq, 
y  —  i/o  *^»  indem  man  cosnd;  sinn0  als  Polynome  in  cos  0;  sinö 
ausdrückt  und  dann 

r  cos  0  ^  X  —  Xqj        r  sin  ö  =»  y  —  yo 
einträgt: 

(3)  w  =  9o  +  9i  +  9»  H • 

Dabei  zeigt  der  Index  die  Dimension  des  Polynoms  an.  Der  Kon- 
vergenzbereich dieser  Reihe  fallt  oflFenbar  mit  demjenigen  der  Reihe  (2) 
zusammen  und  umfaßt  also  jedenfalls  auch  das  Innere  des  Kreises  K. 
Indem  wir  jetzt  nach  der  Taylorschen  Reihenentwicklung  der  Funk- 
tion u  fragen,  so  ist  klar,  daß  wir  dieselbe  erhalten  werden,  falls  es 
erlaubt  ist,  in  der  Reihe  (3)  die  Summe 

in  ihre  einzelnen  Glieder  aufzulösen  und  diese  dann  als  die  Tenne 
einer  neuen  Reihe  anzusehen.  Daß  dies  auch  in  der  Tat  angeht,  er- 
kennen wir  aus  dem  Umstände,  daß  der  Faktor  des  Poissonschen 
Integranden: 

a*  —  r*  a*  —  x^  —  t/' 


(4) 


a*  —  2ar  cos  (0  —  li')  +  r'       a*  —  2ax  cos  ip  —  2at/  sin  t/>  -f~  ^*  +  !/*' 


wo  wir  der  Einfachheit  halber  Xq  =  yQ=0  gesetzt  haben,  im  Punkte  0 
nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze  entwickelt  werden  kann,  und  zwar 
konvergiert  die  damit  gewonnene  Reihe  für  die  Umgebung  des 
Punktes  0  und  für  alle  Weiije  von  ^  gleichmäßig.  Was  die  Einzel- 
heiten anbelangt,  so  wird  man 

s  =  2a  cos  ^ ä:  +  2 a  sin  ^  ?/  —  a;*  —  y* 

setzen  und  diesen  Wert  für  s  in  der  Reihe 

1  1        z       z^ 

eintragen.  Sodann  wird  die  neue  Reihe  mit  dem  Zähler  von  (4) 
multipliziert,  worauf  endlich  die   zuletzt  gewonnene  Reihe  nach  Mo- 
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nomen  aufsteigender  Dimension  in  x,  y  umgeordnet  wird.  Zur  Recht- 
fertigung des  Verfahrens  sehe  man  die  gebräuchlichen  Lehrbücher 
über  algebraische  Analysis.^)  Für  eine  gewisse  Umgebung  des  Punktes  0 
unterscheidet  sich  nun  die  Entwicklung  (3)  von  der  Taylorschen  Reihen- 
entwicklung der  Funktion  nur  dadurch^  daß  die  Tenne  gleicher  Di- 
mension in  der  Taylorschen  Reihe  hier  in  Klammem  eingeschlossen 
erscheinen.  Das  Resultat  wollen  wir  noch,  wie  folgt,  zusammen- 
fassen. 

1.  Zusatz.  Eine  harmonische  Funktion  läßt  sich  nach  dem  Tay- 
lorschefi  Lehrsatze  in  eine  unendliche  Beihe  enttvickeln,  und  erweist  sich 
somit  als  eine  analytische  Funktion^)   der   rechtwinkligen  Koordinaten 

i^y  y)' 

Was  den  Konvergenzbereich  der  Reihe  (2),  sowie  der  Taylorschen 
Reihenentwicklung  von  u  anbetrifft,  so  hatBocher*)  gezeigt,  daß  das 
größte  Kontinuum,  in  welchem  (2)  konvergiert,  aus  einem  Kreise 
r  <iA  besteht.  Die  Reihe  kann  indessen  auch  noch  auf  der  Ver- 
längerung von  Radien  dieses  Kreises  konvergieren,  braucht  aber  dort 
die  Funktion  nicht  mehr  darzustellen.  Solche  Strecken  werden  offen- 
bar stets  symmetrisch  inbezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Kreises  auf- 
treten. Läßt  u  insbesondere  eine  harmonische  Fortsetzung  (vgl. 
S.  661)  längs  einer  derartigen  Strecke  zu,  so  wird  der  Wert  der 
Reihe  doch  mit  demjenigen  der  Funktion  übereinstimmen. 

Andererseits  konvergiert  die  Taylorsche  Reihenentwicklung  stets 
innerhalb  desjenigen  im  Kreise  r  <^  A  einbeschriebenen  Quadrats, 
dessen  Diagonalen  in  den  Koordinatenachj«  en  liegen.  Sonst  konver- 
giert diese  Reihe  höchstens  noch  a)  in  Randpunkten  des  Quadrats, 
woselbst  sie  dann  die  Funktion  darstellt;  b)  in  Punkten  der  Ko- 
ordinatenachsen, welche  außerhalb  des  Quadrats  liegen.  Solche  Punkte 
bilden  stets  Strecken,  welche  von  den  Ecken  des  Quadrats  auslaufen 
und  symmetrisch  inbezug  auf  den  Mittelpunkt  desselben  auftreten. 
In  denselben  braucht  die  Reihe  die  Funkti«  n  nicht  mehr  darzustellen. 


1)  Wir  können  indessen  alle  Rechnung  Tenneiden,  indem  wir  bemerken, 
daß  der  Integrand  des  PoiBsonschen  Integrals  in  einem  bestimmten  Bereiche 
\x\<^h^  \y\<^hy  \-i\)\<^<x>  stetig  von  den  komplexen  Argumenten  a;,  y  und  der 
reellen  Größe  o/;  abhängt,  und  daß  er  sich  überdies  für  jeden  festen  Wert  von  ip 
analytisch  im  Bereiche  \X\<^h,  \y\<ih  verhält.  Da  sich  nun  der  7.  Satz  von 
Kap.  7,  §  5  auf  Funktionen  mehrerer  Yariabelen  unmittelbar  übertragen  läßt,  so 
ist  hiermit  der  Beweis  geliefert. 

2)  Vgl.  die  Definition  auf  S.  116. 

3)  Böcher,  Transactians  Amer.  Math,  See.,  Bd.  10  (1909),  S.  271. 

42* 
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Wir  gehen  jetzt  zur  Entwicklung  einer  harmonischen  Funktion 
im  Punkte  cx>  und  zum  Analogon  der  Laurent  sehen  Reihenentwick- 
lung über.  Sei  u  eine  in  einem  Bereiche  S  harmonische  Funktion, 
und  sei  ^  ein  ganz  innerhalb  S  gelegener  Ereisring  um  den  Punkt 
0:  r  —  0.  Spaltet  man  u  dann  nach  dem  7.  Satze  von  §  4  in  die 
Summe  zweier  Funktionen: 

w«  1*3  +  1%,         u«=  A;  logr  +  «?, 

so  läßt  sich  u^  nach  dem  Vorausgehenden  in  eine  Reihe  von  der 
Form  (2)  entwickeln.  Was  nun  w  anbetrifiPt,  so  wollen  wir  die  Ebene 
der  Transformation  r  =  1  //  unterwerfen.  Hierdurch  geht  w  in  eine 
Funktion  tv   über,  welche  folgende  Reihenentwicklung  gestattet: 


OD 


tv  =^  r"  [a'n  cos  n  ö  +  6«  sin  n  ö] . 


»1  =  1 


Indem  wir  jetzt  durch  Wiederholung  dieser  Transformation  zur  ur- 
sprünglichen Funktion  w  wieder  zurückkehren^  erhalten  wir  so  für  w 
eine  Reihe  von  derselben  Form  wie  (2)  mit  der  einzigen  Ausnahme, 
daß  jetzt  die  Exponenten  negative  ganze  Zahlen  sind«  Hieraus  ergibt 
sich  der 

2.  Zusatz.  Ist  u  in  einem  Kreisringe  harmonisdi,  so  läßt  sü^  u 
dort  in  folgende  Reihe  entwickeln: 

00 

(5)  M  =  Ä  log  r  +^  r"  (a^  cos  n  ö  +  h^  sin  n  0) . 

n  =  —  oo 

Imbesondere  darf  sich  der  Radius  des  inneren  Randes  auf  0  re- 
duzieren, und  der  Radius  des  äußeren  Randes  kann  auch  unendlich 
werden. 

Die  Reihe  konvergiert  ferner  gleichmäßig  in  jedem  endlichen  Be- 
reiche, welcher  nebst  seinem  Rande  innerhalb  des  Konvergemhereiclies 
liegt,  und  sie  läßt  sich  beliebig  oft  gliedweise  differentiieren.  Im  übrigen 
ist  die  Darstellung  ei^ideutig. 

Die  Werte  der  Koeffizienten  kann  man  auch  hier  in  ähnlicher 
Weise  wie  vorhin  darstellen.  Zu  dem  Zwecke  wird  man  am  ein- 
fachsten die  Reihe  (5)  mit  cosnö  bzw.  sin  nd  multiplizieren  und 
dann  über  den  Kreis  r  ==  U  integrieren,  wo  R  eine  beliebige  zwischen 
dem  inneren  und  dem  äußeren  Radius  von  Ä  gelegene  Größe  be- 
deutet.    So  kommt: 
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^n^^J  U COS  nO de,  K=^  Jb^'J  U  sin  nOdOy       w  +  0; 


2ä 


a,=  ^^füde^JclogR, 


wo   U  den  Wert  von  u  auf  dem  Kreise  r  =  JB  bedeutet. 

2.  Satz.^)  In  einem  Bereiche  S  sei  u  harmonisch.  Verschwindet  u 
dann  in  allen  Punkten  eines  in  S  enthaltenen  Bereiches  £,  so  ver- 
schwindet u  überhaupt  in  jedem  Punkte  von  S. 

Sei  Ä  ein  innerer  Punkt  von  2J  und  B  ein  beliebiger  Punkt 
von  S,  Wir  vp^oUen  Ä  mit  B  durch  eine  ganz  innerhalb  S  ver- 
laufende Kurve  verbinden  und  diese  dann  durch  eine  endliche  Anzahl 
ganz  in  S  gelegener  Kreise  derart  überdecken^  daß  der  Mittelpunkt 
eines  jeden  derselben,  vom  zweiten  ab,  innerhalb  des  vorhergehenden 
liegt.  Nun  wird  die  Entwicklung  (2)  im  ersten  Kreise,  dessen  Mittel- 
punkt in  Ä  liegen  möge,  identisch  verschwinden,  weil  dies  eben  för 
die  Umgebung  des  Punktes  Ä  der  Fall  ist.  Infolgedessen  muß  die 
Entwicklung  im  zweiten  Kreise  gleichfalls  identisch  verschwinden, 
u.  s.  w.  f  Daher  verschwindet  u  schließlich  im  Punkte  J?,  und  hier- 
mit ist  der  Satz  bewiesen. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  gestaltet  sich  nun  das  Prinzip  der  har- 
monischen  Fortsetzung  in  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials 
genau  ebenso,  wie  das  Prinzip  der  analytischen  Fortsetzung  bei  den 
analytischen  Funktionen  eines  komplexen  Arguments.  Sind  nämlich 
Wj  und  Wj  zwei  Funktionen,  welche  sich  bzw.  in  zwei  übereinander- 
greifenden  Bereichen  S^  und  S^  harmonisch  verhalten;  ist  femer  im 
gemeinsamen  Teile  dieser  Bereiche  «i=  Wj,  so  erwächst  aus  w^  und  u^ 
eine  Funktion,  welche  in  dem  aus  S^  und  S^  zusammengesetzten  Be- 
reiche S  harmonisch  ist.     Hieraus  geht  der  folgende  Satz  hervor. 

3.  Satz.  Eine  harmonische  Funktion  läßt  sich  über  ein  bestimmtes 
Randstück  des  Bereiches  8  hinaus,  in  welchem  sie  zunächst  gegeben  ist, 
höchstens  auf  eine  Weise  harmonisch  fortsetzen. 

Zur  vollständigen  Definition  einer  harmonischen  Funktion  kann 
man  hiemach  von  einer  besonderen  Bestimmung  derselben  in  einem 
beschränkten  Bereiche  ausgehen  und  diesen  Bereich  dann  durch  An- 


1)  Man  vgl.  das  am  Eingange  des  Paragraphen  stehende  Zitat  auf  Gaufi 
nnd  Riemann. 
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gliedenmg  benachbarter  Bereiche  schrittweise  erweitern,  was  im  all- 
gemeinen zu  einer  Riemann sehen  Fläche  fähren  wird.  Setzt  man 
das  Verfahren  fort^  bis  ein  Bereich  erhalten  wird,  welcher  keiner 
derartigen  Erweiterung  mehr  fähig  ist,  so  gelangt  man  damit  zum 
Begriffe  einer  monogenen  liarmonischen  Funktion.  Die  nähere  Aus- 
fBhrung  der  Einzelheiten  verläuft  hier  den  entsprechenden  Entwick- 
lungen bei  den  analytischen  Funktionen  eines  komplexen  Arguments 
genau  parallel,  und  deshalb  begnügen  wir  uns  mit  diesen  kurzen  An- 
deutungen. 

Den  Beweis  des  2.  Satzes  hatte  Riemann  in  §  11  seiner  Disser- 
tation im  Anschlüsse  an  Oauß,  der  den  dreidimensionalen  Fall  be- 
handelt hatte,  mittels  der  Integralsätze  zu  führen  gesucht.  Seine 
Schluß  weise  ist  jedoch  deshalb  lückenhaft,  —  um  bloß  einen  Mangel 
zu  erwähnen,  —  da  er  es  als  selbstverständlich  ansieht,  daß  eine 
Kurve,  längs  deren  eine  harmonische  Funktion  u  verschwindet,  ent- 
weder a)  ein  Gebiet  begrenze,  in  welchem  u  überall  ein  und  das- 
selbe Vorzeichen  bewahrt,  oder  aber  b)  innerhalb  eines  Bereiches 
liege,  in  welchem  u  =  0  ist;  und  daß  fernerhin  in  letzterem  Falle  der 
Bereich,  in  welchem  u  verschwindet,  jedenfalls  an  ein  Gebiet  stoßen 
müsse,  in  welchem  u  gleiches  Vorzeichen  bewahrt,  es  sei  denn,  daß  u 
überall  in  S  verschwindet.  Es  gibt  indessen  noch  eine  Möglichkeit, 
woran  Riemann  nicht  dachte.  Die  Funktion  u  könnte  nämlich  in 
jeder  Umgebung  der  betreffenden  Linie,  und  zwar  auf  ein  und  der- 
selben Seite  derselben,  das  Vorzeichen  wechseln,  wie  folgendes  Bei- 
spiel zeigt: 

"  =  fi-^y  y)  =  e  ''  (y  -  l  sin  ^  )  ,  x>0] 

Diese  Funktion  ist  nebst  allen  ihren  partiellen  Ableitungen  stetig. 
Längs  der  Linie  x  =  0  verschwindet  sie  nebst  der  nach  der  Normale 
genommenen  Ableitung  cu/cn  ^cu  ex.  Trotzdem  stößt  kein  Gebiet 
an  die  Linie,  in  welchem  u  durchweg  positiv  oder  durchweg  negativ 
bliebe.  Daß  dieses  Beispiel  indessen  für  das  Verhalten  einer  har- 
monischen Funktion  doch  nicht  maßgebend  ist,  wird  durch  folgenden 
Satz  evident. 

4.  Satz.  Sei  u  in  einem  BereicJie  S  harmonisch ,  ohne  sid^  auf 
eine  Konstante  zu  reduzieren,  und  sei  0:  (a,  h)  ein  innerer  Punkt  von  S, 
Dann  besteht  der  OH  da'  in  der  Umgehung  von  0  gelegenen  Punkte^ 
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in  denen  ,       .  /     tn 

u  (x,  y)=^u  (a,  h) 

ist,  aus  einer  oder  meJireren  regvXären  Kurven,  Im  letzteren  Falle  ist 
die  Anmhl  m  dieser  Kurven  stets  endlich^  und  zwar  schneiden  sie  sich 
im  Punkte  0  unter  gleichen  WinMn. 

Im  allgemeinen  wird  mindestens  eine  der  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  im  Punkte  0  von  Null  verschieden  sein.  Dann  folgt 
der  Satz  unmittelbar  aus  dem  Existenztheorem  von  Eap.  2,  §  4,  wo- 
bei also  m  =  1  ist. 

Verschwinden  dagegen  beide  Ableitungen  erster  Ordnung  in  0, 
so  sei  m  die  Ordnung  der  niedrigsten  Ableitung,  welche  dort  nicht 
verschwindet.  Dann  fehlen  die  Tenne  1.,  2., .  . .,  (m  —  l)**"^  Ordnung 
in  der  Reihenentwicklung  (2),  und  es  ist  mithin 


00 


M  —  Mq  =^^  r*  [a„  cos  nö  +  6„  sin  nO] , 


WO  M  (a,  6)  =  Uq  gesetzt  ist  und  a^,  6^  übrigens  nicht  beide  verschwinden 
können.  Demgemäß  werden  die  Punkte  der  Umgebung  von  0,  in 
welchen  u  =»  Uq  ist,  dadurch  erhalten,  daß  man  die  Gleichung: 


00 


/•(r,  0)  =  V  r"-"»  [a^  cos  nO  +  \  sin  nÖ]  =  0 


n—m 


nach  r  auflöst.     Hierzu  gibt  nun  jener  Existenzsatz  von  Eap.  2,  §  4 

wieder  die  Mittel  an  die  Hand.     In   der  Tat  sei  Oq   eine  Lösung  der 

Gleichung: 

(6)  a,,,  cos  md  +  h^  sinmd  =  0. 

Dann  verschwindet 

00 

^^=:;n(— a^sinw«0  +  6^cosmö)  +  ^nr"~'"  [—a^  sin  nO  +  \  cos  nff] 

n  =  m  +  1 

im  Punkte  r  =  0,  ö  =  Öq  sicher  nicht^  und  infolgedessen  gibt  es  eine 
eindeutige  stetige ,  mit  einer  stetigen  Ableitung  versehene  Funktion 

0  =  cD(r),         -Ä<r<Ä;  m{0)^e^y 

welche,   in  /*(r,  ff)   eingetragen,   diese  Funktion  identisch   zum  Ver- 
schwinden bringt.^)     Da  mm  die  sämtlichen  Lösungen   von  (6)  aus 

1)  Will  man  negative  Werte  von  r  vermeiden,  so  braucht  man  nur  zu  be- 
achten,  daß  /•(,,  ö)- A- r,  0  +  «) 

int. 
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einer  einzigen,  0^,  derselben  vermöge  der  Formel: 

«i  =  ^oi-i^,  *  =  0,  l,...m-l, 

erwachsen,  so  ist  hiermit  die  Existenz  von  m  regulären  Eniren,  wie 
sie  der  Satz  yerlangt,  nachgewiesen.  Daß  diese  Enrren  fernerhin  alle 
diejenigen  Punkte  der  Umgebung  von  0  erschöpfen,  in  welchen  f(ry  0) 
yerschwindet,  folgt  ebenfalls  aus  dem  bewnßten  Ezistenzsatze.  In  der 
Tat  besagt  dieser  Satz,  daß  es  zwei  positive  Größen  h,  i  gibt^  derar^ 
daß  alle  Punkte  (r,  0),  wofür 

ist  und  in  welchen  zugleich  /*(r,  0)  verschwindet,  auf  der  obigen  Kurve 
e  =  cj  (r)  liegen.    Hiemach  liegt  jede  der  m  Kurven  in  einem  Winkel: 

eingebettet,   derart,   daß   kein  weiterer  Punkt  sich  dort  befiuidet,   in 

welchem  f=^0  wäre.    Ist  hiermit  die  ganze  Umgebung  des  Punktes  O 

noch  nicht  erschöpft,  so  beachte  man,  daß  in  den  übrigen  Punkten 

derselben 

a^  cos  mO  -\-  b^  sinmO  \  >  G 


bleibt,  wo  G  eine  feste  positive  Größe  ist.  Daher  kann  man  eine 
Zahl  Q  so  wählen,  daß  für  jene  Werte  von  0  und  für  |  r  |  <  p  der 
Rest  der  f(r,  6)  definierenden  Reihe: 

00 

^  r"  -  "'  [a^  cos  u 6  +  b^  siu  nö], 

n  =  m  +  1 

dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  G  bleibt,  und  damit  ist  ein 
Verschwinden  von  f  in  diesen  Punkten  ausgeschlossen. 

In  der  komplexen  Funktionentheorie  haben  wir  betont,  daß  die 
unendlichen  Reihen  zur  Herstellung  der  allgemeinen  Grundlagen  jener 
Theorie  durchaus  entbehrlich  sind,  man  kommt  schon  mit  den  end- 
lichen Reihen,  dem  Analogon  des  Mittelwertsatzes  der  Differential- 
rechnung, zum  Ziele.  Auch  hier  verhält  sich  die  Sache  genau  ebenso. 
Anstatt  den  Poissonschen  Integranden  in  eine  unendliche  Reihe  zu 
entwickeln,  genügt  es,  wenn  man  bloß  eine  endliche  Anzahl  Tenne 
aus  jener  Reihe  verwendet  und  den  Rest  dann  explizite  hinzufügt. 

Aufgabe  1.  Man  zeige,  daß  es  in  der  Umgebung  eines  Punktes^ 
in    welchem    u    harmonisch    ist    und    dti/cx,   cu/cy   gleichzeitig    ver- 
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schwindeS;  keinen  weiteren  Punkt  gibt;  in  welchem  diese  Ableitungen 
beide  verschwinden,  sofern  u  nicht  identisch  verschwindet. 

Aufgabe  2.  Ist  u  in  jedem  Punkte  eines  regulären  Kurven- 
stücks  harmonisch  und  nimmt  u  dort  einen  konstanten  Wert  e;  an; 
verschwindet  femer  cu/cn  längs  dieser  Kurve,  so  ist  überall  t*  ==  c. 

Aufgabe  3.  Die  Umgebung  eines  Punktes  0:  {a,  h),  in  welcher 
u  den  Voraussetzungen  des  Satzes  genügt,  und  wobei  auch  u(a,  6)  «-=»  0 
sein  soll,  wird  durch  den  Ort  der  Gleichung 

u(x,  y)  =  0 

in  Bereiche  zerlegt,  in  welchen  u  abwechselnd  positiv  und  negativ  ist. 

§  6.    Harmonisohe  Fortsetsung  über  eine  analytische  Kurve  hinaus» 

Wir  wollen  mit  dem  Falle  beginnen,  daß  die  Funktion  u  sich  in 
einem,  in  der  oberen  Halbebene  gelegenen,  an  die  a;-Achse  stoßenden 
Bereiche  S  harmonisch  verhält  und  im  übrigen  längs  eines  Stückes 
dieser  Achse  verschwindet.  Sei  P:  (x,  y)  irgend  ein  innerer  Punkt 
von  Ä,  und  sei  P':  {x\  t/')  sein  Spiegelbild  in  Bezug  auf  die  a;-Achse; 
dann  ist  x  =  x,  y  =  —  y-  Jetzt  will  ich  die  Funktion  u  in  dem  zu 
S  symmetrischen  Bereiche  S'  der  unteren  Halbebene,  wie  folgt,  defi- 
nieren: der  Wert  von  u  im  Punkte  P'  soll  demjenigen,  welchen  u 
im  Punkte  P  annimmt,  entgegengesetzt  gleich  sein: 

«*(^',  y')  =  -w(a;,  y). 

Die  solchergestalt  erweiterte  Funktion  u  ist  ofiFenbar  stetig  im  er- 
weiterten Bereiche,  besitzt  fernerhin  partielle  Ableitungen  in  allen 
inneren  Punkten  von  S\  wobei  insbesondere: 

/<K  du  \ du  \  cu        du  \ 

^    ^  dx    in  P  dx    in  r^  dy    in  P~~  dy    in  f 

ist,  und  genügt  endlich  der  Laplaceschen  Gleichung,  wenigstens  in 
den  letztgenannten  Punkten.  Ob  sich  u  indessen  auch  in  den  Punkten 
der  a:-Achse  harmonisch  verhält,  ist  noch  keineswegs  klar,  denn  wir 
wissen  ja  nicht  einmal,  ob  cujcy  in  jenen  Punkten  überhaupt  existiert. 
Den  nötigen  Aufschluß  hierüber  gibt  uns  ein  Satz  von  Schwarz.^) 

1)  Schwarz,  Berliner  Berichte,  1870,  S.  744  =  Werke,  Bd.  2,  S.  149/161. 
Das  Prinzip  der  Fortsetzung  durch  Symmetrie  spielt  in  der  Theorie  der  Minimal- 
flächen eine  wesentliche  Rolle  und  tritt  schon  hei  Riemann  auf,  Abhandlungen 
der  Göttinger  Ges.  der  Wiss.,  Bd.  13  (1867),  S.  1,  §  18  =  Werke,  1.  Aufl.,  S.  29«. 
Man  vergleiche  ferner  Enzyklopädie,  IIB  1,  Nr.  20, 


<^        :T.  iz,  »'^nndJä^pm,  -i«  Vuexbt  «et 


.4  «KU  pTi^ks  äftr  X'^fftfe.  veldLa'  isiKriijlb  des  «wwiwiam  Be- 
Z^kfüZ'K.'^  ILz^Jt   1=.   ^    Eias:!   seos  S<*kwarz  das  PoiaBonache   fah 


-^  «-  —  r- 

r  -= : -ä'l  V 
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■  •   , 
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worj<i  i^'  d«a  W<rs  ron  '«  a^  decn  Ba&de  ron  f  bedeutet.  Du  steDi 
«ir./i  in  JE"  hAnnonL-oLe  F-iüikiioa  it  ^or.  die  ror  aüec  DnigieA  lings 
dcft  oViemi  Kreijrandi^«   niz  u   ^bereiiistimiiit.    Ich  behaapte  nmi:  Uj^ 

f  iüi  mack  lingB  der  reeDeii  Aehse 
mit  II  z^tyaunmpn  In  der  Tat  hat  $ 
in  jedem  dieser  Ponkie  den  Weit  0 
^.*der  7.  woraus  denn  folgt,  daß  der 
zweite  Faktor  des  Integranden  in 
zwei  sTmmetriseh  zur  x-Achse  ge- 
leirenen  Punkten  des  ELreisrandea 
p.    .,,  gleiche  Werte  erhalt,  wihrend  dem 

ersten  Faktor  entgegengesetzt  ^iche 
Werte  in  diesen  Punkten  zukommen,  und  daher  Terschwindet  das  Inte- 
gral Hiermit  er^bt  sich  daß  wir  in  u  und  u^  zwei  Funktionen  haben, 
welche  l>eide  im  oberen,  sowie  im  unteren  Halbkreise  harmonisch  sind 
und  nberdies  am  Rande  jener  Halbkreise  gleiche  Werte  annehmen.  In- 
folfredessen  mü.ssen  --ie  nach  dem  4.  Satze  von  §  3  im  Innern  der  Halb- 
kreise,  und  -orait  auch  im  Innern  des  Vollkreises  miteinander  über- 
einstimmen. Nun  verhält  sich  aber  u^  harmonisch  im  Punkte  Aj  und 
hiermit  ist  die  gewünschte  Ergänzung  geliefert.  Das  Ergebnis  fassen 
wir  unter  einer  sogleich  zu  besprechenden  Erweiterung  desselben,  wie 
foJgt,  zusammen. 

1.  Satz.  Verhält  sich  u  in  einem  Bereiche  S,  dessen  Begrenzung 
£ijim  Teil  aua  einew  Siüele  C  einer  geraden  Linie  besteht,  harmoniachj 
und  ver.sf'haindet  n  überdies  längs  C\  so  läßt  sich  u  über  C  hinaus 
h/srmoniHch  fortsetzen.  Dabei  erhält  die  erweiterte  FunJction  entgegen- 
gesetzt  gleiche  Werte  in  je  zwei  Funkteyi  F  und  P\  welche  in  Bezug 
auf  (J  symmetriseh  zueitiander  liegen,  während  die  konjugierte  Funktion 
gleiche    Werte  in  P  und  P'  annimmt. 

Sollt*?  nämlich  C  nicht  von  vornherein  mit  der  reellen  Achse 
zuHarninenfiilk-n,  so  genügt  eine  Bewegung  der  Ebene  dazu,  um  dies 
zu  erzielen.    Im  übrigen  darf  S  auch  mehrblättrig  sein  und  über  die 
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Verlängerung  von  Cj  ja  sogar  noch  (natürlich  mit  einem  anderen 
Blatte)  über  C  selbst  hinübergreifen.  Man  wird  dann  zunächst  bloß 
einen  sehlichten,  an  C  stoßenden  Teil  von  S,  worauf  also  die  vor- 
stehenden Ausführungen  direkt  anwendbar  sind,  in  Betracht  ziehen, 
um  hinterher  diesen  Teilbereich  nebst  seinem  Spiegelbilde  sich  dehnen 
und  eventuell  den  ganzen  Bereich  S  nebst  dessen  Spiegelbilde  um- 
fassen zu  lassen. 

Den  letzten  Teil  des  Satzes 
beweist  man  ohne  Mühe,  indem 
man  die  Werte  des  über  die 
Kurven  L  und  L'  erstreckten 
Integrals: 


l  —  ^  dx+  1^  dy 


Fig.  lU. 


unter  Berücksichtigung  der  Relationen  (1)  miteinander  vergleicht. 

Im  Anschlüsse  an  diese  Resultate  leiten  wir  noch  einen  weiteren 
Satz  bezgl.  einer  harmonischen  Fortsetzung  ab.    Zuerst  aber  eine 

Definition.  Eine  reelle  Funktion  einer  oder  mehrerer  reeller 
Variabelen  heißt  in  einem  Punkte  analytisch,  wenn  sie  in  der  Um- 
gebung dieses  Punktes  nach  dem  Tajlorschen  Lehrsatze  entwickelt 
werden  kann.  Sie  heißt  ferner  in  einem  Bereiche  analytisch,  wenn  sie 
in  jedem  Punkte  des  Bereichs  eindeutig  und  analytisch  ist.  Endlich 
heißt  sie  längs  einer  Kurve  analytisch,  wenn  sie  eine  analytische 
Funktion  der  Bogenlänge  dieser  Kurve  ist.  Für  die  gegenwärtigen 
Zwecke  ist  es  nicht  nötig,  diese  Definitionen  weiter  zu  fassen. 

2.  Satz.  Verhält  sich  u  in  einem  Bereiche  S,  dessen  Begrenzung 
ßum  'Teil  aus  einem  Stii')ke  C  einer  Geraden  besteht,  harmonisch  und 
nimmt  u  außerdem  längs  C,  hiJchstois  von  den  Endpunkten  ahgeseJ^en, 
analytische  Randicerte  an,    so   läßt   sich  u  über  C  hinaus  harmonisch 

fortsetzeyi. 

Sei  C  ein  Stück  der  a;-Achse,  woran  S  von  oben  her  stoßen 
möge.  Die  Randwerte  von  u  längs  C  mögen  mit  (p{x)  bezeichnet 
werden.  Ist  nun  Xq  ein  beliebiger  Punkt  von  C,  der  nur  kein  End- 
punkt ist,  so  haben  wir: 

q> (x)  ^  Cq  +  c^{x  -  Xq)  +  c^(x  —  XqY  -\ ,         1^  — ^o!  <^o- 

Aus  dieser  Reihe  will  ich  eine  Funktion  Mj  ableiten,  welche  sich  im 
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Punkte  x  =  Xq,  y  =  0  harmonisch  verhält  und  überdies  längs  C  mit 
tp{x)  übereinstimmt.    Zu  dem  Zwecke  ersetze  ich  durchweg*) 

{x  —  XqY     durch    r"cosnö. 
So  kommt: 

«1  =  Cq  +  c^r  cos  d  +  c^r^  cos  2 ö  +  •  •  •. 

Indem  ich  nun  diese  Funktion  vom  vorgelegten  logarithmischen  Po- 
tential u  abziehe^  erwächst  so  eine  Funktion: 

welche  im  Halbkreise  0  ^r  <  Bq,  O^Ö^;r  allen  Forderungen  des 
1.  Satzes  Genüge  leistet,  und  daher  kann  sie  über  die  x- Achse  kinaos 
fortgesetzt  werden.  Da  u^  diese  Eigenschaft  gleichfalls  besitzt,  so 
gilt  dasselbe  auch  für  die  ursprüngliche  Funktion  u.  Hiermit  ist  zu- 
nächst bewieseu,  daß  u  in  der  Umgebung  der  genannten  Punkte  von  C 
eine  harmonische  Fortsetzung  über  C  hinaus  gestattet.  Hieraus  schließt 
man  weiter  nach  wohlbekannten  Methoden^),  daß  u  auch  im  Großen 
über  die  ganze  Strecke  C  hinaus  harmonisch  fortgesetzt  werden  kann. 
Wir  schreiten  jetzt  zu  einer  weiteren  Verallgemeinerung  der  vor- 
hergehenden Resultate. 

Definition.    Eine  Kurve 

heißt  analytisch  in  einem  Punlie  t  ^  t^,  wenn  die  Funktionen  ^  it)f 
ip(t)  beide  in  diesem  Punkte  analytisch  sind  und  außerdem 

ist.  Die  Kurve  C  heißt  schlechtweg  analytisch^  wenn  sie  in  jedem 
Punkte  des  Intervalls  a  ^t  ^  ß  analytisch  ist.  Damit  eine  Funktion 
längs  C  analytisch  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  sie  eine 
analytische  Funktion  des  Parameters  t  sei,  denn  die  Bogenlänge 


+  t'(ty  dt 


1)  Zur  Motivierung  dieses  Schrittes  betrachte  man  die  komplexe  Potenzreihe: 

Setzt  man  hier  z  —  XQ  =  r  (cos  6  -\-  i  sin  6)  und  trennt  man  Reelles   und  Imagi- 
näres, so  liefert  der  reelle  Teil  die  in  Aussicht  genommene  Funktion  Uj . 

2)  Hierüber  vergleiche  man  die  Entwicklungen  von  §  7,  sowie  den  Beweis 
des  4.  Satzes  dieses  Paragraphen,  wo  ähnliche  Überlegungen  ins  Einzelne  durch- 
geführt sind. 
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ist  eine  analytische  Funktion  des  Parameters ,  und  umgekehrt  ist  t 
eine  analytische  Funktion  von  s. 

3.  Satz.  Verhält  sich  u  in  einem  Bereidie  S,  dessen  Begrenzung 
Mum  Teil  aus  einer  analytischen  Kurve  C  besteht,  harmonisch,  und 
nimmt  u  ferner  längs  C  analytische  Randwerte  an,  so  läßt  sidi  u  über 
C  hi^iaus  harmonisch  fortsetzen. 

Der  Satz  wird  ofiFenbar  bewiesen  sein,  wenn  wir  zeigen  können, 
daß  die  Kurve  C  nebst  ihrer  Umgebung  auf  ein  Stück  einer  geraden 
Linie  nebst  ihrer  Umgebung  ein -eindeutig  und  konform  abgebildet 
werden  kann.  Denn  dadurch  würde  die  Funktion  u  in  eine  Funktion 
des  transformierten  Bereiches  übergehen,  welche  allen  Forderungen 
des  2.  Satzes  gerecht  wird.  DaB  dies  nun  auch  in  der  Tat  angeht, 
besagt  der  folgende 

4.  Satz.  Sei  C  eine  analytische  Kurve.  Dann  läßt  sich  die  um- 
gebung  von  C  auf  die  Umgebung  einer  geraden  Strecke  F  ein-eindeutig 
und  konform  beziehen,  dergestalt  daß  die  Kurve  C  in  die  Strecke  F 
übergeht. 

Die  Kurve  C,  welche  durch  die  Gleichungen 

^  =  9(0,    y-i'if),    a^t^ß, 

dargestellt  werde,  darf  über  sich  selbst  hinüberschneiden,  was  zu  einer 
mehrblättrigen  Riemannschen  Fläche  für  den  Streifen  führen  würde. 
Der  Einfachheit  halber  lassen  wir  indessen  diesen  Fall  beiseite.  Sei 
Iq  ein  beliebiger  Punkt  des  Intervalls  {a,  ß):  cc^t^ß,  und  man 
setze  die  Taylorsche  Entwicklung  für  (p,  ip  an: 

q>(t)  ^a,  +  a,{t-  to)  +  a,(t  -  t,y  +  •  •  -, 

t(t)  =^b,  +  b,(t- 1,)  +b,(t^  t,y  +  . . .. 

Multipliziert  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  «"«)/— 1  und 
addiert  sie  dann  zur  ersten,  so  erhält  man  eine  Potenzreihe  in  ^  — ^o* 

(2)  ^  =  x  +  yi  =  («0  +  b^i)  +  (oi  +  b^i)(t  -  g  +  . . ., 

welche  auch  für  komplexe  Werte  von  t  einen  Sinn  hat,  und  zwar 
definiert  sie  eine  analytische  Funktion  von  t  von  folgender  Be- 
schaffenheit : 

a)  Diese  Funktion  bildet  die  Umgebung  des  Punktes  t^  der  reellen 
Achse  ein-eindeutig  und  konform  auf  die  Umgebung  des  Punktes 
^o'^^i^o)}  Vo^^^iQ  *^5  ^^^^  ^^^^  6^8^  Ableitung  hat  in  diesem 
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Punkte  einen  nicht  Yerschwindenden  Wert,  ^'(O  +  ^^'C^)^  ^  näm- 
lich allgemein  9'  ({)*  -\- 1)/  (ty  >  0  ißt  Wir  wollen  mit  B^  den  Radius 
des  größten  Kreises  um  t^  bezeichnen^  welcher  als  derartige  Umgebung 
dienen  kann. 

b)  Der  in  der  Umgebung  des  Punktes  ^  —  /^  gel^ene  Teil  der 
reellen  Achse  geht  dabei  in  einen  den  Punkt  {x^j  y^  umfeissenden 
Bogen  von  C  über. 

c)  Der  Teil  der  Umgebung  yon  (x^,  y^),  welcher  auf  einer  Seite 
von  C  liegt,  geht  in  einen  Bereich  der  ^Ebene  über,  welcher  an  das 
betreffende  Stück  der  reellen  Achse  stößt  und  im  übrigen  entweder 
ganz  in  der  oberen  oder  ganz  in  der  unteren  Halbebene  liegt. 

Den  Gebrauch  komplexer  Größen  kann  man  natürlich  vermeiden, 
indem  man  im  Anschlüsse  an  (p(t)  die  beiden  Funktionen: 

9i  (^f  ^)  =  ^0  +  ^1  **  cos  6  +  a^r*  cos  26  -\ —  •, 
9^2  (ff  ^)  =  Oj  r  sin  ö  +  Oj  r*  sin  2ö  +  •  •  •, 

und  ebenso  im  Anschlüsse  an  ij;{t)  zwei  Funktionen  ^,  (r,  0),  ^,  (r,  Ö) 
bildet,  dann  wird  die  Abbildung  durch  die  Funktionen: 


X 


00 

^  (fi  —  4\  =  ^  ^^(fln  CO8W0  —  6^  sinnö), 

n  =  0 


2 

71=0 


2/  =  ^2  +  ^'1  =  ^  ^  («n  ^"^i^ ^^0  +  K  COS nö). 


bewerkstelligt.     Führt    man    hier   noch    rechter   Hand    rechtwinklige 
Koordinaten  J  =-  r  cos  6,  1^  =  r  sin  0  ein,  so  hat  die  Jacobische  Deter- 

minante  ^  '  ^'!  im  Punkte  £  =  7;  =  0  den  nicht  verschwindenden  Wert 

Hiermit  ist  im  Kleinen  für  die  Umgebung  des  Punktes  (xq,  j/q) 
das  erreicht,  was  der  Satz  im  Großen  für  die  ganze  Kurve  C  ver- 
langt. Nun  überzeugt  man  sich  leicht  nach  wohlbekannten  Methoden, 
daß  die  Größe  Iiq  im  ganzen  Intervalle  ci^t^ß  eine  positive  untere 
Grenze  B  haben  muß.  Umgibt  man  also  F  mit  dem  Streifen,  welcher 
durch  einen  Kreis  vom  Radius  U  ausgefegt  wird,  wenn  dessen  Mittel- 
punkt die  Strecke  F  durchläuft,  so  wird  jeder  Lage  desselben  eine 
ein-eindeutige  Beziehung  von  seinem  Inneren  auf  die  Umgebung  des 
zugehörigen  Punktes  von  C  entsprechen.  Die  solchergestalt  erhaltenen 
Punkte    der   r- Ebene    bilden    sonach   einen    C  umgebenden   Streifen, 
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welchen  wir  nun  leicht  geneigt  sein  könnten,  für  eine  solche  Um- 
gebung von  C  anzusehen,  wie  der  Satz  sie  verlangt.  Doch  würden 
wir  damit  einen  Fehler  begehen,  denn  dieser  Streifen  könnte  sehr 
wohl  noch  im  Großen  über  sich  selbst  hinübergreifen.  Es  kommt 
uns  also  jetzt  darauf  an  zu  zeigen,  daß  R  in  dem  Falle  stets  durch 
eine  kleinere  positive  Größe  r  ersetzt  werden  kann,  wofür  dies  nicht 
eintritt. 

Gesetzt,  dem  wäre  nicht  so.  Sei  fj,  r«,  •  •  •  eine  Reihe  positiver 
gegen  0  abnehmender  Größen,  und  man  konstruiere  die  Streifen, 
Äj,  Sg»---?  welche  durch  Kreise  mit  den  Radien  r^,  r^,  .  .  .  aus- 
gefegt werden.  Zu  jedem  Werte  von  n  würde  es  dann  einen  Punkt 
jer^  von  S,^  geben,  welchem  zwei  verschiedene  Punkte  <^,,  tn  entspre- 
chen. Die  Punkte  tn  haben  oflFenbar  eine  auf  F  gelegene  Häufangs- 
stelle  t\  und  ebenso  die  Punkte  t'n  eine  Häufungsstelle  f.  Hieraua 
entsteht  aber  ein  Widerspruch.  Denn,  wenn  wir  annehmen,  daß  t' 
und  <"  getrennte  Punkte  sind,  so  entsprechen  ihnen  auch  getrennte 
Punkte  von  C,  deren  Umgebungen  daher  nicht  stets  gemeinsame 
Punkte  haben  werden.  Und  ebensowenig  können  V  und  ^"  zusammen- 
fallen, denn  die  Abbildung   ist  ja  umkehrbar  eindeutig  im  Kleinen.^) 

Wir  fügen  noch  die  Bemerkung  hinzu,  daß  die  Bedingung  des 
3.  Satzes  auch  umgekehrt  notwendig  ist.  Läßt  sich  nämlich  eine 
harmonische  Funktion  über  ein  analytisches  Randstück  hinaus  har- 
monisch fortsetzen,  so  nahm  die  Funktion  schon  analytische  Rand- 
werte an  jenem  Randstück  an.  Hieraus  entnehmen  wir  eine  einfache 
Weise,  Funktionen  eines  komplexen  Arguments  mit  natürlichen  Grenzen 
herzustellen.  So  können  wir  beispielsweise  längs  der  Peripherie  eines 
Kreises  eine  stetige  Folge  nicht -analytischer  Werte  vorschreiben  und 
dann  das  dazu  gehörige  Poissonsehe  Integral  bilden.  Man  vergleiche 
übrigens  das  Beispiel  von  Kap.  9,  §  5. 

Definition.  Seien  P,  P'  zwei  Punkte,  welche  symmetrisch 
zueinander  in  Bezug  auf  F  liegen,  und  seien  Q,  Q'  ihre  Bildpunkte. 
Dann    heißen    letztere    beiden    Punkte   symmetrisch   in    Bezug   auf   C. 

1)  Eine  ähnliche  Ergänzung  wie  die  soeben  besprochene  hat  man  auch  in 
der  Variationsrechnung  nötig,  wo  es  sich  um  ein  Feld  von  Extremalen  handelt; 
vgl.  Kneser,  Lehrbuch  der  Variationsrechnung^  §  14.  Auf  diese  Lücke  hat 
Bolza  aufmerksam  gemacht,  Tranmetions  Amer.  Math,  Soc.  Bd.  2  (1901),  S.  424, 
Fußnote.  Dabei  ist  aber  seine  Kritik,  sofern  sie  sich  auf  meine  Arbeit  bezieht, 
nicht  ganz  zutreffend,  denn  es  war  mir  ja  an  der  betreffenden  Stelle  gar  nicht 
darum  zu  tun,  den  Beweis  ins  Einzelne  durchzuführen.  In  der  Tat  war  mir  die 
Lücke  bei  Kneser  gleich  nach  dem  Erscheinen  seines  Lehrbuchs  im  Winter 
189Ü/1900  aufgefallen; 
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Nan  gibt  es  aber  verscliiedene  Abbildimgeii,  welche  den  BedingangsQ 
des  Yorstehenden  Satzes  genügen.  Daher  ist  es  ?an  Wichtigkeit  ftit* 
zustellen,  daß,  wenn  Q,  (^  bei  einer  derselben  symmeferiach  sind,  sie 
•es  dann  auch  bei  jeder  anderen  sind.  In  der  Tat  wird  eine  beliebiin 
dieser  Abbildungen  durch  ein  Paar  konjugierter  harmonischer  Funk- 
tionen von  x^  y  bewerkstelligt,  wovon  die  eine  längs  C  yerschwindet 
Bei  der  besonderen,  der  Definition  zu  Grunde  liegenden  Abbildang  geht 
nun  letztere  Funktion  in  eine  harmonische  Funktion  Aber,  wddie 
längs  r  verschwiDdet.  Darum  nimmt  sie  in  P  und  P'  entgegengesetit 
gleiche  Werte  an,  während  der  zu  ihr  konjugierten  Funktion  dort 
gleiche  Werte  zukommen.  Dasselbe  gilt  also  auch  fBr  Q,  (jf^  und 
das  wollten  wir  eben  beweisen. 

Ist  C  insbesondere  ein  Ej-eisbogen,  so  sind  symmetrische  Punkte 
konjugiert.  Denn  durch  eine  lineare  Transformation  der  kompleien 
g  =^  X  +  yt-Ebene  auf  die  komplexe  f-Ebene,  wobei  (7  in  F  flbergeht^ 
ist  dies  ja  der  Fall. 

5.  Satz.  Sei  S  ein  Bereich,  tcdcher  an  eine  analifHsAe  Kurve  0 
stößi,  und  sei  S'  ein  zweiter ,  aucfi  an  C,  aber  wn  der  anderen  Seite 
her  stoßender  Bereich,  dessen  Punkte  jm  den  Punkten  von  S  in  Begug 
auf  C  symmetrisch  liegen,  Ist  dann  u  liarmonisch  in  S  tmd  versdiwindet 
u  längs  C,  so  läßt  sich  u  dadurch  Ober  C  hinaus  in  8'  harmeniath  fort^ 
setzen,  daß  man  jedem  Punkte  (jf  von  S'  den  entgegengeseM  gleidien 
Wert  zuordnet,  welchen  u  im  symmetrischen  Punkte  Q  annimmt. 

Im  Fidle  C  insbesondere  ein  Kreisbogen  ist,  tverden  Q  und  Q'  kon- 
jugiert sein. 

An  diesen  Satz  schließt  sich  noch  der  folgende  Zusatz.  Zur  Er- 
leichterung der  Ausdrucksweise  bedienen  wir  uns  komplexer  Grdfien. 

Zusatz.  Es  seien  S  und  T  zwei  Bereuüie  der  komplexen  «v  resp, 
Z'Ebene,  deren  jeder  zum  Teil  von  einem  Kreisbogen  oder  Qeraden  Je- 
grenzt  ist,  und  die  aucJi  konform  aufeinander  bezogen  sind,  derart,  daß 
die  genannten  Bandstiicke,  —  C  und  F  mögen  sie  heißen,  —  einander 
entsprechen.  Dann  läßt  sich  die  durch  diese  konforme  Abbildung  de- 
finierte analytische  Funktion: 

w  =  f(z)    resp.    z  ^  (p  (w) 

über  F  resp.  C  hinaus  analytisch  fortsetzen,  und  zwar  erhaU  die  Funk- 

Hon  in  zwei,  symmetrisch  zur  betreffenden  Begrenzung  gdegenen  PunUen 

Werte,  tvelche  durch  zwei  zur  entsprechenden  Begrenzung  des 

Bereiches  symmetrisch  gelegene  Punkte  veranschaulicht  werden. 
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Das  Randstück  F  des  Bereiches  T  mögen  wir  uns  als  einen  Teil 
der  reellen  Achse  denken,  da  dies  ja  stets  durch  eine  lineare  Trans- 
formation der  £r- Ebene  zu  erreichen  ist.  Demnach  verhält  sich  der 
Koeffizient  y  des  rein  imaginären  Bestandteils  der  Funktion  g>{w) 
harmonisch  in  S  und  nimmt  außerdem  längs  C  den  Randwert  0  an. 
Infolgedessen  läßt  sich  y  über  C  hinaus  harmonisch  fortsetzen,  indem 
man  £•  an  (7  spiegelt  und  y  dann  in  den  Punkten  des  neuen  Be- 
reiches S'  Werte  beilegt,  welche  seinen  Werten  in  den  symmetrischen 
Punkten  von  S  entgegengesetzt  gleich  sind.  Dabei  erhält  die  zu  y 
konjugierte  Funktion  —  x  Werte  in  dem  neuen  Bereiche,  welche  mit 
ihren  Werten  in  den  symmetrischen  Punkten  von  S  völlig  überein- 
stimmen, wie  man  sofort  einsieht,  indem  man  S  und  8'  durch  eine 
lineare  Transformation  auf  zwei  Bereiche  konform  abbildet,  welche 
symmetrisch  zur  reellen  Achse  liegen.  Hieraus  entnehmen  wir,  daß 
S'  auf  das  Spiegelbild  T'  von  T  in  der  reellen  Achse  der  i9-Ebene  so 
abgebildet  wird,  wie  der  Satz  es  verlangt.  Im  übrigen  wird  der  aus 
S  und  S'  bestehende  Gesamtbereich  auf  den  aus  T  und  T'  sich  zu- 
sammensetzenden Bereich  umkehrbar  eindeutig  und  konform  bezogen. 

§  7.    über  die  Niveaukurven  der  Greensohen  Funktion. 

Es  handelt  sich  in  diesem  Paragraphen  um  einen  analytischen 
Beweis  des  folgenden  Satzes. 

Theorem.    Sei  g  die  Greensche  Funktion  eines  einfach  eusammen- 

hängenden  Bereiches  T,    Dann  "besteht  der  Ort  der  Punkte,  tvdche  der 

Gleichung 

g  =  const. 

genügen,  aus  einer  einfachen  regulären  geschlossenen  Kurve  ohne  Ecken, 
welche  den  Fol  0  von  g  in  seinem  Inneren  umfaßt. 

Dabei  denkt  man  sich  zunächst  den  Bereich  T  als  endlich.  Der 
Beweis  gilt  aber  auch  ohne  wesentliche  Modifikation  für  einen  Be* 
reich,  dessen  Rand  sich  ins  Unendliche  erstreckt.  Und  da  nun  jeder 
einfach  zusammenhängende  Bereich  der  erweiterten  Ebene,  dessen 
Rand  nur  aus  mehr  als  einem  Punkte  besteht,  durch  eine  lineare 
Transformation  auf  einen  solchen  bezogen  werden  kann,  so  gilt  der 
Satz  allgemein  für  jeden  derartigen  Bereich.  Wir  gehen  jetzt  zum 
Beweise  über. 

Sei  27  die  Menge  der  Punkte  von  T,  in  denen 

Oigood,  Fanktionentheorie.  L  2.  Aufl.  43 
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ist,  wo  ft  eine  beliebige  positiye  Konstante  bedentei  Diese  Punkte 
baden  ein  einziges  Eontinunm,  welches  0  zom  isoUerten  Bandpnnkte 
bat  Würde  nämlich  £  in  mehrere  Eontinuen  zer&llen,  so  mflßte  es 
eins  davon  geben^  in  welchem  g  ausnahmslos  harmonisch  ist^  und  an 
dessen  Rande  g  außerdem  den  konstanten  Wert  ^  annimmt.  Daher 
müßte  g  auch  im  Inneren  konstant  bleiben,  was  zu  einem  Wider- 
spruch führt. 

Ferner  besteht  der  Rand  von  2  aus  einem  einzigen  Randstücke 
nebst  dem  Punkte  0.  Im  anderen  Falle  könnte  man  nämlich  Rand- 
punkte durch  einen  Rückkehrschnitt  F  einschließen,  außerhalb  dessen 
der  Punkt  0  liegen  würde.  Da  es  nun  in  der  Nähe  eines  Punktes,  in 
welchem  g  =  fi  ist,  stets  Punkte  gibt,  in  welchen  gKfi  ist,  so  müßten 
auch  im  Innern  Ton  F  solche  Punkte  vorhanden  sein,  und  diese  bilden 
ein  oder  mehrere  innerhalb  F  gelegene  Eontinuen.  Dies  führt  aber 
wieder,  wie  vorhin,  zu  einem  Widerspruch. 

Betrachten  wir  jetzt  einen  Randpunkt  A  von  27,  worin  g  ^  (i 
ist.  Die  übrigen  Randpunkte  der  Umgebung  von  Ä  bilden  dann  nach 
§  5,  4.  Satz,  nebst  der  nachstehenden  3.  Aufgabe  eine  oder  mehrere 
reguläre,  alle  durch  den  Punkt  Ä  gehende  Eurven,  welche  diese 
Umgebung  in  Bereiche  zerlegen,  die  abwechselnd  in  £  liegen.  Dem- 
entsprechend läßt  sich  wenigstens  im  Eleinen  derjenige  Teil  von  Z*, 
welcher  in  der  Umgebung  eines  Randpunktes  A  liegt,  in  Bereiche  ö 
(siehe  Kap.  5,  §  9)  zerlegen.  Wir  woUen  zeigen,  daß  dies  auch  im 
Großen  zutriflFfc,  dergestalt,  daß  der  in  2J  befindliche  Teil  der  Um- 
gebung von  g  =  II  80  genommen  werden  kann,  daß  er  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Bereichen  ö  besteht. 

Zu  dem  Zwecke  zerlegen  wir  die  Ebene  in  Quadrate,  wie  in 
Kap.  5,  §  3  des  näheren  auseinandergesetzt  ist,  wobei  wir  die  Größe 
der  Quadrate  gleich  von  vornherein  so  beschränken  woUen,  daß  einem 
Quadrate,  welches  0  oder  einen  Randpunkt  von  T  im  Inneren  oder 
auf  seinem  Rande  enthält,  kein  Punkt  von  g  ^  fi  angehören  kann. 
Wir  beginnen  mit  einem  Punkte  A,  durch  welchen  mehrere  Kurven 
gehen,  falls  ein  solcher  vorhanden  sein  sollte,  und  nehmen  dabei  die 
Quadrate  so  klein,  daß  der  Rand  des  Quadrats,  worin  A  liegt,  Stücke 
aus  U  schneidet,  die  entweder  bereits  Bereiche  6  sind,  oder  doch 
sofort   in   solche  verwandelt   werden   können.*)     Da   die  Anzahl   der- 


1)  In  besonderen  Fällen  wird  man  eich  nötigenfalls  eines  größeren,  aas 
zwei  oder  vier  der  vorliegenden  Quadrate  zusammengesetzten  Rechtecks  be- 
dienen. 
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artiger  Pankte  offenbar  endlich  ist^  so  kann  man  sie  alle  in  der  ge- 
nannten Weise  vorwegnehmen. 

Wir  woUen  jetzt  die  übrigen  Quadrate,  welche  Punkte  von  5^  =  ft 
enthalten,  in  Betracht  ziehen.  Diese  bilden  einen  abgeschlossenen 
Bereich^)  5,  in  welchem  sowohl  g  als  dgjdx,  dgjdy  stetig  bleiben, 
und  zwar  hat  mindestens  eine  dieser  Ableitungen  bei  eventueller  wei- 
terer Verkleinerung  der  Quadrate  in  jedem  vorgegebenen  Punkte  von  8 
einen  nicht  verschwindenden  Wert.  Diesem  Sachverhalt  entsprechend 
gilt  nun  das  Existenztheorem  von  Kap.  2,  §  4  gleichmäßig  für  den 
Bereich  S,  Ausführlicher  gesagt:  Es  gibt  zwei  positive  Konstanten, 
k  und  h  ^  Ä,  von  folgender  Beschaffenheit,  Sei  (a,  b)  ein  belid>iger, 
in  S  gelegener  Punkt  von  ^  =  ft,  und  man  fasse  die  beiden  Bereiche 

I.  i  a;  —  a  ]  ^  Ä,     \y  —  bl^k; 

II.  ! y  ~  ^ I ^ *i     \x  —  a  <k, 

ins  Auge,  Dann  sind  zwei  Fälle  möglich:  entweder  bilden  die  in  L 
befindlichen  Punkte  von  g  '^  ii  eine  reguläre  Kurve: 

wo  b  =  (p(a),  und  (p(x)  eine  eindeutige,  stelige  mit  einer  stetigen  Ab- 
leitung ausgestattete  Funktion  von  x  im  Intervalle  |  a:  —  a  i  <  Ä  ist;  oder 
die  in  IL  Iteflndliclien  Punkte  von  g  '^  ^  bilden  eine  reguläre  Kurve: 

wo  a  =  t  (6),  und  t  iy)  eine  eindeutige  stetige,  mit  einer  stetigen  Ablei- 
tung ausgestattete  Funktion  von  y  im  Intervalle  ,y  —  b  <A  ist,'^^ 

Der  Beweis  dieses  Satzes  bietet  durchaus  keine  Schwierigkeit 
und  kann  deshalb  wohl  übergangen  werden. 

Jetzt  sind  wir  gleich  am  Ziele.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  die 
Quadrate  des  Bereiches  S  so  klein  zu  nehmen,  daß  die  Seitenlänge 
einer  Masche  des  Netzes  die  Größe  A/2  nicht  übertrifft.  Dann  läßt 
sich  nach  der  Methode  von  Kap.  5,  §  9  dem  in  S  gelegenen  Teile 
des  Ortes  g  =  fi  eine  endliche  Anzahl  von  Bereichen  6  zuordnen, 
derart,  daß  jeder  Bereich  an  diese  Kurve  stößt  und  in  £  liegt,  wäh- 
rend umgekehrt  jeder  Punkt  der  Kurve  Randpunkt  eines  Bereiches  ö 

1)  Ob  S  aus  einem  oder  mehreren  Stücken  besteht,  ist  für  die  Folge 
gleichgültig. 

2)  Sollte  der  Punkt  (a,  b)  insbesondere  nahe  beim  Rande  von  S  liegen,  so 
daß  der  Bereich  I  oder  II  über  S  hinausgreift,  so  wird  selbstverständlich  von 
den  außerhalb  S  gelegenen  Punkten  des  betreffenden  Bereiches  abgesehen. 

48* 
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ist  Hiermit  haben  wir  unter  Heranziehung  der  früheren,  an  etwaige 
mehrfache  Punkte  des  Randes  stoßenden  Bereiche  eine  endliche  An- 
zahl von  in  £  belegenen  Bereichen  6  erhalten,  deren  jeder  zwei 
Nachbarn  hat,  und  welcher  übrigens  den  ganzen  Ort  g  ^^  §1  be- 
setzen. Daraus  ergibt  sich,  daß  der  Ort  g  =^  (i  sich  aus  einer 
endlichen  Anzahl  einfacher  r^ularer  Kurven  zusammensetzt,  welche 
sich  nunmehr  zu  einer  einzigen  regulären  geschlossenen  Eurre  an- 
ordnen lassen.  Letztere  Kurve  ist  aber  auch  einÜEU^h.  Denn  sonst 
könnte  man  bereits  aus  einem  Teile  derselben  eine  einfache  Kurve 
zusammensetzen,  welche  dann  27  notwendig  umfisissen  müßte.  Hieraus 
schließt  man  femer  auf  die  Existenz  von  Querschnitten,  welche  das 
Innere  dieser  Kurve  durchsetzen  und  aus  weiteren  Teilen  des  Ortes 
g  =  fi  bestehen.  Das  führt  aber  zu  einem  Widerspruch,  und  hiermit 
ist  der  Beweis  geliefert. 

Der  gleichmäßige  Teil  des  vorstehenden  Beweises  laßt  sich  auch 
auf  andere  Weise  führen.  Vor  allem  sieht  man,  daß  man  den  Ort 
g  =  (i  mit  einem  abgeschlossenen  Bereiche  umgeben  kann,  der  weder 
an  0  noch  an  den  Rand  von  T  hinanreicht.  Auf  Grund  dieser  Tat- 
sache beweist  man  dann,  daß  ein  Stück  von  g  ^  ^^  welches  aus  einem 
regulären  Kurvenstücke  besteht,  stets  gleichmäßig  fortgesetzt  werden 
kann,  indem^ein  neuer  derartiger  regulärer  Bogen  von  einer  Länge  ^  h, 
wo  h  eine  positive  Konstante  bedeutet,  glatt  angegliedert  wird.  Endlich 
bleibt  noch  der  Nachweis  zu  führen,  daß  dieser  Schritt  nicht  beliebig 
oft  wiederholt  werden  kann,  ohne  den  Ort  ,^  =  ft  zu  erschöpfen. 

Zusatz.    In  keinem   inneren  Punkte  von  T  verschwindet  dg/dn^ 
wo  sidi  n  auf  die  Normale  der  Kurve  g  =  const  bezieht. 


§  8.    Von  der  Beziehung  der  Potential-  zur  Funktionentheoiie. 

Auf  Grund  des  Umstandes,  daß  die  Cauchy-Riemannschen  Diffe- 
rentialgleichungen 

du dv  du  _       dv 

dx      dy^        cy  dx 

sowohl  für  ein  logarithmisches  Potential  als  auch  für  eine  analytische 
Funktion  eines  komplexen  Arguments  eine  notwendige  und*  hin- 
reichende Bedingung  bilden,  erweisen  sich  die  Theorien  dieser  beiden 
Funktionsklassen  als  im  wesentlichen  miteinander  identisch.*)    Diesen 

1;  Genauer  gesagt  hat  jeder  Satz  der  eiuen  Theorie  sein  Gregenbild  in  der 
anderen  Theorie.    Dagegen  hat  jede  Theorie  ihre  eigenen  Methoden. 
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Gedanken  stellte  Biemann  von  Yomherein  an  die  Spitze  seiner  Theorie. 
In  der  Dissertation  leitete  er  eine  Reihe  yon  Sätzen  ab,  die  wir  zum  großen 
Teile  in  den  yoraufgehenden  Paragraphen  wiedergegeben  haben^  und 
wovon  einer  der  wichtigsten  noch  in  Kap.  14,  §  1  gebracht  wird.  Dabei 
war  es  ihm  indessen  nicht  in  erster  Linie  um  einen  systematischen 
Aufbau  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  als  Grundlage  für 
die  Funktionentheorie  zu  tun,  vielmehr  suchte  er  vermöge  der  Me- 
thoden jener  Theorie,  welche  er  vor  allen  Dingen  als  die  Dienerin 
dieser  anstellte,  neues  funktionentheoretisches  Gebiet  zu  erschließen. 
Demgegenüber  haben  wir  uns  die  Aufgabe  gestellt,  eine  selbständige 
Theorie  der  harmonischen  Funktionen  zu  entwickeln,  welche  wir  dann 
erst  nachträglich  mit  der  Theorie  der  Funktionen  eines  komplexen 
Arguments  in  Verbindung  setzen,  denn  dadurch  erhält  man  ein  kla- 
reres Bild  einer  jeden  der  beiden  Theorien  für  sich.  Wenn  wir  nun 
die  einzelnen  Sätze  dieser  Theorien  bzw.  einander  gegenüberstellen, 
so  zeigt  sich  durchaus  kein  völlig  ein-eindeutiges  Entsprechen.  Bald 
sind  die  Bedingungen  des  Satzes  aus  der  einen  Theorie  die  weiteren, 
bald  verhält  sich  die  Sache  gerade  umgekehrt.  So  verlangt  beispiels- 
weise der  8.  Satz  des  §  4  nur,  daß  u,  daß  also  bloß  der  eine  Be- 
standteil der  komplexen  analytischen  Funktion  in  der  Umgebung  des 
Punktes  (a,  b)  eindeutig  und  endlich  bleibe,  während  der  analoge 
Kiemannsche  Satz  (Kap.  7,  §  6,  9.  Satz)  doch  voraussetzt,  daß  auch 
die  konjugierte  Funktion  erstens  eindeutig,  sodann  noch  endlich  sei. 
In  diesem  Falle  ist  also  der  Satz  der  Potentialtheorie  der  allgemei- 
nere. Andererseits  fordert  man  in  der  Potentialtheorie  sowohl  die 
Existenz  als  auch  die  Stetigkeit  der  Ableitungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  von  u  bzw.  der  Ableitungen  erster  Ordnung  von  u  und  v 
nebst  den  Cauchy-Riemannschen  Differentialgleichungen.^)  EUngegen 
wird  in  der  Funktionentheorie  gezeigt,  daß  die  bloße  Existenz  einer 
Ableitung  der  komplexen  Funktion  genügt,  damit  u  und  v  stetige  Ab- 
leitungen besitzen,  —  Satz  von  Goursat,  Kap.  7,  §  16. 


1)  Hierüber  vergleiche  man  indessen  Bö  eher,  der  folgende  Definition  zu 
Grunde  legt:  Die  Funktion  u  soll  in  einem  Bereiche  T  harmonisch  heißen,  falls 
u  dort  eindeutig  und  nebst  den  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  stetig, 
und  außerdem  so  beschaffen  ist,  daß 


/ 


du  , 

w-ds 

cn 


ist,  wobei  die  Integration  über  einen  beliebigen,  nebst  seinem  Innern  ganz 
innerhalb  T  gelegenen  Kreis  zu  erstrecken  ist;  Proceedings  Amer,  Äead,  of  Arte 
and  Sei.,  Bd.  41,  Nr.  26  (1906),  S.  577. 
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Das  klassische  Problem  der  Potentialtlieorie,  eine  harmonische 
Funktion  yermöge  ihrer  Randwerte  zu  bestimmen  (ygL  unten)  dient 
dazu,  das  Maß  der  Willkür  bei  einer  ähnlichen  Bestimmungs weise 
komplexer  analytischer  Funktionen  festzustellen.  Wie  ersichtlich,  kann 
man  den  Wert  des  reellen  Teils  einer  Funktion  letzterer  Klasse  am 
Bande  eines  Bereiches  beliebig  vorschreiben^  wodurch  dann  die  Fonk- 
tion  bis  auf  eine  rein  imaginäre  additive  Eonstante  völlig  definiert 
ist.  Was  die  Randwerte  des  rein  imaginären  Bestandteils  anbetriflffc, 
so  können  wir  nur  noch  über  einen  einzigen  davon  verfügen. 

Hieran  knüpfen  wir  noch  die  Bemerkung,  daß  wir  auf  Grund 
der  Entwicklungen  von  §  5  imstande  sind,  die  Cauchy-Taylorsche, 
sowie  die  Laurentsche  Reihe  direkt  abzuleiten.  Unter  den  Bedingungen 
des  Satzes  von  Kap.  7,  §  13  läßt  sich  nämlich  der  reelle  Teil  von 
f{e)  in  die  Reihe: 

t*  =  Y  +  ^  ^(^«  cosnö  +  6„  sinnö) 

entwickeln.    Die  hierzu  konjugierte  Funktion  v  wird  dann  durch  die 
Reihe:  «, 

n  =  l 


v  =  (7  +  ^  r"  (a,  sin nö  —  \  cos  nS) 


gegeben,  wobei  es  nur  noch  übrig  bleibt,  das  konstante  Glied  in  ge- 
eigneter Weise  zu  bestimmen.    Hieraus  folgt: 


M  +  t? i  =  Y  +  (7i  +  ^  (a„  —  h^i)  r^ (cos  nO  +  i  sin nö). 


n  =  l 

was  eben  die  Cauchy-Taylorsche  Reihe  ist. 

Auch  die  Cauchysche  Integralformel,  Kap.  7,  §  4,  ergibt  sich 
unmittelbar  aus  der  Greenschen  Formel.  Wir  wollen  zunächst  vor- 
aussetzen, daß  der  Bereich  S  einfach  zusammenhänge,  sowie  daß  der 
Rand  von  /S  aus  einer  einzigen  analytischen  Kurve  bestehe,  in  deren 
Punkten  die  Funktion  f[z)  immer  noch  analytisch  bleibt.  Sei  h  die 
zu  g  konjugierte  Funktion.    Dann  ist 

g  +  hi^  -\0g{t^  Z)  +  P{t,  Z), 

wo  P,  bei   festgehaltenem  z,  eine   in  allen  Punkten  des   abgeschlos- 
senen Bereiches  S  analytische  Funktion  von  t  ist.^)    Wenden  wir  uns 

1)  Nach  dem  3.  Satze  Ton  §  6  gestattet  nämlich  g  eine  harmonische  Fort- 
Betzung  über  den  Rand  von  S  hinaus.  —  Wegen  des  Existenzbeweises  für  g 
vergleiche  man  Kap.  14,  §§4,  5. 
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jetzt  zur  Integralformel: 

c 
und  bemerken  wir  dabei,  daß 


dt 

z 


1           dloKit-t) 

dt        "^  dt 

—  z              et 

ist,  so  finden  wir  zunächst: 


^Jm'-^^'^^Jm'^^'- 


Hier  yerschwindet  das  zweite  Integral  rechter  Hand  nach  dem 
Cauchyschen  Integralsatze ,  Kap.  7,  §  2.  Was  das  erste  Integral  an- 
betrifft, so  ist 

WO  T  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  positive  Tangente  der  Rand- 
kurve mit  der  positiven   reellen  Achse    einschließt.     Indem  wir  uns 

noch  erinnern,  daß 

dg       ^       dh  dg 

ds  '      08  dn 

ist,  und  zugleich  auch  f(i)  =^  TJ  +  Vi  einführen,  so  kommt: 


u  +  vi^  2 


^/(^+^»)ff''*' 


worin  dann  die  Greensche  Formel  mit  enthalten  ist.^)  Und  nun 
kann  man  umgekehrt  von  dieser  letzten  Formel  ausgehen  und  also 
rückwärts  zur  Cauchyschen  Integralformel  hinaufsteigen. 

Die  Verallgemeinerung  auf  Bereiche,  deren  Rand  aus  einer  end- 
lichen Anzahl  analytischer  Kurven  besteht,  sowie  auf  mehrfach  zu- 
sammenhängende Bereiche,  bietet  nun  keine  Schwierigkeit.  Will  man 
indessen  zu  allgemeinen  regulären  Randkurven  übergehen,  so  ist  die 
Kenntnis  des  Verhaltens  der  Ableitungen  der  Greenschen  Funktion 
am  Rande  vonnöten.  Hierüber  existieren  Untersuchungen  von  Kellog, 
Transaäions  Amer.  Math.  Soc.y  Bd.  9  (1908),  S.  39  und  51;  Bd.  13 
(1912),  S.  109. 


1)  Diese  Herleitang  des  Zusammenhangs  zwischen  den  beiden  Formeln  ent- 
nehme ich  einer  brieflichen  Mitteilung  des  Herrn  Morera. 
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Wir  wollen  diesen  Paragraphen  noch  mit  einem  besonderen  Satze 
schließen,  welcher  an  und  für  sich  nicht  ohne  Interesse  sein  dürfte. 

Satz.  Genügt  eine  rationale  Funktion  R(x,  y)  der  Lapla/cesAen 
Gleichung:  AjR  ^  0,  und  bildet  man  die  dazu  gehörige  Jcomplexe  ana^ 
lytisdie  Funktion: 

fiz)  =  B  +  Vj-|j  da;  +  g  rfy  +  Ci, 

SO  ist  diese  eine  rationale  Funktion  der  komplexen  Variabden  js  =^  x  +  yi. 
In  der  Tat  erweist  sich  zunächst  die  Ableitung: 

als  eine  rationale  Funktion  von  x  und  y.    Setzt  man 

wo  G  und  r  teilerfremde  Polynome  sind,  so  erkennt  man  leicht,  daß 
die  reellen  Nullstellen  von  F  nur  isoliert  auftreten  können.  Denn 
sonst  gäbe  es  eine  analytische  Kurve  der  jer-Ebene,  längs  deren  f^e)  a—  oo, 
also  l/fi^is)  verschwände,  und  daher  müßte  l/f(ß)  identisch  null  sein. 
Hiemach  kann  B,  und  mithin  auch  f(g),  sowie  endlich  f{e)  nur  iso- 
lierte Singularitäten  haben.  Wir  schließen  femer  aus  dem  Voraus- 
geschickten, daß  die  eindeutige  Funktion  f  (z)  höchstens  Pole  hat. 
Die  einzigste  übrige  Möglichkeit  wäre  nämlich  eine  wesentliche  singu- 
lare Stelle.  Dann  müßte  aber  die  Gleichung  f  (ß)  ^  C  bei  passender 
Wahl  von  C  unendlich  viele  Wurzeln  haben  (vgl.  Kap.  7,  §  6,  9.  Satz), 
was  hier  zum  Schlüsse  führt,  daß  f  {e)  identisch  gleich  C  wäre. 
Hiermit  ergibt  sich,  daß  f'{e)  eine  rationale  Funktion  von  e  ist,  und 
da  nun  endlich  ü  rational  ist,  so  können  sich  bei  der  Integration 
keine  logarithmischen  Glieder  einstellen. 


Vierzehntes  Kapitel. 

Konfonne  Abbildungen  und  die  Uniformisiernng  analytischer 

Funktionen. 

§  1.    über  die  konfonne  Abbildung  eines  einfach  snsammen- 

hängenden  Bereiches  auf  einen  Kreis. 

In  seiner  Dissertation  sprach  Biemann  den  Satz  aus,  daß  zwei 
beliebige  einfach  zusammenhängende  Bereiche  ein-eindeutig  und  kon- 
form aufeinander  abgebildet  werden  können.  Sein  Beweis  stützt  sicli 
auf  das  sogenannte  Dirichletsche  Prinzip,  worauf  wir  noch  im  fol- 
genden Paragraphen  zurückkommen  werden.  Es  genügt  o£fenbar  zu 
zeigen,  daß  ein  beliebiger  derartiger  Bereich  T,  den  wir  uns  in  der 
jer-Ebene  gelegen  denken  wollen,  auf  den  Einheitskreis  K  der  ti^-Ebene 
als  Normalbereich  konform  bezogen  werden  kann.  Dabei  gibt  es 
zweierlei  Fragestellungen,  je  nachdem  man  verlangt, 

A)  daß  der  Rand  von  T  aus  einer  einfachen  geschlossenen  Kurve 
bestehe,  und  daß  der  Bereich  T  nebst  dem  Rande  ein-eindeutig  und 
stetig,  und  im  Innern  konform  auf  den  abgeschlossenen  Kreis  K^  oder  nur 

B)  daß  das  Innere  von  T  ein-eindeutig  und  konform  auf  das 
Innere  von  K  bezogen  werden  solL 

Wir  beschranken  uns  zunächst  auf  Fall  A)  und  setzen  dabei 
voraus,  daß  T  endlich,  sowie  daß  der  Rand  von  T  regulär  sei,  d.  lu 
daß  ein  Bereich  S  vorliege.  Behufs  der  Untersuchung  woUen  wir  vor- 
erst einige  notwendige  Bedingungen  herleiten.  Indem  wir  also  das 
Problem  als  gelöst  voraussetzen,  bezeichnen  wir  mit 

die  Funktion,   welche  die  Abbildung  besorgt.     Dabei   soll  jer  =>  0  in 
w  =  0  übergehen:  f(0)  =  0. 

a)  Wir  wollen 

f{z)=^zfp{z),        9(0) -/-'(O) 


ZT.  14 


Labn   vir  is  f  i 


f  f 


^^--4. 


Uj^:  i&>fE:it  <«:4F«ALne  Fsakikn  P  x  «aAshar  liaiifti^  vad  ttedg 
im  üg«M:tk#wi»:^ai  B<ff«EciK  5,  iznd  TaUh  acb  fibcrdies  hflnoaiiA 
im  lanrnni  r^m  5,  Gleidieä  ffh  te^A  tob  der  kaH|BgierteB  FnktioB  Q, 
^AftTU.  mMn  ihr  ^w^  im  Puzku  i  =^0  esae  bcaondeR  Direr  dort  mög- 
lieh«&  B^XiiLmzixgtL,  b«:>gt.  Im  äbrigcB  nüamt  jecis  ir  fidgaade  Ge- 
stdt  aui: 

b^  D»  wir  aaf  dw  Pfripherie  Ton  JT 


haben,  «o  maß  die  Fnoktion  log  r  —  T  längs  C  Tendiwinden.  Hier- 
mit unrein  «ich  dieie  Fonktion  als  die  nenÜT  smommeiie  Green- 
scb«  Fonkticm  des  Bereich«»  5: 

logr-P ^, 

wobei  wir  künftighin  toc  der  Bedingung  d  ,.  5.  631  absehen. 

Wir  wollen  un«  jetzt  die  Aufgabe  stellen,  diese  notwendigen  Be- 
dingungeri    u  tu  zukehren   und  somit  den  folgenden  Satz  zu   beweisen. 

Theorem.  5e<  T  ein  beliebiger  einfach  zusammenhängender  Teü 
der  enreiterUnri  Et^ene,  desaen  hawl  aus  mehr  als  einem  PunÜe  hestdU, 
und  heien  fem^  g,  h  die  dazu  geJtörige  Greensche  FunJäion  resp,  die 
zu  g  kf/njnguirtf.  FanJälon.    Dann  bildet  die  Funktion 

d^xH  Inwre  dfji  liernkhes  T  ein^-eimleufig  und  konform  auf  das  Innere 
d*'H  FAnlieitikreises  K  der  tc-Ebene  ab. 

Ijiejji  T  insbesondere  im  Endlichen,  und  besteht  der  Band  von  T 
aufkrdt^m  aus  onalt/tischen  Kurven,  so  icird  die  Abbildung  auch  am 
Jlande  ein-eindeutig ,  stetig  und,  von  eticaigen  Edcefi  abgesdien,  kon- 
form Mein. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  daß  T  im  Endliehen  liege,  —  oder 
aber,   wonn   dies  nicht  direkt  durch    eine  lineare  Transformation  zu 
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erzielen  ist,  daß  der  Rand  sich  ins  Unendliche  erstrecke^  —  erlegen 
dem  Rande  aber  weiter  gar  keine  Bedingungen  anf. 

Nach  den  Entwicklungen  von  Kap.  13^  §  7  stellt  die  Gleichung: 

wo  ft  einen  positiven  Parameter  bedeutet^  eine  Schar  regulärer  ge- 
schlossener Kurven  ohne  Ecken  oder  mehrfache  Punkte  vor,  welche 
das  Innere  von  T,  den  Pol  js  ^0  allein  ausgenommen,  gerade  aus- 
füllen.    Dabei  ist  vor  allem  klar,  daß  die  Kurve  G:  g  =  [i  in  eine 

auf  dem  Kreise 

F:         Im;!  =  6-^ 


befindliche  Menge  des  Bereiches  K  übergeführt  wird.  Wir  wollen 
jetzt  weiterhin  zeigen,  daß  die  Punkte  der  beiden  Mengen  C  und  F 
einander  umkehrbar  eindeutig  zugeordnet  sind.  In  der  Tat  ist,  sofern 
sich  die  Differentiation  nach  8  auf  die  positive  Tangente,  diejenige 
nach  n  auf  die  innere  Normale  bezieht, 

(«.  y) 


dh  dg 


—  Ä Ä+    I   ^ds. 


CS  dn'  0 


fdg^ 
J    dn 


Nun  ist  aber  innerhalb  C  g'>'  fi.  Daher  kann  die  nach  der  inneren 
Normale  genommene  Ableitung  dg/dn  jedenfalls  nicht  negativ  sein. 
Nach  dem  Zusatz  von  Kap.  13,  §  7  kann  diese  Ableitung  aber  auch 
nicht  verschwinden,  woraus  denn  folgt: 


Da  nun 


|^>o. 

dn 
arc  w;  ==  —  Ä 


ist,  so  erkennen  wir,  daß,  wenn  der  Punkt  {x,  y)  die  Kurve  C  in 
positivem  Sinne  durchläuft,  dann  der  Bildpunkt  w  auf  dem  Kreise  F 
ebenfalls  in  positivem  Sinne  stetig  fortrückt.  Endlich  erheUt  aus 
der  Relation 

wo  Qy  wie  vorhin  schon  bemerkt,  eindeutig  ist,  daß  —  h  nach  voll- 
endetem Umlaufe  gerade  um  2%  zunimmt,  und  hiermit  ist  die  Richtig- 
keit der  Behauptung  dargetan. 

Es  hat  sich  also  ergebeu,  daß  die  inneren  Punkte  der  Bereiche  T 
und  K  ein-eindeutig  aufeinander  bezogen  sind.  Da  f{z)  außerdem 
in   T   analytisch   ist    und  f  {z)   dort    nicht   verschwindet,    —   sonst 
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müßte  ja  cgjc  n  =«  0  resp.  f  (0)  —  0  Bein,   —  so  ist  die  Abbildung 
im  Inneren  ausnahmslos  konform. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  Beweise  des  zweiten  Teils  des  Satzes. 
Sei  P  ein  gewöhnlicher  Punkt  eines  analytischen  Randstücks.  Dann 
läßt  g  in  der  Nähe  von  P  nach  dem  3.  Satze  Ton  Kap.  13,  §  6  eine 
harmonische  Fortsetzung  über  T  hinaus  zu;  dasselbe  gilt  daher  auch 
von  hj  und  somit  Ton  der  analytischen  Funktion  f{e).  Es  ist  femer  klar, 
daß  f  ifs)  im  Punkte  P  nicht  verschwinden  kann,  denn  sonst  müßten 
beide  partiellen  Ableitungen  dgIcXj  cg/cy  dort  den  Wert  0  haben, 
was  dann  zur  Folge  haben  würde,  daß  die  Kurve  g  =^0  einen  mehr- 
fachen Punkt  in  P  hätte  und  somit  das  Innere  von  T  betrate.  Dem- 
gemäß wird  die  volle  Umgebung  von  P  auf  die  voUe  Umgebung  des 
entsprechenden  Punktes  der  Ereisperipherie  ein-eindeutig  und  konform 
bezogen,  derart,  daß  diese  Abbildung  mit  der  früheren  innerhalb  T 
bzw.  K  übereinstimmt,  was  insbesondere  für  die  Stetigkeit,  sowie  für 
die  konforme  Eigenschaft  der  Abbildung  am  Rande  bürgt 

Wir  wollen  jetzt  den  Fall  betrachten,  daß  P  ein  Eckpunkt  des 
Randes  von  T  ist,  in  welchem  zwei  analytische  Randstücke  zusammen- 
stoßen.^) Es  handelt  sich  um  den  Beweis,  daß  h  einen  Randwert  im 
Punkte  P  annimmt.    Um  P  legen  wir  einen  Kreis  $,  dessen  Radius 

eine  geeignete  positive  Größe  nur  nicht  übertrifiFt,  und 
nehmen  dann  auf  dem  Rande  von  T  zwei  Punkte 
a,  ß  so  an,  daß  die  Bogen  Pa,  Pß  beide  ganz 
innerhalb  Si  liegen  und  nur  den  einen  Punkt  P  ge- 
meinsam haben.  Wir  zeichnen  femer  die  in  a  bzw.  ß 
mündenden  Strömungslinien  h^h^,  h^h^  (*a>Ä/*) 
in  der  Umgebung  dieser  Punkte  auf.  Ihre  Schnitt- 
punkte mit  der  Niveaukurve  g  =  rj  mögen  mit  a,  ß'  benannt  werden. 
Dann  läßt  sich  rj  so  klein  wählen,  daß  der  ganze  Bogen  aß'  jener 
Niveaukurve  innerhalb  Ä  verläuft,  weil  nämlich  g  sich  dem  Rand- 
werte 0  gleichmäßig  anschließt.  Im  übrigen  nimmt  h  längs  des  Ro- 
gens aß'  vom  Werte  h^  bis  zum  Werte  h^  monoton  ab.  Hieraus 
erkennen  wir,  daß  das  Innere  des  Bereiches  aPßß'a'a  ein-eindeutig 
und  konform  auf  den  Bereich: 


1)  Zum  Beweise  ist  nicht  nötig,  daß  die  Randstücke  auch  im  Punkte  P 
analytisch  seien,  vielmehr  genügt  es,  wenn  der  Rand  nur,  wie  folgt,  beBchaffen 
ist.  Sei  St  ein  Kreis  um  P,  dessen  Radius  eine  geeignete  positiTe  Gröfie  nur 
nicht  übertrifft.  Dann  soll  es  möglich  sein,  den  Bereich  T  vermöge  eines  Quer- 
schnitts aß  derart  zu  zerlegen,  daß  der  eine  Teil  davon  ganz  in  1^  liegt,  wäh- 
irend  die  Bogen  Pa,  Pß  in  jedem  von  P  verschiedenen  Punkte  analytisch  sind 
und  im  übrigen  nur  den  Punkt  P  gemeinsam  haben. 
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e-'  <  I  m;  I  <  1,       —K<  ^^^^'  <  -"  */* 

abgebildet  wird. 

Lassen  wir  nunmehr  a  an  P  heranrücken.  Dabei  nimmt  h^  be- 
ständig ab  und  nähert  sich  somit  einem  Grenzwert  hp.  In  ähnlicher 
Weise  nimmt  ha  beständig  zu,  wenn  ß  dem  Punkte  P  zustrebt;  der 
Grenzwert  werde  hier  A"^  genannt.  Und  nun  behaupte  ich:  es  ist 
hp  =  hp.     Sonst  würde  nämlich  die  Umkehrfunktion 

g  =  tj;  (w) ,      WO      IV  =  f{z) , 

in  jedem  Punkte  des  Kreisbogens 

t(;  I  «=  1 ,         —  A~  <  arc  «;  <  —  A]; 


den  Ilaudwert  Zp  annehmen.  Dann  müßte  aber  ^  (w)  eine  analytische 
Fortsetzung  über  diesen  Bogen  hinaus  gestatten  und  somit  längs  einer 
innerhalb  seines  Definitionsbereiches  befindlichen  Kurve  konstant  blei- 
ben. Infolgedessen  würde  ^(w)  sich  überhaupt  auf  eine  Konstante 
reduzieren,  und  hiermit  ist  der  Beweis  erbracht.^) 

Wir  woUen  noch  die  Frage  stellen,  auf  wie  viele  verschiedene 
Weisen  die  Abbildung  möglich  ist.  Da  sehen  wir  erstens,  daß  der 
Pol  0  der  Greenschen  Punktion  innerhalb  T  willkürlich  gewählt 
werden  kann,  wie  wir  später  beim  Existenzbeweise  für  diese  Funktion 
mit  aller  Strenge  darlegen  werden;  sodann  können  wir  noch  ver- 
möge der  in  h  enthaltenen  additiven  Konstante  bewirken,  entweder  a) 
daß  ein  willkürlicher  Randpunkt  von  T  in  einen  bestimmten  Punkt 
der  Peripherie  von  K  übergeführt  wird;  oder  b)  daß  einer  willkür- 
lichen Richtung  im  Punkte  0  eine  bestimmte  Richtung  im  Mittel- 
punkte des  Kreises  K  entspricht.  Dadurch  wird  aber  auch  die  Ab- 
Jnldmig  völlig  hestimynt: 

In  der  Tat  sei 

ti\  -  /;  {z) 

eine  zweite  solche  Abbildung.  Dann  wird  durch  Elimination  von  z 
aus  diesen  beiden  Gleichungen  der  Kreis  K  umkehrbar  eindeutig  und 
konform  auf  sich  selbst  abgebildet: 

und    zwar   so,   I)  daß    sein   Mittelpunkt   in   sich    übergeht,   während 

1)  Dieser  Beweis  rührt  von  Picard  her,  Tratte  d'analyse.  Bd.  2,  10.  Ahschn., 

Nr.  7. 
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entweder  II»)  ein  bestimmter  Punkt  seines  Randes  oder  üb)  eine  be- 
stimmte Richtimg  im  Mittelpunkte  ungeundert  bleibt.  Führen  wir 
hier  ähnlich  wie  Yorhin 

ein,  so  finden  wir  zunächst,  daß  log  p  +  $  &ni  Rande  von  K  ver- 
schwindet; denn  ganz  abgesehen  davon,  ob  die  Abbildung  am  Rande 
stetig  ist  oder  nicht,  erkennt  man  sofort,  daß  der  Bildpunkt  w^  dem 
Rande  doch  immer  näher  rücken  muß,  wenn  tv  dem  Rande  zustrebt. 
Daraus  folgt  aber,  da  log  q  am  Rande  von  K  konstant  ist,  daß  $ 
sich  auf  eine  Konstante,  und  zwar  die  Null,  reduzieren  muß.  Dem- 
nach muß  auch  O  konstant  sein,  und  hiermit  ergibt  sich: 

Endlich  liefert  sowohl  IIa)  als  IIb)  die  Bestimmung  C«  1,  also   ist 

w.  z.  b.  w. 

Das  letzte  Resultat  woUen  wir  doch  noch  durch  einen  expliziten 
Satz  betonen. 

Satz.  Die  allgemeinste  ein -eindeutige  tmd  konforme  Abbildung 
eines  Kreisinnem  auf  sich  selbst  wird  durch  eine  lineare  Transformation 
geleistet. 

Im  übrigen  läßt  sich  die  Abbildung,  falls  sie  stetig  am  Rande 
ist,  auch  dadurch  eindeutig  bestimmen,  daß  irgend  drei  getrennte 
Randpunkte  von  T  in  drei  in  gleichem  Sinne  aufeinander  folgende, 
sonst  aber  wiUkürliche  getrennte  Randpunkte  von  K  übergeführt 
werden. 

Aufgabe.  Wir  haben  in  Kap.  13,  §  1  eine  elektrische  Strömung  er- 
wähnt, wobei  eine  nichtleitende  LameUe  auf  beiden  Seiten  mit  einer 
gleichmäßig  leitenden  Schicht  überzogen  wird  und  die  beiden  Elek- 
troden eines  galvanischen  Elements  an  zwei  übereinander  liegenden 
Punkten  der  Schicht  aufgesetzt  werden.  Dadurch  entsteht  eine  Strö- 
mung, welche  durch  die  Greensche  Funktion  g  des  Bereichs  reguliert 
wird.  Wir  haben  damals  auch  weiterhin  den  Grenzübergang  in  Be- 
tracht gezogen,  wobei  das  genannte  Punktepaar  an  den  Rand  heran- 
rückt. Da  zeigte  sich  ja,  daß  jene  beiden  logarithmischen  Quellpunkte 
sich  zu  einem  algebraischen  Quellpaare  erster  Ordnung  vereinigen. 

Wir  bringen  jetzt  in  Vorschlag,  den  obigen  physikalischen  Vor- 
gang dadurch  geometrisch  zu  interpretieren,   daß  man  die  durch  jene 
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Greensche  Funktion  definierte  konforme  Abbildung  beim  Grenzüber- 
gange verfolgt.  Dabei  muß  sich  selbstverständlich  der  Kreis  K  auch 
ändern;  er  möge  in  der  oberen  Halbebene  liegen  und  die  Abszissen- 
achse im  Anfange  berühren.  Wächst  sein  Radius  dann  in  geeigneter 
Weise  ins  Unendliche^  so  erhalten  wir  im  Grenzfalle  eine  konforme^ 
Abbildung  der  LameUe  auf  die  obere  Halbebene. 

Ganz  abgesehen  von  einer  strengen  mathematischen  Verfolgung; 
des  soeben  geschilderten  Grenzübergangs  kann  man  sich  nun  die^ 
Aufgabe  stellen^  das  Endresultat  direkt  zu  prüfen,  indem  man  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingungen  für  die  konforme  Abbildung, 
eines  durch  analytische  Kurven  begrenzten  Bereiches  T  auf  die  Halb- 
ebene herleitet.     Wir  empfehlen  dem  Leser  diese  Übung. 


§  2.  Das  Thomson-Dirichletsohe  Prinzip  und  die  Existenztheoreme^ 

Im  voraufgehenden  Paragraphen  haben  wir  die  Existenz  der 
Greenschen  Funktion  vorausgesetzt.  Mit  Rücksicht  auf  die  Zer- 
legung: 

-flf-logr  +  P, 

ist  das  gleichbedeutend  mit  der  Annahme  der  Existenz  einer  Funk- 
tion P,  welche  am  Rande  den  Wert  — logr  annimmt  und  sich  im 
Innern  harmonisch  verhält.  Dies  ist  nun  ein  spezieller  Fall  einer 
allgemeinen  Randwertaufgabe;  welche  man  früher  mit  Hilfe  des  so- 
genannten Dirichletsdien  Prinzips  zu  lösen  suchte,  und  welche  auf 
folgendes  Existenztheorem  führt. 

Existenztheorem.  Längs  des  Bandes  eines  regvdären  Bereiches  S' 
sei  eine  stetige,  sonst  aber  willkürliche  Folge  von  Werten  vorgesdirie- 
hen})  Dann  gibt  ßs  eine  in  S  eindeutige  Funktion,  welche  sich 
diesen  Wertest  als  Bandwerten  stetig  anschließt  und  im  Innern  von  8^ 
harmonisch  verhält.  Im  übrigen  ist  die  Funktion  durch  die  genannten 
Bedingungen  eindeutig  bestimmt. 

Durch  physikalische  Anschauungen  wird  der  Satz  schon  plausibel. 
Denkt  man  sich  nämlich  den  Bereich  S  mit  einer  dünnen,  gleich- 
förmigen, Wärme  leitenden  Membran  überzogen,  deren  Randpunkte 
durch  eine  geeignete  Vorrichtung  auf  der  vorgeschriebenen  Tempera- 
tur erhalten  werden,  so  leuchtet  ja  ein,  daß  ein  stationärer  Strömungs- 

1)  Auch  gewisse  ünstetigkeiten ,  insbesondere  eine  endliche  Anzahl  end- 
licher Sprünge,  dürfen  bei  geeigneter  Modifikation  der  Formulierung  des  Satzes 
zugelassen  werden. 
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zustand  angestrebt  wird,  derart,  daß  die  zugehörige  Temperatarrertei- 
lung  im  Innern  gerade  die  gesuchte  Funktion  liefert,  (ygL  Kap.  13,  §  1). 

Um  derartige  Existenzbeweise  analytisch  zu  führen,  hatten  sich 
bereits  Green  und  Gauß,  und  nach  ihnen  auch  Thomson,  einer 
Methode  bedient,  welche  darin  bestand,  daß  man  sich  ein  Problem 
^er  Variationsrechnung  aufstellt,  dessen  Lösung  sich  genau  so  formu- 
lieren läßt,  wie  das  Problem,  worum  es  sich  handelt;  und  dann  sah 
man  es  als  selbstverständlich  an,  daß  das  EQlfsproblem  doch  eine 
Lösung  besitzt.  Allein  die  Variationsrechnung  war  bisher  nicht  im 
Stande,  für  die  Existenz  einer  Lösung  derartiger  Probleme  Gewähr 
zu  leisten,  und  hiermit  wurde  die  Methode  hinfällig. 

Ln  Anschlüsse  an  das  soeben  erwähnte  Verfahren  Tersuchte  denn 
«uch  Riemann,  den  oben  ausgesprochenen  Existenzsatz  dadurch  zu 
beweisen,  daß  er  das  Doppelintegral 

über  den  Bereich  S  hin  erstreckt,  wobei  u  sich  an  die  Torgeechrie- 
benen  Randwerte  stetig  ansetzen  und  im  übrigen  innerhalb  S  so  be- 
schaffen sein  soll,  daß  das  Integral  einen  Sinn  hat.  Da  der  Wert  des 
Litegrals  niemals  negativ  ist,  so  hat  er  eine  untere  Grenze  Z^  0. 
und  nun  besteht  die  Schluß  weise  eben  darin,  daß  man  annimmt,  es 
müßte  notwendig  eine  derartige  Funktion  u  geben,  für  welche  das 
Integral  den  Wert  /  wirklich  erreicht,  und  welche  überdies  stetige 
Ableitungen  zweiter  Ordnung  besitzt.^)  Für  eine  solche  Funktion 
liefert  freilich  die  Variationsrechnung  als  notwendige  Bedingung: 

Aber  die  Existenz  einer  solchen  Funktion  u  ist  ja  damit  ebensowenig 
begründet,  als  die  Existenz  der  Funktion,  um  welche  es  sich  von 
vornherein  handelte.     Man  hat  die  Fragestellung  bloß  verschoben. 

Diese  Schlußweise  wurde  1847/48  von  Thomson  angewandt 
tmd  findet  sich  hernach  in  Dirichlets  Vorlesungen.  Riemann  be- 
diente sich  derselben,  wie  soeben  erwähnt,  in  seiner  Dissertation,  so- 
wie in  den  Abhandlungen  über  Abelsche  Funktionen,  um  die  Existenz 
der  Greenschen  Funktion  bzw.  gewisser  Funktionen  auf  einer  vor- 
gegebenen Rieraannschen  Fläche  zu  erschließen.    In  der  letztgenannten 

1)  Man  kommt  allerdings  mit  weniger  als  der  Stetigkeit  dieser  Ablei- 
tungen aus. 
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Arbeit  bezeichnet  er  sie  auch  als  ^^Dirichletsches  Prinzip^^  Später 
machte  Weierstraß  auf  den  vorhin  bezeichneten  Mangel  aufmerksam, 
worauf  dann  eine  sichere  Grundlage  für  die  Riemannschen  Existenz- 
sätze  durch  die  Untersuchungen  von  Neumann  und  Schwarz  ge- 
schaffen wur4e.  Diese  Autoren  verwerteten  gewisse  schon  von  Murphy 
zu  einem  ähnlichen  Zwecke  verwendete  kombinatorische  Methoden^ 
zu  deren  näherer  Besprechung  wir  jetzt  übergehen  wollen.^) 

§  3.   Das  alternierende  Verfahren.') 

Das  kombinatorische  Verfahren,  wovon  im  voraufgehenden  Para- 
graphen die  Rede  war^  beruht  auf  zwei  Sätzen,  welche  wir  jetzt  be- 
sprechen wollen.  Bemerken  wir  vorab,  daß  die  Randwertaufgabe 
sicherlich  für  jeden  Bereich,  welcher  inkl.  seines  Randes  ein-eindeutig 
und  stetig,  und  im  Innern  konform,  auf  einen  Kreis  abgebildet  werden 
kann,  eine  Lösung  zuläßt,  da  sie  ja  für  letzteren  Bereich  vermöge  des 
Poissonschen  Integrals  erledigt  wird.  Hiermit  haben  wir  gleich  von 
vornherein  eine  große  Klasse  von  Bereichen  erhalten,  wofür  das  Pro- 
blem als  gelöst  gelten  darf. 

1.  Satz.     Es  seien  S^,  S^  ^^^  Bereiche,  wofür  sich  die  Randtvert- 
aufgahe  von  §  2  Visen  läßt,  und  deren  äußere  Begreneungen   sidi   in 
einer  endlichen  AnzcM  von  Funkten 
unter  nicht  verschwindenden  Winkeln 
schneiden.    Dabei  soll  außerdem  der 
zu  S^ ,  soivie  der  zu  S^  gehörige  Teil 
eitler    bestimmten   Umgebung    eines 
Schnittpunktes  inkl.  des  Randes  auf 
einen  durch  ein  Stück  einer  geraden 
Linie  begrenzten  Bereich  ein-eindeu- 
tig und  stetig,  und  im  Innern  kon- 
form abgebildet  werden  können,  der-     \^^^y^  ^«- 1*« 
art,    daß  das   zu  S^   resp.  S^  ge- 
hörige Randstück  in  die  Gerade  übergeht.     Endlicfi  sollen  die  beiden 

1)  Es  sei  noch  an  dieser  Stelle  auf  die  üntersachungen  von  Hilbert  ver- 
wiesen, welche  daranf  ausgehen,  die  Existenz  einer  Lösung  des  Variationspro- 
blems  direkt  nachzuweisen,  und  somit  jene  Lücke  auszafQllen.  Insbesondere 
vergleiche  man  Courant,  Göttinger  Nachrichten,  1910,  S.  164,  sowie  Math, 
Ann.,  Bd.  71  (1911),  S.  146. 

2)  Murphy,  Elementary  Principles  of  the  Theories  of  Electrieity,  Heat, 
and  Molecular  Actians^  Bd.  1,  1828.  Neamann,  Leipziger  Berichte,  21.  April 
und  31.  Okt.   1870;    Logarithmisches  und  NewUmsches  Potential^   1877,   Kap.  6; 

Osgood,  Funktionentheorie.  L  8.  Aufl.  44 


tSO    IT^  14.   Eonfotme  AUAdnagCB  n.  d. 

fiereadkai  ^€sii€nuoMe»  GMde  sämäkk  nmfaA 

gtäaäd  die  Band%c€riamfgabe  amA  für  da^emigm  Bemdk 

tcddker  cms  dem  PumUen  vom  S^  mtd  5,  bakkL 

Wir  denken  nns  die  Bereiche  S^,  5,  nmirhut  ab  acUidiL  Auf 
den  Fall  mehrblitiriger  Bereiche  kcmunen  wir  dnm  in  §  9  nnick. 

Dem  Beweife  schicken  wir  folgende  Überlegong  tchsoil  Set  S 
ein  Berradiy  wofür  wir  die  Bandwertaa%abe  zn  loaen  TCfmogm.  and 
fei  X  ein  Randrtfiek  dieses  Bereiches,  M  der  übrige  Band  i'rfi.  Fig.  14T)l 
In  den  Endpunkten  A:  (x^j  y^)  nnd  Bz  (Xj,  jf^)  TonZ  soll  der  Band 
zonichst  analytisch  sein.  Dann  gibt  es  eine  Funktion  «,  weldie  im 
Innern  Ton  S  harmoniseh  ist  und,  ron  den  Punkten  A  nnd  B  ab- 
gesehen, längs  L  den  Bandwert  1,  dagegen  längs  des  fibrigen  Bandes 
den  Wert  0  annimmt  Soll  u  außerdem  noch  endlich  bleiben,  so  ist 
u  hierdurch  eindeutig  bestimmt 

In  der  Tat  bilde  man  die  Funktion 

(^  arc  tang  J^^'  +  c^  arc  tang  J^ , 

und  greife  man  je  eine  innerhalb  des  Bereiches  S  eindeutige,  stetige 
Bestimmung  der  Terme  heraus.  Die  entsprechende  Bestimmung  der 
Funktion  werde  mit  f{x,  y)  benannt.  Dann  Terhilt  sich  f{Xj  y) 
harmonisch  in  S  und  nimmt  im  allgemeinen  stetige  Bandwerte  an, 
nur  in  den  Punkten  A  und  B  erleiden  letztere  einen  Sprung,  welcher 
mit  Cq  resp.  c,  proportional  ist  Durch  passende  Wahl  dieser  Kon- 
stanten können  wir  es  daher  so  einrichten,  daß  derselbe  beidemal  ge- 
rade 1  beträgt,  wobei  sich  f(x,  y)  überdies  dem  größeren  Wert  stets 
längs  des  Bregens  L  nähern  möge. 

Jetzt  wollen  wir  den  Kandpunkten  von  S  folgende  Werte  beilegen: 
länge  L  sollen  sie  mit  denjenigen  von  f(x,  y)  —  1 ,  längs  des  übrigen 
Teils  des  Randes  hingegen  mit  denjenigen  von  f(x,  y)  übereinstimmen. 
Hiermit  erhalten  wir  eine  Folge  von  Randwerten,  welche  bei  passender 
Festsetzung  in  den  Punkten  A  und  B  durchweg  stetig  sind.  Sei 
(p(Xy  y)  die  denselben  entsprechende  Lösung  der  Randwertaufgabe. 
Dann  haben  wir  in 

u  =  f{^,  y)-9(^7  y) 

die  in  Aussicht  genommene  Funktion,  und  es  bleibt  nur  noch  übrig 
zu  zeigen,  daß  sie  auch  eindeutig  bestimmt  ist. 

AbeUche  Integrale,  2.  Aufl.,  1884,  Kap.  16—18.  Schwarz,  Viertel jdkrssehrift  der 
Naturforschenden  Geseüaehaft  in  Zürich,  Bd.  16  (1870),  S.  113,  212^  Werke,  Bd.  2, 
S.  133.     Vergleiche  ferner  Enzyklopädie,  Burkhardt,  HA  7b,  Nr.  27,  28. 
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Sei  also  u^  eine  zweite  derartige  Funktion.  Indem  wir  die  Differenz: 

bilden,  wird  klar,  daß  letztere  Funktion  im  Inneren  Ton  S  harmonisch 
ist  imd,  höchstens  von  den  Punkten  A,  B  abgesehen,  den  Randwert  0 
annimmt.  Nun  kann  man  sie  in  der  Nähe  von  Ä  über  den  Rand 
von  S  hinaus  harmonisch  fortsetzen,  indem  man  ihr  in  symmetrischen 
Punkten  entgegengesetzt  gleiche  Werte  erteilt,  vgl.  den  3.  Satz  yon 
Kap.  13,  §  6.  So  kommt  eine  Funktion  zu  Stande,  welche  in  der 
Nähe  von  Ä  allen  Forderungen  des  8.  Satzes  von  Kap.  13,  §  4  ge- 
recht wird,  und  daher  nimmt  sie  [auch  in  Ä  den  Randwert  0  an. 
Ähnliches  gilt  von  B.  Nach  dem  Zusätze  des  3.  Satzes  von  Kap.  13, 
§  3  erweist  sie  sich  mithin  als  identisch  null,  w.  z.  b.  w. 

Das  soeben  erhaltene  Resultat  können  wir  nun  nach  zwei  Rich- 
tungen hin  erweitem.  Erstens  braucht  der  Rand  in  Ä  und  B  nicht 
analytisch  zu  sein,  es  genügt  schon,  wenn  er  bloß  in  jener  Nachbar- 
schaft aus  einer  regulären  Kurve  mit  einer  gewöhnlichen  Ecke^)  be- 
steht, vorausgesetzt  nur,  daß  die  Umgebung  des  betreffenden  Punktes 
konform  abgebildet  werden  kann,  dergestalt,  daß  der  Rand  in  ein 
Stück  einer  geraden  Linie  übergeht.  Letztere  Voraussetzung  ist  vor 
der  Hand  deshalb  nötig,  damit  wir  schließen  können,  daß  die  beim 
Beweise  der  eindeutigen  Bestimmung  in  Betracht  zu  ziehende  Differenz 
u  —  lii  auch  im  Eckpunkte  den  Randwert  0  annimmt.  Zweitens 
dürfen  offenbar  an  SteUe  des  einen  Bogens  L  mehrere  getrennte 
Bogen  ii, . . .  L^  treten. 

Fahren  wir  jetzt  fort,  indem  wir  zeigen,  daß  u  in  allen  innem 
Punkten  von  S  positiv  und  kleiner  als  1  ist.  Sei  e  eine  beliebig 
kleine  positive  Größe,  und  sei  P  ein  willkürlicher  Randpunkt.  Dann 
erkennt  man  leicht,  daß  es  eine  gewisse  Umgebung  von  P  gibt,  wofür 

— «<w<l +B 

bleibt,  sofern  der  Punkt  (rc,  y)  innerhalb  S  liegt.  Wäre  nun  etwa 
ti  —  a  >  1  in  einem  innem  Punkte  Q  von  S,  so  entwickele  man  8 
in  Teilbereiche  T^  nach  dem  Satze  von  Kap.  5,  §  3.  Am  Rande  eines 
jeden  T^  (n  ^  m)  gibt  es  dann  einen  Punkt  Q^,  in  welchem  u  >  a 
ist.  Die  Punkte  Q^  haben  mindestens  eine  Häufungsstelle  Q  am 
Rande  von  S,  Dies  verstößt  aber  gegen  das  frühere  Ergebnis,  indem 
man  e  <  a  —  1  setzt  und  als  P  den  Punkt  Q  nimmt. 

1)  Auch  Spitzen  können  zugelassen  werden,  sofern  der  Bereich  S  außer- 
halb derselben  liegt. 

44* 
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Hiermit  ist  zunächst  gezeigt^  daß  u  den  Wert  1  im  Innern  von  S 
nicht  überschreiten  kann.  Aus  dem  Satz  Tom  Maximum  und  Minimum 
folgt  aber  weiter^  daß  u  den  Wert  1  im  Innern  auch  nicht  erreichen 
kann.  In  ähnlicher  Weise  beweist  man,  daß  u  im  Innern  von  8 
positiv  ist. 

Wir  woUen  die  Punkte  A  und  B  yermöge  eines  den  Rand  nicht 
berührenden  Querschnitts  C  miteinander  verbinden  und  den  Wert  der 

Funktion  u  auf  C  betrachten.  Ich  sage  nun: 
die  obere  Grenze  q  von  u  längs  C  ist  positiv 
und  Meiner  als  1:  0<2<1.  In  der  Tat 
nähert  sich  u  sowohl  in  J.  als  in  ^  einem 
positiven  Grenzwerte,  der  kleiner  als  1  ist,  wie 
aus  der  Definition  dieser  Funktion  sofort  er- 
hellt.    Darum    kann    man    an    den    beiden 

Fig.  147. 

Enden  von  C  zwei  Bogen  abtrennen,  wofür 
die  obere  Grenze  von  u  sicherlich  positiv  und  kleiner  als  1  ist.  Da 
bleibt  noch  ein  abgeschlossener  Bogen  von  C  zurück,  der  innerhalb  S 
liegt,  und  auf  welchem  u  seine  obere  Grenze  wirklich  erreicht.  Auch 
diese  Größe  muß  indessen  kleiner  als  1  ausfallen,  womit  sich  denn 
die  Richtigkeit  der  Behauptung  ergibt.  Aus  diesen  Entwicklungen 
geht  nun  folgender  Satz  hervor. 

Hilfssatz.  Verhalt  sich  u  im  Inneren  von  S  harmonisch,  und 
nimmt  u  fernerhin  längs  M  inJd.  der  Endpunkte  A  und  B  den  Rand- 
wert 0,  längs  L  Randwerte  an,  welche  dem  absoluten  Betrage  nach  eine 
Größe  G>0  nicht  übertreffen,  so  ist 

—  qG^n  \c^qG. 

Ist  (t  ==  0,  so  verschwindet  U  identisch,  und  der  Satz  ist  sicher 
richtig. 

Ist  G  dagegen  positiv,  so  bleibt  sowohl  Gu  —  Vi  als  Gu  +  u  im 
Inneren  von  S  durchweg  positiv,  wie  eine  der  obigen  ähnliche  Über- 
legung ergibt,  und  es  ist  insbesondere  für  solche   Punkte 

0  <  Gu  '^  —  u  ic,         0  <  Gu  ^  +  u  ^, 
also 

o<Gg-u;^,      o<(?g  +  u|,.. 

Da    diese   letzten    Ungleichungen    ofiFenbar    auch    für    die    Endpunkte 
von  C  gelten,  so  ist  der  Satz  hiermit  vollstiindig  bewiesen. 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  den  Beweis  des  Hauptsatzes  in 
Angriff  zu  nehmen.     Am  Rande    des    aus  S^  und  S^   sich   zusammen- 
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setzenden  Bereichs  S  geben  wir  uns  also  eine  stetige  Folge  von  Rand- 
werten U.  Der  Einfachheit  halber  beschränken  wir  ans  auf  den  Fall, 
daß  S^^  und  S^  nur  einen  einzigen  gemeinsamen  Bereich  haben.  Der- 
jenige Teil  des  Randes  von  S^,  welcher  in  S^  liegt,  werde  mit  jL^, 
der  übrige  Rand  von  S^  mit  M^  benannt,  und  ähnlich  für  S2,  indem 
die  Indizes  1,  2  durchweg  vertauscht  werden.  Wie  man  sieht,  läßt 
sich  die  Kurve  L^  als  ein 
Querschnitt  C^  des  Bereiches 
S^y  and  ebenso  L^  als  ein 
Querschnitt  C^  von  S^  auffas- 
sen. Sei  q^  bzw.  q^  der  Wert 
der  vorhin  erklärten  oberen 
Grenze  q  für  diese  beiden 
Kurven.  Im  übrigen  möge  noch  die  größere  der  beiden  Zahlen  q^  q^ 
schlechtweg  mit  q  benannt  werden. 

Wir  stellen  jetzt  eine  Reihe  von  Annäherungsfunktionen  ti^,  u,,. . ., 
sowie  ^27  ^4'  * ' '  ^^f  wobei  sich  die  mit  ungeradem  Index  behafteten 
u  auf  /Sj,  diejenigen  mit  geradem  Index  auf  S^  beziehen,  und  zeigen, 

a)  daß  die  ßrenzfunktion  von  u^^  f^,  -  -  -  eine  in  S^  harmonische 
Funktion  ist,  welche  in  den  Punkten  von  M^  die  vorgeschriebenen 
Randwerte  U^  annimmt; 

b)  daß  die  Grenzfunktion  von  u^,  u^y  •  • '  eine  in  S^  harmonische 
Funktion  ist,  welche  in  den  Punkten  von  M^  die  vorgeschriebenen 
Randwerte  Ü2  annimmt; 

c)  daß  endlich  diese  beiden  Grenzfunktionen  in  dem  S^  und  8^ 
gemeinsamen  Bereiche  miteinander  übereinstimmen. 

Um  dem  Beweise  nun  näher  zu  treten,  so  sollen  vor  allen  Dingen 
die  Funktionen  ti^,  tis, .  .  .  harmonisch  in  S^,  und  u^,  u^, . .  .  harmo- 
nisch in  Sg  sein.     Femer  soll 

^in  +  l  IlTi  =*  ^1  f  ^in  |jr,  '^  ^2 

sein.  Endlich  möge  u^  längs  L^  eine  willkürliche  stetige,  an  die 
Randwerte  U^  in  den  Punkten  A  und  B  sich  stetig  anschließende 
Folge  von  Randwerten  annehmen.  Hiermit  ist  zunächst  u,  vöUig 
bestimmt.    Zur  endgültigen  Definition  der  weiteren  u  setzen  wir  fest: 

Wir  untersuchen  jetzt  die  Konvergenz  der  Funktionen  Mj^+i  und 
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Mj^.     Behufs  dessen  schreiben  wir: 

(1)  «*2n  +  l  =  Wl  +  (Wa  -  «*l)  +  •  •  •  +  (Wl,  +  1  -  «»»-l)  > 

(2)  U,^         =='«*2  +  (W4-«l)  +  ---+(«l«         -«*2i.-»)> 

und  betrachten  da  näher  den  Wert  des  allgemeinen  Gliedes  u^^^i  —  ^sa-i 

resp.  u^i+i"-  ^%k  ^^  Kande  seines  Bereiches  5^  bzw.  5^.    Vor  allem 
ist  klar,  daß 


ist.    Indem   wir  den   größten  Wert  von   \u^  —  ti^  |   längs  L^   mit   JS 
benennen,  haben  wir  dann  ferner  auf  Grund  des  obigen  Hilfssatzes: 

ii)  I  «^«  -  «*i  Ia  £^>      I W3  -  tij^  ^ gir. 

Andererseits  ist  unter  nochmaliger  Anwendung  des  Hilfssatzes  nebst  A): 

la)  h*4  -  <*2  k  ==  K  -  «♦!  k;  I  ^4  -  w»  k  ^  2*^- 

Hiermit  ist  das  alternierende  Verfahren  eingeleitet.     Wir  folgern 
nämlich  weiter  aus  A)  und  I,): 

Is)  :  W5  -  Ub  i£,  -  I  W4  -  W2  L,,         \^5-^  L,^9^S, 

sowie  dann: 

und  also  schließlich  allgemein: 

Isn-l)  ^2n+l  "~  ^2n-l     Z^j  ==  I  ^2ii  ~"  ^2n-2    L^  7 

^2n  +  l-W2n-l   li^^^"*"'^', 

I««)  **2n  +  2  ■"  ^2«  J:,  "^  ;   ^^311  +  1  ~"  ^2n-l     />,  7 

Hieraus  ergibt  sich  für  die  Reihen  (1)  und  (2),  daß 
^in  +  i  ■"**2n-i    ^q^"'^S    in  Sj  inkl.  des  Randes, 

ist.     Infolgedessen  konvergiert  u^„^i  in  S^,   sowie  m,„   in  S,   gleich- 
mäßig, und  darum  verhalten  sich  auch  die  Grenzfunktionen: 

m(^)  =  lim  u^n  +  i,        ti^^^  -  lim  u^  „ 

n  =  00  nsseo 
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harmonisch  in  S^y  resp.  in  S^.     Femer  ist 

Letzten  Endes  folgt  noch  aus  A)^  daß 

w(8)|^  =  ti(i)|^,     sowie    u(i^  1^^  =  u(«) '^^ 

ist,  worin  liegt/  daß  in  dem  beiden  Bereichen  S^  und  S^  gemeinsamen 
Gebiete  u^^^  =  m^*^  ist.  Hiermit  ist  der  Beweis  des  Satzes  vollständig 
geliefert. 

Aufgabe.  Sei  S  ein  Bereich ,  wofür  die  Randwertaufgabe  ge- 
löst werden  kann,  und  dessen  Rand  zum  Teil  aus  einem  analytischen 
Einschnitte  besteht,  vgl.  Fig.  86.  Man  zeige,  daß  sich  dann  die 
Randwertaufgabe  auch  für  denjenigen  Bereich  lösen  läßt,  welcher  aus  S 
durch  Forthebung  des  Einschnitts  entsteht. 

2.  Satz.  Seien  S^,  S,  wieder  zwei  Bereiche^  wofür  die  Randwert- 
aufgäbe  gelöst  werden  kann.  Dabei  soll  indessen  jetzt  S^  mehrfach  zu- 
sammenhängen,  während  S^  at^  dem  Innern  einer  Kurve  C  besteht, 
wdche  innerhalb  S^  verläuft  und  ein  Randstück  L^  von  5^  umfaßt. 
Dann  läßt  sich  die  Eandwertaufgabe  für  denjenigen  Bereich  losem 
welcher  sich  aus  den  Punkten  von  S^ 
und  /S>2  zusammensetzt. 

Es  ist  dies  der  Satz  der  sogenannten 
„gürtelförmigen  Verschmelzung''.  In  der 
Praxis  läßt  sich  C  meist  als  Kreis  an- 
nehmen, wofür  denn  die  Randwertauf- 
gabe vermöge  des  Poissonschen  Integrals  ^  ^^ 
gelöst  wird.      Die   Entwicklungen    sind 

hier  den  früheren  analog,  nur  daß  sich  die  Beweise  etwas  einfacher 
gestalten.  Sei  u  eine  Funktion,  welche  im  Inneren  von  S^  harmo- 
nisch ist  und  längs  L^  den  Randwert  1,  längs  des  übrigen  Randes 
M^  den  Wert  0  annimmt.     Dann  springt  sofort  in  die  Augen,  daß 

ist.  Hiermit  sind  wir  im  Stande,  den  hierher  gehörigen  Hilfssatz 
auszusprechen. 

Hilfssatz.  Verhalt  sich  u  im  Inneren  von  &\  harmonisch,  und 
nimmt  u  fernerhin  längs  M^  den  Randwert  0,  längs  L^  Randwerte  an, 
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wddie   dem   äbsolutm  Betrage  wach   eme  Qröße  G'^0   nkkt    über- 

äeigeth  so  ist 

-qG^ulc^qG. 

Die  Annahenuigsfimktionen  n^,  Hg, . . .;  t^,  ic^, . . .  werdoa  nun, 
wie  folgt,  definiert  Die  mit  ungeradem  Index  beliafteten  u  sollen  in 
8^,  die  mit  geradem  Index  in  S^  harmonisch  sein.  Die  Funktion  u^ 
möge  eine  willkflrliche  stetige  Folge  Ton  Bimdwerten  längs  Z^  an- 
nehmen, während  u^  [m^  »  Ui  gesetzt  werde.    Sodann  soll  allgemein 

sein. 

Es  handelt  sich  jetzt  um  die  Konvergenz  der  beiden  Reihen: 

wi«+i  -  «*i  +  K  -  t»i)  +  • . .  +  (fij.^i  -  i«j,^  j , 

Vor  allem  ist 

Indem  wir  den  größten  Wert  von  j  u,  —  u^  |  längs  L^^  ebenso  wie 
früher,  mit  H  benennen,  finden  wir  dann: 

Dagegen  ist  jetzt: 

If)  !  W4  -  ttg  \c  =    u,  -  Uj  cf  «4  ~  Wj  !^  ^  iB, 

da  wir  nämlich  von  der  in  S^  harmonischen  Funktion  u^  —  u^  nur 
behaupten  können,  daß  ihr  Wert  auf  L^  dem  absoluten  Betrage  nach 
sicher  nicht  größer  als  ihr  Wert  am  Rande  C  ist.  Hiermit  ist  klar, 
wie  sich  die  allgemeinen  Relationen  gestalten  müssen: 

I«  — 1)  I  «Sn  +  l  -  Wj«-!  k  =-  I  ««»•  -  t*,,_,  1^, 

Hieraus  ergibt  sich  für  die  in  Rede  stehenden  Reihen: 

^in+i  ""**i«-i  I  ^gT'^S    in  Äj  inkl.  des  Randes, 
^n+i """  **»«      I  ^2"^^        in  S,  inkl.  des  Randes. 
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Von  hier  ab  gestaltet  sich  der  Beweis  genau  ebenso  wie  im  vorher- 
gehenden Falle. 

Aufgabe.  Man  behandele  in  ähnlicher  Weise  den  Fall^  daß  die^ 
Punkte  Ä  und  jß,  Fig.  147,  Spitzen  sind,  deren  Seiten  aus  Kreisbogen 
bestehen.  Dabei  soll  die  Kurve  C  in  der  Nähe  von  Ä  stetige  B[rüm- 
mung  aufweisen,  und  zwar  soll  das  Krümmungsmaß  derselben  in  A 
mit  demjenigen  keines  der  beiden  von  Ä  auslaufenden  Kreisbogen 
übereinstimmen.    Ahnliches  gelte  auch  für  den  Punkt  B. 

Fingerzeig.    Um  eine  der  Funktion  arc  tang  ^  ~  ^<^  entsprechende 

Funktion  zu  erhalten,  bilde  man  den  Bereich  S  mittels  der  am  Ein- 
gänge des  §  6  erörterten  Transformationen  auf  einen  (ein-  oder  mehr- 
blättrigen)  Bereich  2  ab,  derart,  daß  eine  Spitze  in  einen  Winkel 
von  der  OflFnung  Jt  übergeht. 


§  4.    Lösung  der  Bandwertaufgabe  für  einen  beliebigen  dureli 
analytische  Kurven  begrenzten  Bereich. 

Auf  Grund  der  voraufgehenden  Entwicklungen  läßt  sich  nun  die 
Randwertaufgabe  von  §  2  allgemein  für  jeden  Bereich  S  lösen,  dessen 
Rand  in  jedem  Punkte  analytisch  ist  oder  höchstens  gewöhnliche 
Ecken  aufweist.  Wir  erinnern  vorab  daran,  daß  ein  Kreisabschnitt^ 
dessen  Winkel  in  den  reellen  Punkten  t  =  a,  t  =  ß  (a</3)  liegen 
und  die  Größe  /i  haben,  auf  einen  Vollkreis  konform  abgebildet  werden 
kann,  indem  man  die  Transformation: 

TT 

ß^T  ^\ß-t) 

ausübt. 

Um  das  Verfahren  in  einfacher  Weise  darzulegen,  denken  wir. 
uns  den  Bereich  S  als  ein  krummliniges  Dreieck  mit  nicht-verschwin- 
denden  Winkeln.  An  den  4.  Satz  von  Kap.  13,  §  6  anknüpfend,  bilden 
wir  dann  die  Umgebung  einer  Seite  ab  desselben  auf  die  Umgebung  einea 
Stückes  aß  der  reellen  Achse  der  ^- Ebene  ab.  Sodann  konstruierea 
wir  einen  Kreisabschnitt  mit  der  Sehne  a/3,  wobei  wir  die  Ausdeh- 
nung desselben  so  beschränken  mögen,  daß  er  ganz  innerhalb  der 
genannten  Umgebung  enthalten  ist,  und  auch  auf  derjenigen  Seite 
von  aß  liegt,  welche  inneren  Punkten  des  Dreiecks  entspricht.  Fassen 
wir  nun  das  Abbild  des  Kreisabschnitts  in  der  j?- Ebene  ins  Auge,, 
so  erkennen  wir,  daß  ein  bestimmter,  an  die  Dreiecksseite  ab  stoßen- 
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-der  Streifen  y  welcher  bei  eyentueller  weiterer  Einschränkung  von  pL 
ganz  im  Dreiecke  Uegt  und  übrigens  die  beiden  anderen  Seiten 
-aCy  bc  desselben  mit  seinem  Rande  nicht  berührt^  durch  Vermittlung 
^es  Kreisabschnitts  ein-eindeutig  und  konform  auf  einen  YoUkreis  be- 
logen werden  kann.  Infolgedessen  läßt  sich  die  Bandwertaui^be  fttr 
diesen  Streifen  lösen,  während  er  außerdem  noch  allen  anderen  For- 
•derungen  des  erweiterten  1.  Satzes  Ton  §  3  hinsichtlich  des  Bereiches  S^^ 
•Genüge  leistet. 


i' Ebene 


Flg.  160. 

Die  soeben  auseinandergesetzte  Konstruktion  wollen  wir  jetzt 
auch  an  den  beiden  anderen  Dreiecksseiten  ac,  bc  wiederholen,  in- 
dem wir  diese  mit  ähnlichen  Streifen  yersehen,  welche  im  übrigen 
weder  übereinander  noch  über  den  ersten  greifen  dürfen.  Sodann  ver- 
einigen wir  diese  drei  Bereiche  zu  einem  Kranze,  wofär  sich  die 
Randwertaufgabe  ebenfalls  lösen  läßt.  Das  geschieht,  wie  folgt.  Wir 
schicken  die  Bemerkung  voraus,  daß  ein  Kreissektor  nach  Kap.  6, 
§  12  konform  auf  einen  Halbkreis,  und  somit  vermöge  der  am  Ein- 
gange dieses  Paragraphen  angeführten  Formel  weiter  auf  einen  VoU- 
kreis  abgebildet  werden  kann.  Demgemäß  legen  wir  einen  Kreis- 
sektor an,  dessen  Scheitel  mit  dem  Punkte  a  zusammenfällt  imd  dessen 
Schenkel  in  den  beiden  an  a  heranreichenden  Streifen  verlaufen,  ohne 
-diese  jedoch  zu  berühren.  Bei  passender  Wahl  seines  Radius  wird 
dann  seine  dritte  Seite  die  Ränder  des  Streifens  je  in  einem  einzigen 
Punkte,  und  zwar  unter  nicht  verschwindendem  Winkel  treffen.  Auch 
diese  Konstruktion  wiederholen  wir  noch  an  den  beiden  anderen 
Ecken. 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage,  das  alternierende  Verfahren  in 
Anwendung  zu  bringen,  indem  wir  einen  Streifen  zunächst  mit  den 
beiden   über   ihn   greifenden   Kreissektoren   verschmelzen,    den  neuen 
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Bereich  dann  mit  einem  zweiten  Streifen  vereinigen,  wozu  noch  der 
dritte  Erei^ektor  hinzutreten  möge,  um  endlich  den  hieraus  erwachsen- 
den Bereich  durch  den  dritten  Streifen  zu  dem  in  Aussicht  genom- 
menen Kranze  zu  er^^nzen. 

Jetzt  sind  wir  gleich  am  Ziele.  Es  bleibt  nur  noch  ührig,  den  - 
Innenraum  des  Kranzes  vermöge  Kreisscheiben  „dachzi^elartig  zu 
überdecken",  wie  Herr  Klein  sich  ausdrückt,  indem  man  jeweils  da- 
für Sorge  trägt,  daß  die  Bedingungen  des  1.  Satzes  von  §  3  erfüllt 
sind.  So  schrumpft  jener  Innenraum  allmählich  so  weit  zusammen, 
bis  er  schließlich  durch  einen  ganz  im  Kranze  gelegenen  Kreis  um- 
spannt, und  somit  vermöge  des  2.  Satzes  von  §  3  entfernt  werden  kann. 


Hiermit  ist  der  Beweis  fertig.  Auch  der  Fall  spitzer  Winkel 
kann  zugelassen  werden,  sofern  die  Seiten  des  Winkels  aas  Kreisbogen 
(inkl.  geradliniger  Strecken)  bestehen.  Der  allgemeine  Fall  wird  am 
besten  vermöge  der  Methode  von  §  5  behandelt.  Bei  der  Überdeckung 
des  Bereiches  S  haben  wir  uns  auf  die  Anschauung  berufen.  Indessen 
H&t  sich  dieser  Teil  des  Beweises  auf  Grund  der  Entwicklungen  von 
Kap.  5,  §§  9,  10  mit  aUer  Strenge  durchführen. 

§  5.  Existenz  beweis  für  die  Oreensolie  Fnnktioii  eines  aUgemelnen 
■ohIioh.ten  Bereiche  von  endlichem  Zusammenhange. 
Hilfssatz.')     Sei   T  ein    beliebiger    einfach    eusammeniiängenda^ 
schlichter  Bereich,  dessen  Band  aus  mehr  als  einem  Punkte  besteJU,  und 

I)  Eid  Beweis  des  Hauptsatzes,  welcher  dieses  Hilfssatzes  eatr&t,  dafar 
aber  sich  der  Funktion  u>  —  P{e)  von  %  6  bedient,  habe  ich  in  den  Traiuaetiom 
Amer.  Math.  Soc.,  Bd.  1  (1900),  S.  310  gegeben. 
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P  M  IdiAiga^  Bmmipmkt  warn  T.    Bmm  ISß 
T  eimrimimfif  wmd  lomfonm  mmf  amm 
IMrm,  darmtij  daß  %  im  Immum  tmt$  Kmm9  ft 


Wir  dfirfn  rar  alkm  roniuelia,  iaM  T  im  EillichMi  liegt 
Hat  T  iiiinKfli  ioBcre  Pnokte^  wo  kam  dies  dirdi  dmii 
Tnutsformaliflai  crrndit  werden.  Im  andcfCB  Falk  luagL 
Tenn^gie  einer  linearen  Tramfofinalion  aDe  die  Randpnnkta  tob  T 
aof  die  Halbebene  ^(m)  ^  0,  wobei  aaBerdem  die  Pknkte  i  —  O  nd 
r  »  tK  mm  Bande  gdioren  aoDen.  DaS  diei  in  der  Tai  angdriy  wird 
aogleieh  gexeigt.    Verstriit  man  nun  mler 

ir^logx 

denjenigen  Zweig  dieser  Fnnküony  wdcher  in  einem  inncm  Pnnkte 
j^  Ton  T  den  Wert  ir^  annimmt,  so  wird  T  dnrdi  dieae  Gleidiimg 
anf  einen  Bereich  T'  der  tr-Ebene  bezogen,  woftr  ar  »  ir^  +  2wt 
ein  ioßerer  Paokt  ist,  t(^  K^.  8,  $  10,  und  hiermit  haben  wir  An- 
sehlnfi  an  den  am  Eingang  erwihnten  Fall  eiieichL 

Um  noch  die  bewoBte  Erginrang  zn  liefiein.  bringe  man  die 
Bandpankte  Ton  T  xanächst  ins  Endliche  nnd  nehme  man  dann  einen 
Kreis  so  an,  daß  er  alle  diese  ESmkte  um&Bt,  nnd  daft  mBerdein 
zwei  daron,  A  and  B,  am  Rande  desselben  liegen.  Dia  F^ttmi 
eines  solchen  Kreises  sieht  man,   wie  folgte   ein.     Man  betrachte  die 

Menge  der  Kreise: 

(x  —  aj-  +  •>  —  6»*  —  r*, 

welche  die  Bandpankte  tod  T  umfassen.  Sei  p  die  untere  Grenze 
der  Radien  derselben,  und  man  nehme  eine  abzahlbare  Folge  Ton 
Wertet ripeln  a.,  6,.  rj  an,  wofar  die  entsprechenden  Kreise  jener 
Menge  angehören,  nnd  aoßerdem  lim  r.  =»  p  ist  Dann  haboi  die 
Mittelpunkte  (a^^  bj  eine  Häofimgsstelle  (a,  fr;,  und  man  erkennt 
sofort,  daß  alle  Randponkte  von  T  im  Kreise 

K:  (x  —  ä)'  -r  (y  —  fe '*  ^  p* 

liegen.  Des  weiteren  müssen  mindestens  zwei  Randpnnkte  ron  T  am 
Bande  ron  K  liegen.  Im  anderen  Falle  sei  P  der  einzige  solche 
Bandpnnkt,   ond   seien  P^.  P,   zwei   getrennte   nahe  bei  P  gelegene 

Punkte  der  Peripherie  von  K,  wofür  PP^^  PP^  ist    Dann  kann  man 

den  größeren  der  beiden  Bogen  PiP^  mit  einem  Streifien  umgeben, 
der  frei  von  Randpunkten  von  T  ist,  und  darauf  einen  Kreis  durch 
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Pj  und  Pg  legen,  dessen  Rand,  sofern  derselbe  in  K  liegt,  auch  inner- 
halb dieses  Streifens  verlauft.  Dieser  Kreis  umfaßt  ebenfalls  alle 
Randpunkte  von  T.  Sein  Radius  ist  aber  kleiner  als  q,  und  mit 
diesem  Widerspruch  ist  die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  dar- 
getan. —  Jetzt  bleibt  nur  noch  über,  das  Punktepaar  Ay  B  durch 
eine  geeignete  lineare  Transformation  ins  Punktepaar  je?  =-  0,  cx)  über- 
zuführen. 

Sei  also  T  ein  endlicher  Bereich,  und  sei  P  ein  Randpunkt 
von  T.     Wir  verlegen  den  Anfang  jer  ==  0  in  P  und  verstehen   dann 

unter 

w  =  log  e 

einen  dem  Bereich  T  entsprechenden  Zweig  dieser  Funktion.  Sei 
r  =  jR  die  obere  Grenze  von  |  z  \  für  die  Punkte  von  T.  Dann  liegen 
die  Bildpunkte  von  T  in  der  u;- Ebene  sämtlich  links  von  der  Ge- 
raden u  =  logP.  Ferner  werden  die  in  der  Nähe  von  P:  je?  =  0  ge- 
legenen Punkte  von  T,  |  jer  |  <  d,  in  Punkte  w  übergeführt,  welche  in 
der  Nähe  des  Punktes  tc;  ==»  oo  liegen,  9t  («(;)<  log  d.  Demgemäß 
wird  man  nur  noch  die  Halbebene  SR  {w)  <  log  JB  auf  das  Innere  eines 
Kreises  abbilden  müssen,  um  den  in  Aussicht  genommenen  Bereich  % 
nebst  dem  Kreise  Ä  zu  erhalten. 

Hauptsatz.  Einem  beliebigen  einfach  etAsammenhängenden  schlich- 
ten Bereich  T,  dessen  Band  am  mehr  als  einem  Punkte  besteht,  ent- 
spricht eine  Greensche  Funktion. 

Dem  Hilfssatz  gemäß  genügt  es,  den  Beweis  für  einen  endlichen 
Bereich  zu  führen. 

Sei  A  ein  beliebiger  innerer  Punkt  von  T.  Wir  wollen  T  nach 
dem  Satze  von  Kap.  5,  §  3  in  Teilbereiche  T^  entwickeln,  deren  alle 
den  Punkt  A  umfassen,  und  die  Greensche  Funktion  g^  des  Bereichs  T^ 
bilden,  deren  Pol  in  A  liegt.  Letzteres  wird  dadurch  erreicht,  daß 
man  eine  Funktion  a^  vermöge  des  kombinatorischen  Verfahrens 
von  §  4  aufstellt,  welche  im  Innern  von  T^  harmonisch  ist,  und  die 
Randwerte  log  r  annimmt.     Dann  wird 

die  gesuchte  Funktion  sein. 

Sei  M  ein  innerer  von  A  verschiedener  Punkt  von  T^.  Danii 
wird  in  M 

9n<9n^l 
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sein.  Denn  die  Funktion  9^^1—9%  ^^;  ^^"  einer  hebbaren  ünstetig- 
keit  im  Punkte  Ä  abgesehen  ^  ausnahmslos  harmonisch  in  T^  und 
positiv  am  Rande  dieses  Bereichs,  mithin  hat  sie  einen  positiven 
Wert  im  Punkte  M.    Es  handelt  sich  nun  um  folgende  zwei  Punkte: 

a)  Die  Funktion  9^  konvergiert  im  Punkte  M.  Nach  dem  Hamack- 
sehen  Satze,  Kap.  13,  §  4  konvergiert  sie  dann  gleichmäßig  in  einem 
Bereiche,  welcher  aus  einem  beliebigen  T^  mit  Ausnahme  des  Pxmktes  A 
besteht,  womit  sich  denn  die  Grenzfunktion  9^  vom  Punkte  A  ab- 
gesehen, harmonisch  in  T  erweist.  Im  übrigen  wird  in  der  Nähe 
von  A 

^  =  log  -  +  CD 

sein,  wo  (o  im  Punkte  A  endlich  bleibt,  wie  aus  der  Darstellung 
9-9i  +(^»-5'i)  +(9^8-^)  +••• 

=-  log  y  +  Oj  +  (©2  —  (Ol)  +  (Oj  —  CJg)  H 

sofort  erhellt. 

b)  die  Grenzfunktion  9  nimmt  den  Randwert  0  in  einem  beliebi- 
gen Randpimkt  P  von  T  an. 

Beide  Beweise  werden  zugleich  geliefert,  indem  man  T  auf  Grund 
des  Hilfssatzes  in  einen  Bereich  %  überführt  und  die  Greensche 
Funktion  G  des  Kreises  Ä  bildet,  deren  Pol  im  Bildpunkte  8  von  A 
liegt.  Bezeichnet  man  mit  9^,  %^  die  Funktion  resp.  den  Bereich,  in 
welche  9^,  T„  hierdurch  transformiert  werden,  so  ist  in  allen  innem 
von  31  verschiedenen  Punkten  von  %„ 

0<ö-9„,         also         0<9,<G. 

Femer  ist  die  Grenzfunktion 

und  da  G  den  Randwert  0  im  Kreise  Ä  annimmt,  so  nimmt  Q  eben- 
falls den  Randwert  0  im  Bildpunkte  von  P  aa 

Die  im  vorhergehenden  benutzte  Beweismethode  gestattet,  sowohl 
im  Hilfs-  als  auch  im  Hauptsatze,  eine  allgemeinere  Formulienmg 
des  Resultats,  indem  wir  von  der  Forderung  des  einfachen  Zusammen- 
hangs absehen  und  nur  verlangen,  daß  der  Band  von  T  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  RandstiicJcen  (Kap.  5,  §  7)  bestehe,  deren  jedes 
mehr  als  eineyi  Punkt  besitzt. 
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Hat  T  dagegen  einen  isolierten  Randpunkt,  so  ist  wegen  des^ 
Satzes  vom  Maximum  und  Minimum  keine  Greenadie  Funktion 
möglieb. 

§  6.  Über  Eirelabogendireieoke  mit  vetsohwindenden  Winkeln. 
Durch  das  Ei^ebnis  des  Torhergehenden  Paragraplien  ist  ins- 
besondere festgeBtellt,  da&  ein  Kreisbogendreieck  mit  nicht  verschwin- 
denden Winkeln  auf  einen  Ereis,  und  mithin  auch  auf  eine  Halb- 
ebene  konform  abgebildet  werden  kann.  Berühren  sich  dag^en  zwei 
Seiten  des  Dreiecks  in  einem  Eckpunkte  A,  so  kann  man  sich,  wie 
folgt,  helfen.  Durch  Ä  lege  man  einen  Kreis,  welcher  die  Dreiecks- 
seiten  in  A  rechtwinklig  trifft  und  daher  bei  geeigneter  Einschrän- 
kung seines  Badius  ein  Ereiabogendreieck  £  mit  den  Winkeln  0, 
„-,  Y  ^^^   ^^"^  vorgelegten  Dreiecke  S  beraosschneidei    Ich  sag» 


nun;  für  das  Dreieck  2!  laßt  sich  die  ßandwertanfgabe  lösen,  da  S 
konform  auf  einen  Ereis  bezogen  werden  kann,  womit  denn  zur  An- 
wendung des  alternierenden  Verfahreus  beim  ursprünglichen  Drei- 
ecke S  der  Weg  gebahnt  ist.  In  der  Tat  führt  eine  Transformation 
durch  reziproke  Radien  mit  dem  Inversionszeutrum  im  Punkte  A  da» 
Dreieck  2^  in  einen  Haibetreifen  über.  Dieser  wird  an  einer  geeigneten 
Geraden  gespiegelt,  und  der  neue  Streifen  wird  dann  vermSge  des 
Logarithmus,  Kap.  6,  §  15,  anf  einen  Halbkreis  abgebildet,  und  somit 
schließlich  noch  durch  die  Transformation  von  §  4  in  einen  Vollkreis 
verwandelt. 
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Hiennit  erkennen  wir,  d>ß  ein  röllig  beliebiges  Ereiabogendraeck 
aaf  eine  Halbebene  konform  bezogm  werden  kann,  —  ein  gnind- 
legender  Satz  in  der  Theorie  der  elliptiscben  ModolfonktioneiL  Wir 
wollen  nun  nnsere  besondere  Äafroerksamkeit  dem  Falle  widmen,  daß 
alle  drei  Winkel  rerschwinden.  Durch  geeignete  lineare  Transforma- 
tionen können  wir  es  TOrab  so  einrichten,  dafi  «neneits  das  Drei- 
eck S  gleichschenklig  wird  und  dem  Einheitskreise  der  tr-Ebene  ein- 
beschrieben ist^  während  andererseits  die  Halbebene  T  aas  der  positiren 
Ißilfte  der  «-Ebene  besteht.  Dabei  mögen  anSerdera  die  Dreieeks- 
ecken  tr  =  w^,  w^,  w^  beziehungsweise  in  die  Punkte  0,  1,  oo  Qber- 
geheo.    Sei 

die  analytische  Funktion, 
welche  dnrch  die  Abbil- 
dung definiert  wird,  und 
sei 

£  _  s(u>) 

die  ümkehrfonktion.  Dann 
ist  zunächst  t(£)  blofi  in 
der  oberen  Halbebene,  s(tc) 
bloß  in  jenem  Kretabogen- 
dreiecke  erklärt.  Indessen 
lassen  beide  Funktionen 
auf  Omnd  der  Entwick- 
j,,    [„  lungen    von  Kap.  13,  §  (i 

analytische  Fortsetzungen 
zu.  Xach  dem  Zusati^e  des  5.  Satzes  jenes  Paragraphen  wird  man 
diese  nämlich  dadurch  erhalten,  daß  man  S  an  einer  beliebigen 
seiner  Seiten,  und  T  zugleich  an  der  entsprechenden  Strecke  der 
reellen  Achse  spiegelt.  Hiemach  kann  man  f(si)  über  jeden  der 
drei  Teile  der  reollen  Achse,  Ol,  loo,  ooO,  hinaus  in  ein  n^^atires 
Halbblatt  der  ^-Ebene  analytisch  fortsetzen.  Dnrch  for^esetzte 
Wiederholung  dieses  Prozesses  an  den  neuen  Kreisbogendreiecken 
und  den  zugehörigen  Halb  ebenen  erhalten  wir  einerseits  einen 
Komplex  von  Kreisbogen  drei  ecken  in  der  «.-Ebene,  welche  sich 
augenscheinlich  glatt  nebeneinander  lagern  und  das  Innere  des  Ein- 
heitskreises gerade  einmal  ausfüllen.  Andererseits  erwächst  im  Be- 
reiche der  Veränderlichen  z  eine  Riemannsche  Fläche  mit  Verzwei- 
gungspunkten   unendlich   hoher  Ordnung   in  z  =  0,   1,   oo;    auch   ist 
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die  Anzahl  der  YerzweigangBpunkte  in  jedem  dieser  Puokte  unendlich. 
Die  Fonktion  s  (w)  ist  eindeutig,  und  zwar  verl^lt  sie  sich  analytisch 
innerhalb  des  Einheitakreises,  läßt  eich  aber  nicht  darQber  hiitans 
analytisch  fortsetzen. 

Nähere  Besprechung  der  Kreisbogenfigur.  Beim  letzten  Teile  der 
vorangehenden  Überlegung  haben  wir  keinen  genügenden  Beweis  da- 
für geliefert,  daß  die  Kreisbogenfigur  in  der  w-Ebene  das  Innere  des 
Einheitskreises  wirklich  ausfüllt.  Ergänzen  wir  jetzt 
diese  Lficke!  Dazu  empfiehlt  es  sich,  jenen  Einheits- 
kreis  durch  eine  Halbebene  zu  ersetzen,  indem  wir  5 
80  annehmen,  wie  in  der  beigesetsten  Figur  angedeutet 
ist.  Nun  wollen  wir  S  zunächst  bloS  am  Halbkreise 
spiegeln,  wodurch  ein  Bereich  entsteht,  welcher  am 
unteren  ßande  von  Kreisen  mit  dem  halben  Durch- 
messer jenes  Halbkreises  begrenzt  ist.  Hierauf  spie- 
geln wir  die  Figur  der  beiden  Dreiecke  an  jedem  der 
letzteren  Kreise.  Dabei  haben  die  Kreisbogen,  welche 
die  untere  Begrenzung  der  neuen  Figur  bilden,  einen 
den  halben  Durchmesser  ihrer  Vorgänger  wieder  nicht 
übertreffenden  Durchmesser,  da  die  Ecke  tc-^tx>  des 
Bereiches  S  ja  in  die  Mitte  eines  jeden  der  genannten  i  i 

Kreisbogen  projiziert  wird.    Jetzt  wird  die  Gesamt-  *  ' 

figur  abermals  an  jedem  Kreise  der  unteren  Begrenzung  gespiegelt  and 
eine  ähnliche  Überlegung  bezüglich  des  Maximaldurchmessers  der 
Kreisbogen  am  unteren  Rande  angestellt. 

Indem  man  dieses  Verfahren  fortgesetzt  wiederholt  und  dabei 
stets  dafür  Soi^e  trägt,  daß  die  Dreiecke  abwechselnd  schraffiert 
werden,  erwächst  ein  Komplex  von  Ereisbogendreiecken ,  welcher 
folgendermaßen  beschaffen  ist: 

a)  jedes  Dreieck  ist  das  Spiegelbild  aller  seiner  Nachbarn; 

b)  die  Dreiecke  liegen  alle  im  Haibatreifen: 

-i^«^i,         v>0, 

und  füllen  diesen  Bereich  gerade  einmal  aus*); 

1)  Dabei  werden  allerdings  Aie  Bandpnnkte  der  TcrachiedeneD  Dreiecke 
doppelt  erbalteo.  Indeasen  Bollen  auch  diese  nur  einfach  gezählt  werden,  sofern 
man  nur  von  den  Eckpunkten  absieht,  welch  letzere  doch,  gerade  wie  die  End- 
punkte de9  Periodenstreifens  der  einfach  periodischen  Fanktionen,  3.  468,  An- 
merkung, je  nnendlicbfach  anftieten  und  im  übrigen  fSi  die  hier  verfolgten 

OiBOad,  FonkttosantlisaTla.  L  I.  Anfl.  16 


TCNS    nr,  14.   Koofotme  AbUIdaBgen  n.  d.  ükübanBcm^  mmtljt. 


t)  jedes  Bchnffierte  Dreieck  stößt  nur  «i  nidit  scfanffierie  Drei- 
ecke, und  umgekehrt. 

Jetzt  bleibt  nur  noch  übrig,  diesen  Kom]dez  an  seinen  gend- 
linigen  Begrenzungen  zo  spiegeln,  wobei  schnffiertes  wieder  in  nidit 
schrmffiertes  dbergehen  soll,  and  umgekehrt.  Dieser  Schritt  soll  gleieh- 
£üls  unbegrenzt  wiederholt  werden.  So  kommt  schlieMich  die  in 
Aussicht  genommene  Figur  zu  Stande.^) 

Wir  wollen  die  Funktion,  welche  sus  der  Abbildung  des  Drei- 
ecks S  Ton  Fig.  154  aof  die  Halbebene  erwichst,  indem  dabei  die 
Punkte  tf  =  — ^,  \,  3c  bzw.  in  r  =  0,  1,  3c  übergehen,  mit 

ir  =  P(r) 

bezeichnen.     Die  derselben  entsprechende  Umkehrfunktion 

z  =  S(tc) 

ist  eindeutig,  sie  Terfaält  sich  analytisch  in  der  obem  Halbebene  und 
laßt  keine  analytische  Fortsetzung  darüber  hinaus  zu.  Im  übrigen 
ist  V(z)  eine  lineare  Funktion  von  t(z).  Denn  durch  die  beiden  Olei- 
chuniren 

wird  die  obere  ir- Ebene,  indem  z  die  bewußte  Riemannsche  Flache 
gerade  einmal  durchläuft;  —  d.  h.  analytisch,  indem  z  zwischen  den 
beiden  letzten  Gleichungen  eliminiert  wird,  —  ein-eindeutig  und  kon- 
form auf  das  Innere  des  Einbeitekreises  bezogen. 

Hieraus  erkennt  man  nachträglich,  daß  jede  andere  Reihenfolge 
der  Spiegelungen  der  Kreisbogendreiecke,  von  S  ausgehend^  notwendig 

Zwecke  der  Funktiouentheorie  weiter  nicht  in  Betracht  kommen.  —  Die  hier 
gegebene  Behandlung  rührt  von  Bö  eher  her. 

In  Gauß  Nachlaß  findet  sich   die  Figur  des  Fundamentalraums  der  Funk- 
tion F^z);     Wt-rke,  Bd.  3,  1866,  S.  477. 

1)  Dieser  Figur  ist  man  zum  ersten  Male  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Modulfunktionen  begegnet.  Aus  der  im  Texte  verwendeten  Erzengungsweise 
derH<'lbcn  erhellt  schon,  daß  jeder  schraffierte  Bereich  in  jeden  anderen  solchen 
vermöge  einer  linearen  Transformation : 

,  cnr-{-ß 
y  w  -f-  d 
übergeführt  werden  kann.  In  der  Tat  geht  ein  beliebiger  schraffierter  Bereich 
aus  *S'  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Spiegelungen  hervor.  Hierdurch  wird  aber 
eine  ausnahmslos  ein-eiudeutige  und  konforme  Transformation  der  erweiterten 
Ebene  in  sich  ohne  Umlegung  der  Winkel  definiert,  was  seinen  analytischen 
Ausdruck  in  einer  linearen  Transformation  findet;  Kap.  7,  §  10,  7.  Satz,  Zusatz. 
Im  übrigen  sind  die  Koeffizienten  a,  .  .  .  ^  ganzzahlig,  und  zwar  ist  ad  —  |Jy  =  l, 
während  /?,  -/  gerade  Zahlen  sind;  vergleiche  Klein-Fricke,  Eüiptische  Modul- 
funktionen,  Bd.  1,  S.  270. 
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auf  dieselbe  Figur  führen  mußte.^)  Denn  auch  der  zweiten  Figur  ent- 
spricht auf  Grund  der  nämlichen  Abbildung  von  S  auf  die  obere 
;er- Ebene  eine  analytische  Funktion,  welche  zunächst  in  S  mit  der 
früheren  Funktion  0^S(w)  übereinstimmt.  Demgemäß  fällt  sie 
durchweg  mit  S  (w)  zusammen.  Andererseits  geben  ihre  analytischen 
Fortsetzungen  eben  zu  den  Dreiecken  der  zweiten  Figur  Anlaß,  welch 
letztere  sich  dann  hiermit  als   identisch  mit  jenen  früheren  erweisen. 

§  7.    Der  Pioardsohe  Satz. 

Wir  haben  bereits  in  Kap.  7,  §  6  (10.  Satz)  den  Weierstraßschen 
Satz  kennen  lernen,  wonach  eine  Funktion  einer  komplexen  Veränder- 
lichen in  der  Nähe  einer  wesentlichen  singulären  Stelle  jedem  vor- 
gegebenen Werte  beliebig  nahe  kommt,  sowie  auch  die  Erweiterung 
desselben,  welche  sich  auf  die  Existenz  unendlich  vieler,  in  der 
wesentlichen  singulären  SteUe  sich  häufender  Wurzeln  der  Gleichung 
f(z)  =  C  bezieht,  (a.  a.  0.,  11.  Satz).  Mit  Hilfe  der  in  §  6  aufge- 
stellten Funktion 

w  =  P{z) 

hat  Picard  einen  Grad  der  Allgemeinheit  erreicht,  welcher  dem 
Wesen  der  Sache  entspricht.  Beginnen  wir  mit  dem  besonderen 
Falle  des  Satzes,  welchen  auch  Picard  zuerst  behandelte. 

Der  Picardsche  Satz  für  ganze  Funktionen.  Eine  ganze 
Funktion  G^{z),  welche  nur  keine  Konstante  ist,  nimmt  jeden  Wert, 
höchstens  mit  Ausnahme  eines  einzigen,  wirTdich  an. 

Gesetzt,  es  gäbe  zwei  Werte,  C  und  C",  welche  G(z)  nicht  an- 
nimmt.    Dann  meidet  die  Funktion 

,  G{z)-C 

^^)  C'  —  C 

die  Werte  0  und  1.     Indem  wir  die  in  §  6  eingeführte  Funktion 

w==  P  {z) 

heranzieheu,  bilden  wir  die  Funktion: 

(2,  .  -  P  ("«J  «) . 

Dieser  Ausdruck  ist  zunächst  unendlich  vieldeutig.  Indessen  lassen 
sich  seine  verschiedenen  Bestimmungen  in  der  Umgebung  einer  be- 
liebigen Stelle  z  =  Zq,  da  die  Funktion  (1)  ja  in  diesem  Punkte  ana- 

1)  Diesen  Beweis  kann  man  auch  geometrisch  führen. 

46* 


onen. 
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Ijtisch  ist  nnd  einen  von  0  und  1  yerschiedenen  Wert  ha*    zu 
Reihe  von  eindeutigen  Funktionen  zusammenÜE^sen,   welche  aicli  A  r4- 
alle  analytisch   verhalten.     Infolgedessen  gilt  dies   auch    im    CrroBen 
Kap.  8,  §  10.     Fassen  wir  eine  dieser  Funktionen  ins  Ange    so  h  kT** 
wir  eine  ganze  Funktion  vor  uns,  welche  niemals  einen  mit  neff&fi 
rein  imaginären   Bestandteile   behafteten  Wert   anninunt.       T)i^ 
stößt  aber  gegen  den  oben  zitierten  Weierstraßchen  Satz  von   Kä     7 
§  6,  und  hiermit  ist  unser  Satz  bewiesen.  ' 

Der  soeben  bewiesene  Satz  bezieht  sich  auf  das  Verhalten     ' 
Funktion  im  Großen,  indem  wir  voraussetzten,  daß  die  Funktion     *  h 
in    der   ganzen    eigentlichen   Ebene   analytisch   verhält.      Wir    w  II 
den  Satz  jetzt  dadurch  verallgemeinern,  daß  wir  nur  verlangen,   daß 
die   vorgelegte  Funktion,   welche   wir   nun  q){£)  nennen   wollen. 
wesentliche  singulare  Stelle,  dieses  Wort  in  der  Bedeutung  von  Kan  " 
§  6,  S.  312  genommen,  im  Punkte  jer  =  a  habe.     Denken   wir  uns    ' 
wieder  als   den  Punkt  c»,   und  bilden   wir,   imter  gleicher  Annahm 
wie  vorhin  hinsichtlich  C  und  C,   die  Funktionen  (1)  und    (2)      In 
dem   wir  die  Umgebung   des  Punktes  cx)   längs  der  positiven  reellen 
Achse  aufschneiden,  entsteht  dadurch  ein  einfach  zusammenhäuffender 
Bereich,  worin  sich  die  verschiedenen  Bestimmungen  von  (2)  zu  ein- 
deutigen Zweigen   zusammenfassen  lassen.     Es  kann   offenbar  keiner 
derselben  im  nicht  aufgeschittenen  Gebiete  eindeutig  sein,  denn  sonst 
könnte    man    gerade    so    schließen,    wie    im    vorhin    erledigten    Falle 
Setzen  wir  also  einen  derselben  über    den  Schnitt    hinaus    analytisch 
fort,  so  sehen  wir,   daß  die  Umgebung  eines  Punktes  Zq  des   doppelt 
überdeckten  Gebietes  auf  die  Umgebungen  zweier  getrennter  Punkte 
Wq  und  iVq    abgebildet  wird.      Mithin  werden  letztere  beiden   Umire- 
bungen    auch    ein-eindeutig    und    konform    aufeinander   bezogen     und 
zwar  so,  wie  man  sofort  erkennt,  daß  je  zwei  einander  entsprechende 
Punkte  tv  und  w'  vermöge  der  Funktion 

(3)  tv^P  (0 

zu  zwei  gleichen  Werten  von  t  führen.     M.  a.  W.  werden  jene  beiden 
Umgebungen  in  der  t^- Ebene  auf  zwei  kongruente,  in    verschiedenen 
Blättern  der  zu  (3;  gehörigen,   über  der  ^- Ebene  ausgebreiteten  Rie- 
mann sehen  Fläche   belegene  Bereiche  abgebildet.     Hieraus  folgt  aber 
daß  besagte  Umgebungen  linear  aufeinander  bezogen  sind: 

^^  ^^  yw  +  6 
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Wir  schließen   also,    daß  eine  Reihe    der  Zweige   von  (2)    durch   die 
Funktionalgleichung  (4)  linear  miteinander  verknüpft  sind. 

Wir  müssen  noch  auf  die  Beschaffenheit  der  linearen  Trans- 
formation (4)  näher  eingehen.  Was  zunächst  ihre  Fixpunkte  an- 
betrifft, so  ist  klar,  daß  diese  beide  auf  der  reellen  Achse  liegen 
müssen,  da  kein  Punkt  der  oberen  Halbebene  ungeändert  bleibt,  sofern 
wir  nur  von  der  identischen  Transformation  absehen,  während  die 
reeUe  Achse  in  sich  übergeführt  wird.  Aus  letzterem  Grunde  sind 
nämlich  alle  loxodromischen  Transformationen  von  vornherein  aus- 
geschlossen. Aber  auch  die  elliptischen  sind  unzulässig,  denn  diese 
könnten  ja  höchstens  die  obere  und  die  untere  Halbebene  miteinander 
vertauschen.     Da  bleiben  also  nur  noch 

a)  die  parabolischen: 

-,    —r  = 7  +  k    resp.     w'  =^  w  +  k,    k  reell  und  +  0 : 

b)  die  hyperbolischen: 

Übrig,  und  diese  wollen  wir  nun  der  Reihe  nach  besprechen, 
ad  a)  Bilden  wir  uns  hier  die  Funktion 

inj       1  inj 

e    '  bzw.       e    ' 

wo  w  sich  auf  jene  linear  verknüpften  Zweige  der  Funktion  (2)  be- 
zieht, so  haben  wir  hiermit  eine  Funktion  von  0  erlangt,  die  in  den 
eigentlichen  Punkten  der  Umgebung  der  Stelle  z  ^  00  eindeutig  und 
analytisch  ist,  deren  absoluter  Betrag  aber  stets  kleiner  als  1  bleibt 
Mit  diesem  Widerspruch  ist  also  Fall  a)  erledigt. 

ad  b)  Hier  gehen  wir  auch  in  ähnlicher  Weise  vor,  indem  wir 
uns  jetzt  der  Funktion: 

^   iiog^     *»-;, 

bedienen  und  daraus  gleiche  Schlüsse  wie  vorhin  ziehen. 

Das  hiermit  gewonnene  Ergebnis  wollen  wir  in  einen  Satz  zu- 
sammenfassen und  zugleich  auch  ergänzen. 

Der  allgemeine  Picardsche  Satz.  In  der  Umgebung  einer 
isolierten  ivesenüichen  singulären  Stelle  z  ^  a  nimmt  eine  Funktion 
(f  (js)  jeden  Wert,  höchstens  mit  Ausnahme  eines  einzigen,  wirklidi  an. 
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Hat  (p  (ß)  dagegen  Pole,  welche  sich  im  Punkte  jer  =  a  häufen, 
während  q)(z)  sonst  in  der  Umgang  dieses  Punktes  analytisch  ist^), 
so  gibt  es  höchstens  zwei  Werte,  welche  ip(z)  in  jener  Umgebung  nicht 
annimmt. 

Um  den  letzten  Teil  des  Satzes  noch  zu  beweisen,  betrachten 
wir  die  Funktion 


WO  C  einen  Wert  bedeutet,  welchen  q)(z)  nicht  annimmt.  Nach  ge- 
eigneter Erklärung  des  Wertes  von  <!>  {z)  in  den  hebbaren  singulären 
Stellen  der  rechter  Hand  stehenden  Funktion  erhält  man  so  eine 
Funktion,  welche  allen  Forderungen  des  ersten  Teils  des  Satzes  ge- 
nügt und  daher  nur  einen  Wert  meiden  kann.  Hiermit  ist  der  Be- 
weis vollständig  erbracht. 

Die  Funktion  P{z)  entnahm  Picard  der  Theorie  der  elliptischen 
Modulfunktionen.  Wie  wir  aber  gesehen  haben,  gebraucht  man  nur 
folgende  Eigenschaften  derselben:  a)  P{z)  hat  nur  zwei  getrennte 
singulare  Stellen  im  Endlichen;  b)  es  gibt  einen  Bereich  in  der 
«;-Ebene,  den  die  Funktion  w  =  P{^z)  nicht  betritt;  und  endlich 
c)  irgend  zwei  Zweige  der  Funktion,  welche  beide  in  der  Umgebung 
ein  und  desselben  Punktes  betrachtet  werden,  sind  linear  miteinander 
verknüpft. 

§  8.    Über  die  Uniformisierung  analytischer  Funktionen. 

Wenn  wir  es  mit  einer  mehrdeutigen  Funktion  zu  tun  haben, 
empfiehlt  es  sich  meist,  dieselbe  durch  eindeutige  Funktionen  dar- 
zustellen. »So  dient  beispielsweise  die  Riemannsche  Fläche  vor  allem 
dem  Zwecke,  einen  Bereich  zu  schaffen,  in  welchem  eine  vorgelegte 
vieldeutige  Funktion  eindeutig  wird.  Ein  anderer  Fall  ist  der  in 
Kap.  8,  §  14  behandelte,  wo  eine  analytische  Funktion: 

tv  =  f{z) 

einen  Verzweigungspunkt  endlicher  Ordnung  in  z  =^  a  hat.  Hier 
gelang  es  uns,  die  Bestandteile  eines  der  Funktion  zugehörigen  Werte- 
paares (iv,  z)  vermöge  zweier  eindeutiger  Funktionen  eines  Para- 
meters t  auszudrücken: 

z  ^  a  +  t"%         w  =  (p(t). 

\)  Nach  der  Detinition  von  Kap.  6,  §  5  muß  (p(z)  dann  im  genannten  Be- 
reiche notwendig  eindeutig  sein. 
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Doch  galt  diese  Darstellung  nur  im  Eleinen,  also  für  einen  be- 
schränkten Teil  des  Definitionsbereiches  der  Funktion.  Dagegen  sind 
schon  von  der  Integralrechnung  her  gewisse  Klassen  von  Funktionen 
bekannt,  wobei  es  möglich  ist,  die  Funktion  in  ihrem  Gesamtverlaufe 
durch  eindeutige  Funktionen  zur  Darstellung  zu  bringen,  —  zu  uni- 
formisieren,  wie  man  sich  wohl  auszudrücken  pflegt.  Handelt  es  sich 
beispielsweise  darum^  das  Integral: 


fR{x,y~a^-x^)dx, 


wo  R  eine  rationale  Funktion  bedeutet,  durch  elementare  Funktionen 
auszuwerten,  so  stellt  man  zunächst  x  und  Y a^—  s^  durch  rationale 
resp.  eindeutige  trigonometrische  Fimktionen  eines  Parameters  t  dar: 

_    ^^_  _  ^(^  "~*'^ 

beziehungsweise: 

a:==asin^,      y=»a  cos  t . 

Im  Anschlüsse  hieran  gibt  es  folgende  Verallgemeinerungen: 

a)  Die  rationalen  Kurven,     Sei 

(1)  nx,y)''0 

die  Gleichung  einer  irreduzibelen  algebraischen  EurrC;  welche  die 
Maximalzahl  von  Doppelpunkten  besitzt.  Dann  wird  in  der  algebrai- 
schen Geometrie  gezeigt,  daß  sich  die  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  derselben  mit  Hilfe  zweier  rationalen  Funktionen: 

^  =  9(0,      y  =  ^(0; 

darstellen  lassen,  derart,  daß  jeder  Wert  von  t,  inkL  des  Punktes 
t  =  <x>,  einen  Punkt  (a:,  y)  der  Kurve  liefert,  während  umgekehrt 
jedem  Punkte  der  Kurve  ein  und  nur  ein  Punkt  der  erweiterten  ^- Ebene 
entspricht. 

b)  Die  algebraischen  Kurven  vom  Geschlechte  1.  Hat  die  Kurve 
(1)  dagegen  einen  Doppelpunkt  weniger  als  jene  Maximalzahl,  so  ist 
keine  rationale  Darstellung  mehr  möglich,  wohl  aber  eine  Darstellung 
vermöge  doppeltperiodischer  Funktionen.  So  kann  man  etwa  zwei 
rationale  Funktionen   zweier  Argumente   finden,  wofür  die  Formeln: 

die  Kurve   vollständig  darstellen.     Dabei  liefert  jeder  endliche  Wert 
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von  t  wieder  einen  Punkt  (Xj  y)  der  Eurre,  aber  jetzt  entsprechen 
einem  willkürlichen  Ponkte  der  Kurve  unendlich  viele  Werte  t  Die 
Beziehung  wird  indessen  wieder  zu  einer  ein-eindeutigen,  wenn  wir  t 
auf  ein  Periodenparallelogramm  der  Funktion  p(t)  beschränken. 

c)  Die  algebraischen  Kurven  vom  Geschleckte  jp  >  1.  Hat  die  Kurve  (1) 
noch  weniger  Doppelpunkte  als  in  den  Fällen  a)  und  b),  so  kann 
man  sie  immer  noch  uniform isieren^  indem  man  sich  jetzt  eindeutiger 
automorpher  Funktionen  bedient;  Satz  von  Poincare  und  Klein.^) 
Unter  einer  atUomorphen  Funktion  versteht  man  nämlich  eine  Funk- 
tion f{0),  welche  eine  Gruppe  linearer  Transformationen  in  sich 
zuläßt: 

Darunter  subsumieren  sich  als  einfachste  Beispiele  die  gewöhnlichen 
periodischen  Funktionen,  sowie  die  Funktionen  mit  multiplikativer 
Periode,  vgl.  Kap.  10,  §  9. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zum  Beweise  des  Uniformisierungssatzes. 


§  9.    Der  algebraische  Fall.     Uniformisierung  vermöge  auto- 
morpher Funktionen  mit  Grenzkreis. 

A)  Von   der   Konstruktion    einer  besonderen   Riemannschen 

Fläche. 

Vorgelegt  sei  eine  irreduzible  algebraische  Gleichung 
(1)  F{tv,  z)  =  0 

vom  Grade  n^l  in  w,  Ist  n  =  1,  so  ist  tv  eine  rationale  Funktion 
von  z,  und  die  Uniformisierungsfrage  ist  somit  von  vornherein  erledigt. 
Im  Falle  w  >  1  zeichne  man  die  Verzweigungspunkte  S^,  .  . .  S^ 
in  der  erweiterten  <2r- Ebene  auf,  breite  über  letzterer  n  Blätter  aus, 
und  schneide  diese  längs  einer  von  5i  ausgehenden,  über  Sj, .  .  .  bis 
nach  1,^  führenden  einfachen  Kurve  C  auf.  Im  übrigen  soll  C  aus 
einer  endlichen  Anzahl  geradliniger  Strecken  bestehen.  Bei  der  fol- 
genden Untersuchung  spielt  der  Punkt  ;ßf  =  oo  keine  Sonderrolle. 
Wir  denken  uns  die  in  Betracht  kommenden  Flächen  als  erweiterte 
^-Ebenen  resp.  als  Kugelflächen. 


1)  Poincare,   Comptes  Bendus,  Bd.  ^3  (1881),  S.  303;   Math.  Ann.,  Bd.  19 
(1882),  S   661.     Klein,  Math.  Ann.,  Bd.  19  (1882),  S.  666. 
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Wir  konstruieren  jetzt  eine  besondere  Art  Riemannscher  Flache 
für  die  Funktion  w,  welche  im  allgemeinen  unendlich  vielblättrig 
wird.  Zu  dem  Zwecke  gehen  wir  von  einem  beliebigen  Zweige  der 
Funktion  tv  aus,  dessen  Definitionsbereich  aus  einem  längs  C  auf- 
geschnittenen Blatte  7\  bestehen  soll.  Dabei  wird  der  Rand  von  T^ 
von  den  2q  —  2  Stücken  gebildet,  in  welche  C  durch  die  q  Punkte  ^^ 
zerlegt  wird,  jeden  Bogen  (g^,  6,+i)>  den  beiden  Ufern  des  Schnittes 
entsprechend,  doppelt  gezählt.  Wenn  in  der  Folge  von  einem  Rand- 
bogen (1^,  U  die  Rede  ist,  so  wird  stets  nur  das  eine  Ufer  damit 
gemeint.  Das  Verhalten  eines  Zweiges  der  Funktion  in  einem  Punkte 
^f  kann  ganz  verschieden  ausfallen,  jenachdem  dieser  Punkt  als  zum 
einen  oder  zum  andern  Ufer  gehörig  betrachtet  wird. 

An  Tj  hängen  wir  ein  zweites  Blatt  T^  längs  eines  einzigen 
Randbogens  (5,-,  S,  +  i)  resp.  (|„  5,>i)  an.  Dabei  sei  ^  der  erste  der 
Punkte  Sj,  Ig, . . .,  in  denen  jener  erste  Zweig  der  Funktion  w  ver- 
zweigt ist,  während  den  Punkten  S,+i, . . .  S^^.,.i,  falls  Z  >  1  ist,  keine 
Verzweigung  entspricht  und  erst  im  Punkte  |^^j  eine  Singularität  des 
genannten  Zweiges  sich  wieder  einstellt.  Ist  i  >  1,  so  soll  das  Blatt  7\ 
längs  des  Bogens  (|^,  |,.)  von  C  zu  einem  dort  unversehrten  Blatte 
wieder  hergestellt  werden.  So  entsteht  ein  zweiblättriger  Bereich  V^ 
mit  einem  einzigen  Rande,  welch  letzterer  möglicherweise  noch,  wie 
folgt,  vereinfacht  werden  kann.  Sollte  nämlich  der  erste  Zweig  in 
den  Punkten  S^?  I<^_i;  •  •  •  S,-r  ^cht  verzweigt  sein,  so  soU  T^  auch 
längs  des  Bogens  (S^.^,  6^)  von  C  wieder  zusammengeheftet  werden. 
Und  ebenso  soll  mit  T^  verfahren  werden,  falls  der  entsprechende 
Zweig  in  6i>  •  •  •  S*;  sowie  in  S^, .  . .  5^^,  nicht  verzweigt  ist.  Doch 
soU  eine  solche  Zusammenheftung  am  anderen  Randbogen  eben  nicht 
vorgenommen  werden,  es  sei  denn,  daß  dies  geschehen  kann,  ohne 
den  Rand  zu  zerstückeln.  So  wäre  dies  beispielsweise  erlaubt,  wenn  £^ 
ein  einfacher  Verzweigungspunkt  jenes  ersten  Zweiges  ist,  da  nun 
auch  das  andere  Ufer  (|^,  |g)  von  2\  sich  mit  dem  entsprechenden 
Randbogen  von  T^  vereinigen  läßt,  ohne  den  Rand  zu  zerlegen.  Allge- 
mein wird  dies  stets  dann  und  nur  dann  möglich  sein,  wenn  der  jeweilige 
Rand  einen  Einschnitt  aufweist,  d.  h.  wenn  die  stetige  Fortsetzung 
des  einen  Ufers  eines  Randbogens  aus  einem  kongruenten  Ufer  be- 
steht, während  zugleich  die  Randwerte  der  entsprechenden  Zweige  in 
örtlich  zusammenfallenden  Punkten  miteinander  übereinstimmen. 

So  fahren  wir  fort,  bis  alle  n  Zweige  der  Funktion  w  durch 
Blätter  T^,T^,,..T^  vertreten  sind.  Es  kann  nun  insbesondere  vor- 
kommen, daß  der  Rand  hiermit  ganz  fortfällt,   —   man  denke  etwa 
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an  das  Beispiel  w^—  is  =^0,  Das  ist  eben  ein  besonderer  Fall,  worauf 
wir  später  zurückkommen  wollen.  Tritt  dieser  Fall  nicht  ein,  so 
haben  wir  einen  Komplex  $^  von  n  Blättern,  welche  durch  einen 
einzigen  aus  einer  geraden  Anzahl  von  Randbogen  bestehenden  Rand 
begrenzt  ist. 

Wir  denken  uns  diesen  Komplex  in  unbegrenzt  vielen  Exem- 
plaren vorhanden  imd  hängen  dann  an  0^  ein  zweites  Individuum 
längs  eines  einzigen  Randbogens,  worauf  dann  eventuell  noch  ein 
Teil  des  Randes  in  der  Form  eines  Einschnitts,  wie  vorhin  auch  in 
ähnlichen  Fällen  geschehen  ist,  zu  entfernen  sein  wird.  Hierdurch 
entsteht  eine  Fläche  C&g,  welche  ähnlich  beschaffen  ist,  wie  0^. 

Dieser  Schritt  soll  nun  wiederholt  werden,  bis  alle  Randbogen 
von  C&^  besetzt  sind.  Sodann  besetzt  man  der  Reihe  nach  die  Rand- 
bogen des  gegenwärtigen  Komplexes  mit  weiteren  Exemplaren  jenes 
ersten  Komplexes,  usw.  f.  Denkbar  wäre  es,  daß  der  Rand  nach 
einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  ganz  verschwinden  sollte.  Auf 
die  Möglichkeit  dieses  Vorkommnisses  brauchen  wir  indessen  nicht 
weiter  einzugehen,  da  wir  hiermit  doch  bloß  wieder  auf  einen  Son- 
derfall geführt  würden,  welcher  sich  durch  ähnliche  Hilfsmittel,  wie 
der  vorhin  erwähnte,  erledigen  läßt. 

Im  allgemeinen  Falle  erwächst  durch  das  obige  Verfahren  als 
Grenzfläche  eine  unberandete  unendlich  vielblättrige  Riemannsche 
Fläche  O  mit  keinen  anderen  Singularitäten,  als  Verzweigungspunkte 
endlicher  Ordnung.  Im  folgenden  Paragraphen  wird  bewiesen,  daß 
sich  dieselbe,  als  Kugelfläche  aufgefaßt,  ein-eindeutig  und  stetig^),  und 
von  Verzweigungspunkten  abgesehen,  auch  konform  auf  das  Innere 
eines  Kreises  resp.  auf  die  ganze  eigentliche  Ebene  abbilden  läßt. 

B)   Von  der   Abbildung  der   Fläche  0  auf  einen  Kreis  resp. 

auf  die  eigentliche  Ebene. 

Anlage  des  Beweises,  Nachdem  die  Greensche  Funktion  g^  des 
Bereiches  0^  in  nahe  liegender  Weise  erklärt  und  deren  Existenz 
nachgewiesen  ist,  steUt  sich  folgende  FaUunterscheidung  ein: 

I)  bei  unendlich  wachsendem  n  konvergiert  g^  gegen  einen  Grenz- 
wert 7  5 

1)  Wir  sagen,  die  Abbildung  der  (ein-  oder  mehrblättrigen)  Umgebung  des 
Punktes  z  =  oo  auf  einen  endlichen  Teil  der  <- Ebene  ist  stetig^  wenn  dies  fflr 
den  vermöge  der  Transformation  z'  =  1/z  aus  jenem  ersten  Gebiete  hervor- 
gehenden Bereich  gilt.  Wegen  einer  ähnlichen  Definition  bezüglich  der  kon- 
formen Abbildung  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  oo  vgl.  man  Kap.  7,  §  9. 
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II)  es  ist 

n=  00 

Im  Falle  I)  wird  die  Fläche  <&  durch  die  Funktion 

wo  h  die  zu  g  konjugierte  Funktion  bedeutet,  auf  den  Einheitskreis 
{ ^  I  <  1  bezogen.  Dagegen  läßt  sich  0  im  Falle  II)  auf  die  ganze 
endliche  Ebene  abbilden.  Endlich  entspricht  dem  fürs  erste  aus- 
geschlossenen Sonderfall,  daß  der  Rand  der  unter  A)  beschriebenen 
Riemannschen  Fläche  nach  Aufnahme  einer  endlichen  Anzahl  von 
Blättern  ganz  verschwindet,  eine  Abbildung  auf  die  erweiterte  Ebene 
resp.  auf  die  Vollkugel. 

Die  Grreensche  Funktion.  Unter  der  Greenschen  Funktion  des 
Bereiches  O^  versteht  man  eine  Funktion  g^  von  folgender  Beschaffenheit. 

a)  Im  Innern  von  cP„  soll  g^,  von  einem  einzigen  Punkte  0  und 
von  den  Verzweigungspunkten  abgesehen,  eindeutig  und  harmonisch 
sein: 

und  außerdem  soll  g^  in  den  endlichen  Verzweigungspunkten  stetig 
sein.  In  den  Punkten  ^=»00,  gleichviel  ob  diese  Verzweigungspunkte 
sind  oder  nicht,  soll  g„  endlich  bleiben;  dann  nähert  sich  g^  in  jedem 
Blatte  einem  Grenzwerte,  und  soll  im  übrigen  durch  diesen  Grenz- 
wert im  betreffenden  Punkte  erklärt  werden. 

b)  In  der  Umgebung  der  Stelle  0,  welche  auch  ein  gewöhnlicher 
Punkt  der  Fläche  sei  und  dem  Werte  a  =  0  entspreche,  soll 


^»  =  log7-  +  cj(a:,y) 


sein,  wobei  0  (x,  y)  in  0  endlich  bleibt. 

c)  Am  Rande  von  <5^  soll  g^  verschwinden. 

Was  nun  den  Existenzbeweis  für  diese  Funktion  anbetrifft,  so 
fassen  wir  zunächst  den  FaU  der  aus  T^  und  T^  hervorgegangenen 
Fläche  ^2  ins  Auge.  Indem  wir  einen  den  Rand  von  T^  nicht 
treffenden  Kreis  C  um  0  als  Mittelpunkt  aus  W^  entfernen,  erhalten 
wir  einen  neuen  Bereich  ^j',  wofür  die  Randwertaufgabe  durch  die 
kombinatorischen  Methoden  von  §§  3,  4  lösen  läßt.  So  kann  man 
etwa  den   Randbogen  (|,.,  S,^./),  längs   dessen   T^  und  T^  zusammen- 
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Fig.  165. 


geheftet  wurden;  durch  einen  von  geradlinigen  Strecken  begrenzten, 
den  Kreis  C  nicht  berührenden  Streifen  umgeben^  wie  in  der  bei- 
gefügten Figur  des  näheren  angedeutet  ist,  und  diesen  Streifen  dann 
längs  des  einen  Ufers  jenes  Schnittes  mit  T^,  —  oder  vielmehr  mit 
dem  Rest  von  T^,  nachdem  der  Exeis  C  aus  T^  entfernt  ist,  —  ver- 
schmelzen,  wie  dies  in  §  3,  1.  Satz  im  Falle  der  Bereiche  S^  und  Sf 

geschehen  ist.  Dieser  neue  Be- 
reich wird  dann  mit  T,  ver- 
schmolzen,  und  nun  bleibt  nur 
noch  übrig;  etwaige  Einschnitte 
aufzuheben ;  indem  man  diese 
der  Reihe  nach  auch  mit  solchen 
Streifen  überdeckt,  und  dann 
ähnlich  wie  beim  obigen  Yer- 
Schmelzungsprozesse  verfährt. 
Daß  der  Beweis  der  soeben  zitierten  Sätze  auch  für  den  vorlie- 
genden Fall;  sowie  für  die  weiter  unten  in  Betracht  kommenden 
Fälle  gilt;  erkennt  man  leicht.  Nur  in  einem  Punkte  ist  eine  Er- 
gänzung nötig.  Die  früher  in  §  3;  S.  690  auftretende  Funktion  u 
wird  im  Falle  der  hier  in  Betracht  kommenden  ein-  oder  mehrblätt- 
rigen Bereiche  durch  Anwendung  der  kombinatorischen  Methode  von 
§  4  erhalten.     Im  Punkte  Ay  wo  also  der  Sprung  in  den  Randwerten 

stattfinden  soll;  weist  der  Rand 
einen  geradlinigen  Winkel  auf. 
Ein  demselben  entsprechender 
Kreissektor  läßt  sich  in  bekann- 
ter Weise  auf  einen  Vollkreis 
abbilden.  Löst  man  für  diesen 
die  Randwertaufgabe  derart;  daß 
den  Schenkeln  des  genanten 
Winkels  die  Randwerte  0  resp.  1 
zukommen;  so  erhält  man  hier- 
mit die  Ausgangsfunktion  für  das  alternierende  Verfahren.  In  der 
Umgebung  von  A  verhält  sich  diese  Funktion  gerade  wie  jene  frühere 
Funktion 

c  arc  tanff  ?^^^^  , 

und  dasselbe  gilt  auch  von  allen  späteren  daraus  hervorgehenden 
Funktionen.  Im  Punkte  B  geht  man  in  ähnlicher  Weise  vor;  und  so 
kommt  denn  die  in  Aussicht  genommene  Funktion  u  zu  Stande. 


Plg.  166. 
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Für  den  Bereich  W^*  ist  man  also  jetzt  in  der  Lage,  die  Rand- 
wertaufgabe zu  lösen.  Derjenige  Teil  des  Randes  von  W^\  welcher 
mit  dem  Rande  von  W^  zusammenfällt,  werde  mit  M  bezeichnet. 
Sei  i :  ^  I  =  7),  ein  Kreis,  welcher  im  selben  Blatte  von  ^j',  wie 
der  Kreis  C,  liegt,  diesen  umfaßt,  und  keinen  Punkt  von  M  im  Innern 
oder  am  Rande  enthält.  Um  nun  die  Greensche  Funktion  für  W^ 
aufzustellen,  bilde  man  folgende  Funktionen. 

Die  Funktion  u^^  soll  im  Kreise  L  mit  Ausnahme  des  Punktes  0 
harmonisch  und  am  Rande  desselben  stetig  sein.     Ferner  soll 

wo  x^^  im  Punkte  0  endlich  bleibt.^) 

Die  Funktion  Wjn+i  ^^^  ^  ^^^  gewöhnlichen  Punkten  von  5^,' 
harmonisch  und  in  den  Yerzweigungspunkten  und  in  den  Punkten 
z  =  ooj  sowie  am  Rande,  stetig  sein. 

Endlich  sei 

1      ^ 

^2«L  =  ^«-l    X^         ^>0. 

Hiermit  sind  die  Funktionen   m,^,  u^^^i  für  alle  Werte  von  n 


1)  Mit  denselben  Hilfsmitteln  kann  man  einen  allgemeineren  Satz  beweisen. 
Sei  F{z)=  U-{-  Vi  eine  Funktion,  welche  in  den  Punkten  der  Kreisperipherie  C 
ausnahmslos  eindeutig  und  analytisch  ist;  innerhalb  C  kann  F(z)  beliebige  Sin- 
gularitäten aufweisen  und  auch  analytische  Fortsetzungen  in  andere  Zweige 
gestatten.  Dann  gibt  es  eine  in  ^^'  harmonische  Funktion  u,  welche  l&ngs  M  vor- 
geschriebene Randwerte  annimmt  und  sich  außerdem  innerhalb  C  so  verhält, 
wie  r/,  indem  die  Differenz 

an  der  Peripherie  von  C  harmonisch  ist  und  eine  harmonische  Fortsetzung  über 
das  ganze  Innere  von  C  gestattet.  Vgl.  Neu  mann,  Abelsche  Integrale,  2.  Aufl., 
1884,  S.  461. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  Fälle: 

(a)  2-»  =  -';       6^="**"*,      r  =  =!i°^ 

z  r  r 

(b)  F(z)  =  log  J-=-J , 
WO  a,  &  zwei  innere  Punkte  von  C  bedeuten. 
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eindeatig  bestimmt     Setzt  man  nun  tig^+i  ^^^  ^n  ^^  ^^^  Form  an: 

«^«+1  =-  Wi  +  (Wa  -  Wi)  +  •  •  •  +  (t*2„+i  -  Wi«-i), 

SO  läßt  sich  durch  eine  dem  Beweise  des  2.  Satzes  von  §  3  genau 
nachgebildete  SchluBweise  zeigen^  daß  diese  Reihen  gleichmäßig  kon- 
yergieren^  woraus  dann  folgt,  daß  die  Grenzfunktionen 

t/'=  lim  W2„  +  i,  m"=  lim  u^^ 

harmonisch  sind.  Femer  stimmen  u  und  u'  am  Rande  des  durch  C 
und  L  begrenzten  Ereisrings  überein,  und  daher  stellen  sie  gegen- 
seitige harmonische  Fortsetzungen  voneinander  vor.  Durch  die  beiden 
Funktionen  u  und  u"  zusammengenommen  wird  nunmehr  die  in  Aus- 
sicht genommene  Greensche  Funktion  des  Bereichs   W^  geliefert. 

Für  einen   beliebigen   Bereich  $^   läßt  sich   der  Existenzbeweis 
für  die  Greensche  Funktion  mit  denselben  Hilfsmitteln  führen. 

Konvergenz  der  Greensdien  Funktion  g^  für  w  =  cx) .     Sei  m  eine 
beliebig  große  natürliche  Zahl,  so  wird  die  Funktion 

von  einer  hebbaren  Unstetigkeit  im  Punkte  0  abgesehen,  in  den  ge- 
wöhnliehen Punkten  von  0^^  harmonisch,  und  in  den  Verzweigungs- 
punkten und  den  Punkten  z=  coj  sowie  am  Rande,  stetig  sein.  Im 
Punkte  0  werde  u^  noch  als  der  Grenzwert  von  gn+i—'9n  erklärt, 
wenn  der  Punkt  (x,  y)  dem  Punkte  0  zustrebt.  Dann  gilt  für  u^ 
der  Satz  vom  Maximum  und  Minimum.  Da  nun  fernerhin  am  Rande  M 
von   0... 


^'« 


.-0 


ist,  wobei  das  untere  Zeichen  nicht  durchweg  gilt,   so  ist  im  Innern 

von  ^„^ 

w^^>0,  und  insbesondere  t(^l^>0. 

Schreibt  man  hiernach  g^  in  der  Form  her: 

n-\  n— 1 

ffn   -  9m  +    y^i9k  +  1  -  ä)  =  9,n  +  2^^*' 
k  =  TU  k  =  m 

80  erkennt  man  aus  dem  Harnackschen  Satze,  Kap.  13,  §  4,  daß,  wenn 
g^   in    einem  einzigen    von   0  verschiedenen   innern   Punkte  von   0^ 
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konvergiert,  g^  dann  im  ganzen  Bereich   *^  (nach  Entfernung   des 
Punktes  0)  gleichmäßig  konvergiert. 

In  der  Umgebung  von  0  sei 

9n  =  logy  +  rn+  »«(^7  y),         lim      ^ni^^  y)  =  0 . 
Dann  wird 

Daraus  erhellt,  a)  daß 

ist;  sowie  b)  daß  eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
die  Konvergenz  von  g^  in  ^^  darin  besteht,  daß  y^  bei  unbegrenzt 
wachsendem  n  einem  Grenzwerte  zustrebt.  Demgemäß  lassen  sich 
die  vorhin  schon  erwähnten  FäUe  I)  und  ü)  jetzt,  wie  folgt,  charak- 
terisieren: 
I)  lim  y^  existiert; 


11  =  00 


II)  lim  y^=  +  cx) . 


n  =  00 


Analysis  Situs})  Wir  betrachten  dreierlei  mehrblättrige  Bereiche  S, 
worunter  keine  Doppelflächen  auftreten,  und  zwar  sind  das 

a)  berandete  Flächen  der  erweiterten  Ebene  mit  einer  endlichen 
Anzahl  von  Blättern  und  Verzweigungspunkten.  Dabei  soU  der  Rand 
aus  einer  endlichen  Anzahl  analytischer  Kurven  bestehen,  welche  in- 
dessen nicht  geschlossen  zu  sein  brauchen,  sie  können  auch  als  Ein- 
schnitte auftreten.*)  Die  Verzweigungspunkte  sind  notwendig  von 
endlicher  Ordnung. 

Beispiele:  Die  vorstehenden  Flächen  <P„  sowie  die  zweiblättrige 
elliptische  Fläche  mit  Verzweigungspunkten  in  x-  =  +  1,  J^  2,  aus  deren 
einem  Blatte  die  Punkte  z,  wofür  |;sr|>  3  ist,  nun  entfernt  sein  sollen; 

1)  Die  hier  zur  Sprache  kommenden  Verhältnisse  sind  zum  ersten  Male 
von  Kiemann  in  der  Inauguraldissertation,  sowie  in  den  Abhandlungen  über 
Abelsche  Funktionen  erörtert  worden;  vgl.  hierüber  Neu  mann,  Ähelsehe  Inte- 
grale^ 2.  Aufl.,  1884,  7.  Kap.,  und  Appell  et  Goursat,  Fonctians  algehrxques^ 
Kap.  3  und  ö. 

2)  Sei  C  eine  durch  den  Punkt  z=^<x>  gehende  Kurve,  und  man  unterziehe 
die  2r- Ebene  einer  linearen  Transformation,  wodurch  C  in  eine  im  Endlichen 
gelegene  Kurve  C  übergeführt  wird.  Dann  heißt  C  regulär  (S.  160)  resp.  ana- 
lytisch, falls  C  es  ist. 
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b)  unberandete  nicht  geschlossene  Flächen  mit  Verzweigangspiink- 
ten  endlicher  Ordnung.  Dahei  hängt  das  n-te  Blatt  durch  eine  end- 
liche Anzahl  h  von  Yerzweigungspunkten  mit  seinen  Nachbarn  zu- 
sammen. Für  unsere  Zwecke  wird  k  für  alle  Werte  von  n  unter  einer 
festen  Zahl  bleiben,  doch  könnte  diese  Bedingung  füglich  aufgehoben 
werden.  Auch  könnte  man  Yerzweigungspunkte  unendlich  hoher  Ord- 
nung zulassen.  Wir  wollen  indessen  an  der  engeren  Forderung  fest- 
halten. Als  Beispiele  einer  solchen  Fläche  seien  die  Torstehende 
Grenzfläche  O^  sowie  die  einem  überall  endlichen  elliptischen  Integral 
entsprechende  Fläche  erwähnt; 

c)  algebraische  Flächen ,  d.  h.  geschlossene  Flächen  mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  Blättern  und  Yerzweigungspunkten. 

Yon  einer  solchen  Fläche  S  sagen  wir,  sie  hängt  einfach  zusammeny 
falls  sie,  wie  folgt,  beschaffen  ist.  Gehört  sie  zur  Klasse  a)^  so  soll 
sie  durch  jeden  Querschnitt  zerfallen.  Gehört  sie  dagegen  zur  Klasse  b) 
oder  c),  so  soll  sie  durch  jeden  Rückkehrschnitt  ^)  zerlegt  werden,  und 
zwar  soll  der  eine  der  beiden  dadurch  entstehenden  Teile,  falls  sie  zur 
Klasse  b)  gehört,  stets  zur  Klasse  a)  gehören  und  einfach  zusammen- 
hängen. 

Yermöge  der  in  Kap.  5,  §  6,  7  entwickelten  Sätze  und  im  An- 
schluß an  Neu  mann,  a.a.O.,  beweist  man  folgende  Theoreme. 

1)  Hängt  ein  Bereich  S  der  Klasse  a)  einfach  zusammen,  so 
besteht  sein  Rand  aus  einem  Stücke.  Durch  einen  Rückkehrschnitt 
wird  S  dann  in  zwei  Bereiche  zerlegt,  die  beide  zur  Klasse  a)  gehören, 
und  wovon  der  eine  einfach  zusammenhängt  und  lediglich  von  den 
Punkten  des  Schnittes  berandet  wird. 

2)  Sind  Sj,  S^  zwei  einfach  zusammenhängende  Flächen  der 
Klasse  a),  welche  ein  Stück  C  ihres  Randes  gemeinsam  haben,  indem 
sie  von  verschiedenen  Seiten  her  an  C  stoßen,  und  vereinigt  man  S^ 
und  5^2  längs  C,  aber  sonst  nirgends,  zu  einem  einzigen  Bereiche  S, 
so  hängt  auch  S  einfach  zusammen. 

3)  Ein  Bereich  S  der  Klasse  a)  läßt  sich,  falls  er  im  Endlichen 
liegt,  in  eine  endliche  Anzahl  von  Bereichen  ö  (Kap.  5,  §  9)  zerlegen. 
Hat  er  dagegen  den  Punkt  ^  =  00  zum  innern  oder  Randpunkt,  und 


1)  Die  Erweiterung  der  in  Kap.  5,  §  7  gegebenen  Definition  eines  Quer- 
resp.  Rückkehrscbnittes  liegt  hier  auf  der  Hand.  So  besteht  z.  B.  letzterer  aus 
einer  ganz  innerhalb  der  Fläche  gelegenen  einfachen  regulären  geschlossenen 
Kurve. 
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schneidet  mau  ihn  längs  eines  geeigneten  Kreises  |jef{»6^  in  allen 
Blättern  auf,  so  gilt  der  soeben  ausgesprochene  Satz  fQr  den  im  End- 
lichen gelegenen  Teil  der  also  resultierenden  Fläche^  während  die 
übrigen  Stücke  durch  die  Transformation  z'=^l/0  in  Bereiche  über- 
geführt werden,  welche  ihrerseits  in  eine  endliche  Anzahl  von  Be- 
reichen 6  zerfällt  werden  können. 

4)  Sei  Sj^  ein  einfach  zusammenhängender  Bereich  der  Klasse  a), 
dessen  Rand  im  Innern  einer  schlichten  Kreisfläche  K  liegt,  derart, 
daß  durch  Verschmelzung  von  S^  und  K  eine  geschlossene  Fläche  S 
der  Klasse  c)  entsteht.     Dann  hängt  auch  8  einfach  zusammen. 

Die  Flächen  <&„  des  gegenwärtigen  Paragraphen,  sowie  auch  die  Grenz- 
fläche O,  sind  offenbar  Beispiele  von  einfach  zusammenhängenden  Flächen. 

Abbildung  des  Bereiches  Ö>,  auf  einen  Kreis,  Vermöge  der  Green- 
schen  Funktion  g^  des  Bereichs  0^  und  der  zu  g^  konjugierten  Funk- 
tion h    wird  der  Bereich  0„  durch  die  Funktion 

ein-eindeutig  und  stetig,  und  im  aUgemeinen  konform  auf  den  Ein- 
heitskreis  |  ^  |  ^  1  abgebildet 
Der  Beweis,  daß  der  Ort 

aus  einer  oder  mehreren  regulären  Kurven  besteht,  gestaltet  sich  näm- 
lieh  genau  so,  wie  früher.  Daraus  setzt  man  dann  eine  auf  der  Fläche 
einfache  geschlossene  reguläre  Kurve  F  zusammen,  wodurch  denn  S 
in  zwei  Teile  zerlegt  wird,  wovon  der  eine  allein  durch  die  Punkte 
von  r  begrenzt  ist  und  einfach  zusammenhängt.  Ist  (a)  damit  noch  nicht 
erschöpft,  so  wird  es  entweder  einen  aus  einem  Teil  von  (a)  bestehenden 
Querschnitt  des  einen  dieser  beiden  Bereiche  oder  aber  einen  in  einem 
der  beiden  Bereiche  gelegenen  und  aus  einem  Teile  von  (a)  bestehen- 
den Rückkehrschnitt  geben.  In  jedem  dieser  Fälle  schließt  man  nun 
auf  die  Existenz  eines  Bereiches,  der  ganz  von  Punkten  von  (a)  be- 
grenzt wird  und  den  Punkt  0  nicht  enthält.  In  diesem  Gebiete  müßte 
also  durchweg  g^^  ^  sein.  —  Von  hier  aus  gilt  der  frühere  Beweis 
im  Falle  eines  schlichten  Bereiches  ungeändert. 

§  10.    Fortsetzung;   die  Abbildung  im  Falle  I. 

Ein  Hilfssatz,  Der  Beweis  des  Hauptsatzes  gründet  sich  auf 
einen  allgemeinen  Satz  der  Funktionentheorie,  den  wir  Hurwitz  zu 
verdanken  haben,  und  welchen  wir  nun  vorausschicken  wollen. 

Osgood,  Fanktionentheorie.  I.  2.  Aufl  46 
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Satz  von  Hnrwitz.')  In  einem  Bereiche  S  der  komplexen  g-Ehene 
sei  (p  {js,  n)  für  jeden  ganzzahligen  Wert  des  Parameters  n  eine  analy- 
tische Funktion  von  z^  welche  überdies  am  Bande  von  S  stetig  ist,*) 
Femer  möge  (p  (z,  n)  beim  Grenzübergange  n  =  cx)  gleichmäßig  konver- 
gieren; und  endlich  soll  die  Grenzfunktion: 

(p  (z)  =  lim  g)  (Zy  n) 

n=oo 

am  Bande  von  S  nicM  verschwinden.  Dann  stimmt  die  Anzahl  der  in 
S  befindlichen  Wurzeln  von  (p{z)  mit  derjenigen  der  Wurzeln  von  q>(e^  n) 
für  alle  über  einer  bestimmten  Grenze  gelegenen  Werte  von  n:  n^fi, 
überein. 

An  Stelle  des  schlichten  Bereichs  S  kann  auch  eine  meJirblättrige 
Biemannsche  Fläche  der  Klasse  a),  §  9,  treten,  Ist  dann  ein  Punkt 
g  =  oo  ein  innerer,  ein  Verzweigungs- ,  oder  ein  Bandpunkt,  so  scU 
(p(z,  n)  dort  im  ersten  Falle  analytisch,  im  zweiten  stetig,  und  im  dritten 
stetig  und  von  Null  verschieden  sein. 

Um  den  Kern  der  Schlußweise  deutlich  hervortreten  zu  lassen^ 
wollen  wir  den  Beweis  zuerst  bloß  für  den  Fall  eines  regulären  Be- 
reichs S  (vgl.  Kap.  2,  §  2)  führen,  und  dabei  außerdem  noch  voraus- 
setzen, daß  auch  q)\z,n)  =  cq)(z,n)/cz  stetige  Randwerte  annimmt 
und  in  S  gleichmäßig  konvergiert.^)  Die  Anzahl  der  in  Rede  stehenden 
Wurzeln  wird  dann  nach  Kap.  7,  §  11,  3.  Satz  durch  das  Integral: 

c  c 

gegeben,  wobei  die  Integration  in  positivem  Sinne  über  den  Rand 
von  S  zu  erstrecken  ist.    Nun  haben  wir 

(p{z,n)  =  (p(z)+  tny 

(f'iz,  n)  =  <3pT^)  +  S;, 
wobei 

bleibt,  sobald  nur  n  ^  /t  genommen  wird.    Nimmt  man  hier  €  kleiner 

1)  A.  Hurwitz,  Math.  Ann.,  Bd.  33  (1888),  S.  248. 

2)  An  Stelle  der  besonderen  Menge  a  =  n  mit  der  Häufungsstelle  a  =  oo 
kann  eine  beliebige  Menge  mit  der  Häufungsstelle  a  =  ä  treten,  ähnlich  wie  in 
Kap.  7,  §  5,  6.  Satz. 

3)  Wir  erinnern  daran,  daß  die  gleichmäßige  Konvergenz  der  Funktionen 
fp(Zy  n),  (p'(z,  ??)  im  abgeschlossenen  Bereiche  S  gleichbedeutend  mit  der  gleich- 
mäßigen Konvergenz  dieser  Funktionen  auf  dem  Rande  von  *S  ist. 
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als  der  Minimalwert  von  |<3p(^)|  am  Rande  von  S,  so  wird  (p(jSyn)  am 
Rande  nicht  verschwinden.  Aus  der  für  die  Randpunkte  von  S  ge- 
schriebenen Relation: 

^'(z,  n)  _  tp'iz)  ^  y  WC^  — y^^')gn 
\p  {z,n)        q>  {zj         tp  iz)  [9  {z)  +  ?J 

erkennen  wir  nun,  daß  die  Differenz  der  Werte  der  obigen  Integrale 
bei  geeigneter  Wahl  von  ii  weniger  als  1  beträgt.  Da  diese  Differenz 
aber  ganzzahlig  ist,  so  mu£  sie  eben  gleich  0  sein,  und  hiermit  ist 
der  Beweis  unter  den  genannten  Voraussetzungen  fertig. 

Treffen  jene  Annahmen  bzgl.  (p  {z,  n)  nicht  zu,  so  kann  man  den 
Bereich  S  immerhin  nach  dem  Satze  von  Kap.  5,  §  3  in  Teilbereiche  T^ 
entwickeln,  um  dann  ein  geeignetes  jT^  an  Stelle  von  S  treten  zu  lassen. 

Dann  wird  (p  {z)  am  Rande  von  T^  nicht  verschwinden.  Daß  aber 
auch  (p\z,  n)  in  Tj^  gleichmäßig  konvergiert,  beweist  man  dadurch,  daß 
man  (p  {z,  n)  im  Bereich  T^+i  durch  die  Cauchysche  Integralformel, 
S.  298,  darstellt. 

Der  Fall,  daß  der  Punkt  00  im  Innern  oder  am  Rande  von  S 
liegt,  bietet  nun  keine  Schwierigkeit. 

Endlich  läßt  sich  ein  Bereich  S  der  Klasse  a),  §  9,  in  eine  end- 
liche Anzahl  schlichter  Bereiche  und  mehrfach  überdeckter,  je  mit 
einem  Windungspunkte  ausgestatteter  Kreisscheiben  derart  zerlegen, 
daß  der  Satz  für  jeden  dieser  Bereiche  gilt. 

Beuek  des  Hauptsatzes.  Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  Fall  I)  vor- 
liegt, und  setzen 

lim^„  =  ^, 


nsoo 


WO  (a,  b)  einen  von  0  verschiedenen  Punkt  von  0^  bedeutet.  Da  so- 
wohl g^  als  auch  dgjrx  und  cgjdy  in  einem  beliebig  vorgegebenen  Be- 
reiche 0„^  nach  Entfernung  des  Punktes  0  und  der  Umgebungen  der 
Verzweigungspunkte  gleichmäßig  konvergieren,  vgl.  Kap.  13,  §  4,  12. 
u.  11.  Satz,  1.  Zusatz  —  man  bedenke  doch,  daß  C&^  schließlich  ganz 
innerhalb  O^.  zu  liegen  kommt,  so  bald  nur  w'>  m  passend  gewählt 
wird  — ,  so  wird  ein  Zweig  von  h^  in  einem  einfach  zusammenhängen- 
den den  Punkt  0  nicht  im  Innern  enthaltenden  Teil  S  von  O^  ebenfalls 

gleichmäßig  konvergieren,    und   die   Grenzfunktion  h  wird  zu  g  kon- 

46* 
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jugiert  sein: 

n  =  oo     *  J  ^y  ^     dX      ^ 


(a,  6) 


Wir  zerlegen  jetzt  ä>^  nach  dem  3.  Satze^  S.  720,  in  eine  end- 
liche Anzahl  einfach  zusammenhängender  Bereiche^  wovon  keiner  den 
Punkt  0  im  Innern  enthält.  In  jedem  davon  konvergiert  dann  ein 
Zweig  der  Funktion 

gleichmäßig.    Hieraus  erkennt  man,  daß  die  in  ^^  eindeutige  analy- 
tische Funktion 

(1)  t^  =-  e-^n-'*n 

gleichmäßig  gegen  eine  auch  in  (P^  analytische  Grenzfunktion 

(2)  ^  =  6-^-'* 

konvergiert. 

Ich  behaupte  nun:  die  Funktion  t  nimmt  niemals  den  gleichen 
Wert  A  in  zwei  getrennten  Punkten  P  und  Q  der  Fläche  O  an.  Im 
andern  Fall  sei  O^  eine  Fläche ;  welche  P  und  Q  im  Innern  umfaßt. 
Sollte  t  den  Wert  A  auch  am  Rande  von  0,^  annehmen  ^  so  ändere 
man  0,n  in  der  Nähe  solcher  Punkte  ein  wenig  ab^  damit  dieser  Übel- 
stand vermieden  wird.  Im  abgeänderten  Bereiche  genügt  nun  die 
Funktion 

allen  Bedingungen  des  Hurwitzschen  Satzes.    Demnach  hat  sie  für  ge- 
nügend große  Werte   von  n  dieselbe  Anzahl  von  NullsteUen  in  Ö>m, 

wie  die  Funktion 

t-A. 

Nun  nimmt  aber  t^  einen  Wert  höchstens  einmal  an.    Hiermit  ist  man 
zu  einem  Widerspruch  geführt,  und  die  Behauptung  ist  erwiesen. 

Es  hat  sich  also  ergeben,  daß  die  Grenzfläche  ^  vermöge  der 
Funktion  (2)  auf  einen  schlichten,  innerhalb  des  Einheitskreises  |  / 1  <  1 
gelegenen  Bereich  ein-eindeutig  und  stetig,  und  im  allgemeinen  kon- 
form abgebildet  wird.  Ob  dieser  Bereich  indessen  das  ganze  Innere 
des  Kreises  ausfüllt,  tritt  durch  die  vorausgehenden  Entwicklungen 
nicht  zu  Tage.  Wir  wissen  aber,  daß  er  nachträglich  auf  einen  Voll- 
kreis konform  bezogen  werden  kann,  vgl.  §  1.  Daraus  erkennt  man, 
daß  die  Fläche  ^>  doch  vermöge  einer  Funktion 
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auf  das  Innere  des  Einheitskreises  |  ^  |  <  1  ein-eindeutig  und  stetige 
und  im  allgemeinen  konform  bezogen  werden  kann.  Dabei  geht  w 
ebenfalls  in  eine  eindeutige  Funktion  if(t)  über^  welche  im  Bereiche 
I  ^  I  <  1  keine  anderen  Singularitäten  als  Pole  aufweist.  Hiermit  ist 
denn  das  vorgelegte  algebraische  Gebilde  vermöge  der  Funktionen 

z^q){i),         w^tit),         \t\<l 
uniformisiert. 

Daß  (p(t)y  tl;(t)  in  der  Tat  automorphe  Funktionen  sind,  d.  h.  daß 
sie  lineare  Transformationen  in  sich  zulassen,  erhellt  daraus,  daß  die 
Fläche  O  konforme  Transformationen  in  sich  gestattet,  indem  man 
ein  Blatt,  etwa  T^,  des  ersten  Komplexes  <&^  auf  das  entsprechende 
Blatt  des  zweiten  Komplexes  projiziert.  Dem  entspricht  eine  Trans- 
formation des  Kreisinnem  auf  sich  selbst,  welche  ausnahmslos  ein- 
eindeutig und  konform  ist.  Nach  §  1,  Ende,  kann  aber  eine  solche 
Transformation  nur  eine  lineare  sein. 

Die  hiermit  erhaltene  Funktion  q>(t)  hat  übrigens  den  Einheits- 
kreis zur  natürlichen  Grenze.  Im  andern  Falle  würde  man  nämlich 
(p(t)  bis  an  einen  Punkt  t  =  tf^  dieses  Kreises  analytisch  fortsetzen  können. 
Das  würde  aber  zu  einem  Punkte  Zq  der  Fläche  0  führen,  in  welchem 
die  Greensche  Funktion  g  verschwände,  und  das  triflFb  eben  nicht  zu. 


§  11.    Der  KoebeBChe  Satz. 

Der  FaU  II)  von  §  9 :  lim  y^  =  oo ,  subsumiert  sich  unter  einem 

n  =00 

sehr  allgemeinen  Satze,  den  Koebe^)  bewiesen  hat.  Koebe  betrachtet 
eine  unendliche  Folge  von  Bereichen  ^j,  ^j,  •••,  welche  folgender- 
maßen beschaffen  sind. 

a)  0^  gehört  zur   Klasse  a),   §  9,  und  hängt  außerdem  einfach 
zusammen. 

b)  Jeder   innere  Punkt   von   <&„  ist  auch  als   innerer  Punkt  in 
On  +  i  enthalten. 

Sei  (P  =  lim  0^  die  Grenzfläche,  d.  h.  eine  Fläche,  welche  jeden 
Bereich  O^  enthält,  während  andererseits  ein  beliebiger  Punkt  P  von 


1)  Koebe,  Math,  Ann.,  Bd.  67  (1909)  S.  146.  Die  in  der  Folge  abgeleiteten 
Resultate,  sowie  die  Fallunterscheidung  von  §  9,  B),  rühren  von  Eoebe  her,  und 
auch  die  Beweismethoden  sind  im  wesentlichen  in  seinen  Arbeiten  enthalten.  In 
den  Einzelheiten  der  AusfCihrung  weicht  aber  die  gegenwärtige  Darstellung  von 
der  Eoebe  sehen  ab. 
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0  in  einem  bestimmten  O^  vorkommt.    Dann  hängt  0  auch  einfach 
zusammen. 

Für  den  Bereich  O^  läßt  sich  die  Existenz  der  Greenschen  Funk- 
tion g^f  deren  Pol  in  einem  inneren  Punkte  0:  o;  =  0,  y  ■=«  0,  von 
$1  liegt,  in  derselben  Weise  feststellen,  wie  in  dem  §  9  behandelten 
besonderen  Falle.    In  der  Nähe  von  0  sei  • 


ffn-^Og    r    +rn+^n{^,    V)  7 


wo  cö^  sich  in  0  harmonisch  verhält  und  dort  verschwindet. 

Satz  von  Koebe.    Ist  lim  y^«=  -h  cx>,  so  läßt  sich  0  ein-eindeutig 

n  =  oo 

und  stetig,  und  im  allgemeinen  konform  auf  die  ganze  endliche  Ebene 
abbilden. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  beruht  auf  einem  Abbildungssatze, 
welchen  wir  jetzt  entwickeln  wollen.  Letzterer  Satz  spielt  auch  bei 
den  Untersuchungen  von  Koebe  über  die  Uniformisierung  algebrai- 
scher Gebilde  vermöge  automorpher  Funktionen  des  Schottky sehen 
Typus  eine  wichtige  Rolle. 


§  12.    Ein  Abbildungssatz. 

Sei  S  ein  schlichter,  endlicher  oder  unendlicher,  einfach  zusammen- 
hängender Bereich  der  ^-Ebene,  0:  z  =  0  ein  innerer  Punkt  desselben, 


Flg.  157. 


und  g  die  Greensche  Funktion  von  S,  deren  Pol  in  0  liegt.  Was 
den  Kand  von  S  anbetrifft,  so  genügt  es  wohl  für  die  Anwendungen 
vorauszusetzen,  daß  er  aus  einer  endlichen  Anzahl  analytischer  Kurven 
besteht.    Setzt  man 


§  12.    Ein  AbbildungBsatz.  727 

^  =  log  -i-  +  y  +  cii{x,  y),  lim  (o^{x,  y)  =  0; 

^  x-0,yaO 

wo  h  die  zu  ^  konjugierte  Funktion  bedeutet,  so  wird  S  vermöge  der 
Funktion 

auf  den  Einheitskreis   der   f-Ebene   abgebildet.     Dabei   hat   das   Ver- 
größerungsverhältnis im  Punkte  0  den  Wert 

ir(0)i=e-)'. 

Anstatt  den  Bereich  S  auf  den  Einheitskreis  zu  beziehen,  be- 
trachtet Koebe  die  Abbildung  von  S  auf  einen  Kreis 

t   <Q, 

wobei  das   Vergrößerungsverhältnis  im  Punkte    0  jetzt  den  Wert  1 
hat.    Diese  Abbildung  wird  offenbar  durch  die  Funktion 

geleistet,  woraus  auch  erhellt,  daß 

(1)  Q  =  er 

ist. 

Endlich  werde  die  kürzeste  Entfernung  eines  Randpunktes  des 
Bereichs  S  vom  Punkte  0  mit  d  bezeichnet. 

1.  Satz.^)  Sei  k  eine  beliebige  positive  Größe,  und  man  betrachte 
alle  diejenigen  Bereiche  S,  wofür  rf  ==  A  ist.  Für  diese  Bereiche  genügt 
der  zugehörige  Wert  von  g  der  Bdation: 

ti'o  f  eine,  die  Einheit  übertreffende  numerische  Konstante  bedeutet. 

Behufs  des  Beweises  zeigen  wir,  a)  daß  X  der  Minimalwert  von 
Q  ist,  b)  daß  Q  eine  obere  Grenze 

besitzt;  c)  daß 

ist,  wo  f  >  1  eine  numerische  Konstante  bedeutet. 

1)  Koebe  stellt  die  Existenz  einer  oberen  Grenze  der  Radien  q  fest,  be- 
stimmt aber  nicht  die  Abhängigkeit  derselben  von  l.  Für  die  absolute  Kon- 
stante !  wäre  der  Name,  die  Koebe  sehe  Konstante  eine  passende  Bezeichnung. 
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ad  a)  Daß  q  den  Wert  X  wirklick  annimmt,  erhellt  sofort^  indem 
man  als  Bereich  S  den  Kreis  |  jer  {  <  A  nimmt,  wof&r  denn  J  «  Jl  und 

ist. 

Ist  nun  S  irgend  ein  anderer  der  bewußten  Bereiche,  so   bilde 

man  die  Ghreensche  Funktion  G  des  Kreises  K\  \z\<^d^  Xy  deren 

Pol  in  0  liegt: 

G  =  logy  =  log  J-+r,         r-logA. 

Dann  ist  die  Funktion  g  —  G  in  K  harmonisch^),  und  femer  ist 

0  '^g  —  G    am  Rande  von  Ky 

wobei    übrigens    das    untere   Zeichen    nicht   durchweg   gelten    kann. 

Daher  ist 

0  <Cg  —  G     im  Innern  von  K, 

woraus  nun  folgt,  daß 

lim     (g^G)^y-  r>0 
ist.    Darum  ist 

e^  <  e^,         oder     X  <.  q,  w.  z.  b.  w. 

ad  b)  Sei  z  ^  a,  '  a  |  =  rf  =»  A,  ein  Randpunkt  von  S,  und  man 
ziehe  die  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche  heran,  deren  Blätter  bloß 
in  den  beiden  Verzweigungspunkten  z  =  a  und  z  =  oo  zusammen- 
hangen, vgl.  Fig.  157.  Wir  denken  uns  S  im  ersten  Blatte  dieser 
Fläche  gelegen,  und  heben  aus  dem  zweiten  Blatte  derselben  den 
Kreis  \z\  <iX  fort.  Sei  G  die  Greensche  Funktion  der  resultierenden 
Fläche,  und  sei  der  im  ersten  Blatte  gelegene  Punkt  0 :  j?  =  0  deren 
Pol.    In  der  Nähe  von   0  sei  ferner 

wo  lim  tö  {x,  y)  =  0  ist.    Dann  wird  die  Funktion  G  —  g  im  Bereiche 

j:  =  0,  y  =  0 


1)  Diese  Funktion  hat  zwar  in  0  eine  hebbare  Singularität.    Wir  denken 
uns  aber  die  Funktion  in  diesem  Punkte  durch  ihren  Grenzwert: 

lim     {g  —  G) 

erklärt. 

Eine  ähnliche  Bemerkung  bezüglich  der  Funktion  (o^{Xy  y)   wäre    vorhin 
auch  am  Platze  gewesen. 
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S  harmonisch^)  sein^  und  außerdem  wird 

0  <  G  —  g    am  Rande  von  S, 
wobei  das  untere  Zeichen  nicht  durchweg  gilt.    Daher  ist 

0  <,  G  —  g    im  Innern  von  S, 
woraus  nun  folgt,  daß 

lim     (G~5r)  =  r-y>0 

z  =  0,  y  =  0 

ist.    Darum  ist 

e^  <  e^\    oder    q  <e^\ 

Die  Zahl  e^  hängt  aber  von  S  nicht  ab.  EUermit  ist  die  Existenz 
einer  oberen  Grenze  22  für  q  festgestellt.  Diese  ist  eine  Funktion  von 
l  und  werde  mit  xW  bezeichnet: 

Ob  die  obere  Grenze  fiir  einen  bestimmten  Bereich  wirklich  erreicht 
wird  und  somit  zum  Maximum  wird,  bleibt  dahingestellt.*) 

ad  c)  Seien  A^  und  X^  >  X^  irgend  zwei  Werte  von  Jl,  und  seien 
Dann  können  wir  zeigen,  daß 

ist,  woraus  dann  folgt,  daß  x  (A)  =  (RJXq)  k  ist. 

Gibt  es  einen  dem  Werte  X^  entsprechenden  Bereich  8^  der 
;8f-Ebene,  wofür  q^  die  obere  Grenze  JRq  wirklich  erreicht,  so  sei  S^ 
derjenige  Bereich  der  ^ '-Ebene,  welcher  durch  die  Transformation 

z  ^^  z 

aus  Sq  hervorgeht.    Dann  entspricht  S^  dem  Werte  X^,  und  die  zu- 
gehörige Zahl  Q  hat  den  Wert 

Hiernach  ist  sicher 

1)  Man  yergleiche  die  vorstehende  Anmerkung. 

2)  Hierüber  vergleiche  man  eine  Bemerkung  von  Eoebe,  a.  a.  0.,  S.  210,  Anm. 
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Würde  ntiYi  das  obere  Zeichen  gelten^  so  müßte  es  einen  be- 
stimmten dem  Werte  >l  =  A^  entprechenden  Bereich  S^  der  «'-Ebene 
geben,  wofür 

ist.    Führt  man  jetzt  S^  vermöge  der  Transformation 

in  einen  Bereiche  S^  der  ;er-Ebene  über,  so  wird  für  Sq 

sein,  und  hiermit  stößt  man  auf  einen  Widerspruch. 

Wird  dagegen  die  obere  Grenze  Bq  nicht  erreicht,  so  wird  man 
Sq  immerhin  so  annehmen  können,  daß 

9o  >  ^0  ~  ^ 

wird,  wo  e  eine  beliebig  kleine  vorgegebene  positive  Zahl  bedeutet. 
Dann  wird  vermöge  der  ersten  Transformation,  z'^{k^lk^By  aus  S^ 
ein  Bereich  S^  entstehen,  wofür 

Qi  =  i  Qo  £  ^1 
ist.    Mithin  wird 

Hier  sind  Xq,  k^,  Rq,  R^  unabhängig  von  s,  folglich  muß 

^^^  7?  <  R 

sein.    Von  hier  ab  wiederholt  sich  die  frühere  Schluß  weise.     * 

Der  soeben  bewiesene  Satz  läßt  sich  noch,  wie  folgt,  aussprechen. 

2.  Satz.  Die  Konstanten  y  und  d  eines  Bereichs  S  sind  an  die 
Belationen  geknüpft: 

i)  log  d ^y  <  log  d  +  log  f ; 

odet'y  anders  geschrieben: 

ii)  -J-  ey<:d<  er. 


§13.   Beweis  dea  Hauptsatzes. 
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§  13.    Beweis  des  Hauptsatzes. 

Die  Bereiche  SJ^^l    In  §  9   ist  gezeigt  worden,  daß  sich  der  Be- 
reich ^^  vermöge  der  Greenschen  Funktion 


9n-^og  l  +  y„  +  o«(^,  y), 


wo  lim  (o^  {Xy  y)  -=  0  ist,  ein-eindeutig  und  stetig,  und  im  allgemeinen 

ar  =  0,  y  =  0 

konform  auf  den  Einheitskreis  der  ^-Ebene  abbilden  läßt.  Indem  wir 

ihn  jetzt  statt  dessen  auf  einen  Kreis  \i\<i  Q^  beziehen,  derart  daß 

das  Vergrößerungs Verhältnis  —  oder  vielmehr  dtjdz  —  im  Punkte 
z  =  0  den  Wert  1  hat,  wird 

Legen  wir  n  einen  festen  Wert  w  =  ?' 
bei  und  bezeichnen  wir  den  Kreis 

\t\<Q^=.eyy     mit  S^ , 

so  werden  zugleich  durch  diese  Ab- 
bildung die  Bereiche  ^„,  w  <  v,  auf 
Bereiche  S^^")  (S^^")  =  SJ  bezogen,  wel- 
che ineinander  eingeschachtelt  liegen. 
Und  nun  behaupte  ich,  daß  die 
Greensche  Funktion  des  Bereichs  SJ^\ 
w  <  v: 

^,(«)  =  log^  +  y,(«)  +  (ö/»)(:r',  y), 


Fig.  168. 


t  =  x+iy,        r«=    t 
dieselbe  Konstante  yj^"^  hat,  wie  die  Greensche  Funktion  g^  des  Bereichs  O^: 

fv  fn' 

In  der  Tat  werde  O^  auf  den  Einheitskreis  Ä  :  1 1<;  j  =  1  vermöge 
der  Funktion 

w  =  F{0),        F(0)  -  ü,        F\0)  =  e-rn 
abgebildet.     Femer  werde  <D^  auf  S^^"*^  mittels  der  Funktion 

t^G{z),        G(0)  =  0,        G'(0)-1 
bezogen.     Und  endlich  soll  S^"^^  in  ft  durch  die  Funktion 
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übergeführt  werden.     Dann  ist 

DemgemäB  wird 

F'{e)  =  H'(G{g))G'Q,). 

Setzt  man  in  dieser  letzten  Relation  z  ==  0,  so  kommt: 

also  y^  =  y^^*\  w.  z.  b.  w. 

Auf  Grund  dieser  Erkenntnis  nebst  dem  letzten  Satze  von  §  12 
können  wir  jetzt,  wie  folgt,  weiter  schließen.  Einer  beliebig  großen 
positiven  Zahl  D  entspricht  nach  Voraussetzung  eine  natürliche  Zahl 
m,  derart  daß 

wird.    Bezeichnet  man  nun  mit  K  den  Kreis  der  ^Ebene:   \t\<^Dj 
und  nimmt  man  v  >  w,  so  wird  jenem  Satze  zufolge 


d> 


gXm 


WO  d  die  geringste  Entfernung  eines  Randpunktes  von  S}^^  vom 
Punkte  ^  =  0  bedeutet,  und  daher  wird  jeder  Bereich  5,/"^,  w  <  n  ;^  r, 
defi  Kreis  K  im  Innern  eyithalten. 

Der  Beweis.  Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  nunmehr 
zum  eigentlichen  Beweise  des  Koebeschen  Satzes  von  §11  über.    Sei 

die  Funktion,  welche  ^^  auf  den  Kreis 

abbildet.  Hinsichtlich  dieser  Funktion  wollen  wir  nun  folgendes  be- 
weisen : 

Sei  S  ein  beliebiger  Bereich,  welcher  nebst  seinem  Rande  innerhalb 
der  Grengfläche  O  liegt  Dann  konvergiert  fniß)  gleichmäßig  in  S.  Es 
werde 

Ihn  f„{z)  =  f(z) 

n  =  00 

gesetzt. 

Durch  die  FunJdion 

t  =  f(z) 


§  13.  Beweis  des  Hauptsatzes.  733 

tmrd  die  Greneflädie  <&  ein-eindeutig  und  stetig,  und  im  allgemeinen 
konform  auf  die  ganze  eigentliche  Ebene  abgebildet 

Wir  bilden  ims  zunächst  die  Funktion 

und  zeigen,  " 

a)  daB  F^  (z)  im  Bereiche  S  gleichmäßig  konvergiert,  —  sollte  S 
den  Punkt  0  umfassen,  so  soll  dieser  ja  erst  aus  S  entfernt  werden,  — 

b)  daß  der  Wert  der  Grenzfunktion  F{z)  außerhalb  $^  gleich- 
mäßig gegen  0  abnimmt. 

ad  a)  Sei  s  eine  beliebig  kleine  positive  Große  und  sei  O^  ein 
Bereich,  welcher  S  umfaßt.  Dann  soll  bewiesen  werden,  daß  es  eine 
natürliche  Zahl  m^q  gibt,  derart,  daß  im  Bereiche  9^ 

\F,.iz)-F,(B)\<B 

bleibt,^)  sobald  nur  v,  v'  ^  m  sind. 

Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  eine  Zahl  D  =  2/f  an  und  bestimmen 
die  dazu  gehörige  Zahl  m,  die  im  übrigen  ^  q  genommen  werde. 

Sei  1/  >  m  eine  beliebige  Zahl,  und  man  bilde  den  Bereich  <t>, 
auf  den  Kreis  S^  ab.  Ist  n  an  die  Bedingung  geknüpft:  m^n^v^ 
so  wird  der  Rand  C/**)  von  S}^^  außerhalb  K  liegen. 

Andererseits  geht  dabei  die  Funktion  F^  (z)  in  1/t  über,  und  da  nun 


.  !  =  ^         ist,  so  wird         I  -r 


sem.  " 

Kehrt  man  jetzt  zum  Bereich  0^,  n'^m,  zurück,  so  ergibt  sich, 
daß  am  Rande  F.  desselben 


(1)  ;^,W;i-<2- 


ist,    wobei   also   n   und   v   zwei    beliebige,    bloß    an    die   Bedingung 
m  ^n  ^v  geknüpfte  Zahlen  sind. 
Hieraus  folgt,  daß  die  Relation 

\F,.(z)-F,{s,)\<s 

zunächst  am  Rande  von  O^,  sodann  aber  nach  Aufgabe  2,  S.  623  im 
ganzen  Innern  von  <P,,  also  auch  insbesondere  in  S,  gilt,  und  damit 
ist  der  in  Aussicht  genommene  Beweis  geliefert. 

1)  Es  sei  ein  für  allemal  bemerkt,  daß  wir  uns  die  Definition  einer  Funk- 
tion in  einer  hebbaren  Singularität  durch  den  Grenzwert  der  Funktion  an  dieser 
Stelle  ergänzt  denken. 
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ad  b)  Läßt  man  in  (1)  v  unendlich  werden,  so  findet  man: 

(2)  ,F(ir)|,.^<-*,        m£n. 

Sei  nun  /  ein  beliebiger  Punkt  von  <P,  welcher  außerhalb  <&^  liegt. 
Dann  ist 

In  der  Tat  nehme  man  n^m'  so  an,  daß  O^»  diesen  Punkt  im 
Innern  einschließt.  Dann  wird  F(e)  nach  (2)  am  Rande  desjenigen 
Teils  von  Ö>,  welcher  zwischen  F^  und  F^,  liegt,  absolut  genommen,  den 
Wert  s/2  nicht  übersteigen,  darum  gilt  dasselbe  auch  im  Innern  dieses 
Bereichs,  also  insbesondere  im  Punkte  e\  w.  z.  b.  w. 

Jetzt  sind  wir  in  der  Lage  die  gleichmäßige  Konvergenz  der 
Funktion  f^i^)  in  S  nachzuweisen.  Da  F{z)  sicher  nicht  identisch 
verschwindet,  und  da  femer  der  Eand  von  S  im  Innern  von  *  liegt, 
so  wird  F(z)  höchstens  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Randpunkten 
verschwinden.  Man  kann  also  S  nötigenfalls  durch  einen  umfassenderen 
Bereich  ersetzen,  an  dessen  Rand  F  die  Funktion  F(z)  überhaupt 
nicht  verschwindet.  Sei  M  der  Minimalwert  von  |i^(^)|  längs  JT. 
Dann  ist  Jfef  >  0. 

Zur  gleichmäßigen  Konvergenz  von  f^(z)  in  S  genügt  die  gleich- 
mäßige Konvergenz  von  f^i^)  am  Rande: 

Nun  ist  aber 
Darum  ist  längs  F: 

und  hiermit  ist  der  Beweis  des  ersten  Teiles  des  Satzes  erbracht. 
Daß  die  Grenzfunktion 

einen  Wert  A  nicht  mehr  als  einmal  in  ^  annimmt,  wird  mit  Hilfe 
des  Hurwitzschen  Satzes  gerade  so  gezeigt,  wie  früher  im  Falle  I), 
S.  724,  woraus  denn  folgt,  daß  das  Abbild  von  <2>  ein  schlichter  Be- 
reich T  der  ^- Ebene  ist.  Mit  Rücksicht  auf  die  Eigenschaft  b)  der 
Funktion  F{z)  erkennt  man  auch,  daß  T  keinen  endlichen  Randpunkt 
haben  kann,  und  der  Beweis  ist  nun  fertig. 
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Wie  am  Ende  von  §  10,  so  schließt  man  auch  hier  auf  den 
automorphen  Charakter  der  durch  die  Abbildung  der  Grenzfläche  O 
auf  die  ^Ebene  definierten  Funktion 

nur  wird  hier  durch  jede  Substitution  der  automorphen  Gruppe  die 
ganze  endliche  Ebene  in  sich  transformiert.  Die  dabei  möglichen 
Gruppen  umfassen  zunächst  die  zu  den  doppeltperiodischen  Funktionen 
gehörigen,  wofür  also  ein  Fundamentalbereich  aus  einem  Perioden- 
parallelogramm besteht.  Hiermit  sind  sie  aber  auch  erschöpft.  Denn 
die  Funktion  q}(t)  kann  nicht  einfach  periodisch  sein,  da  ein  Funda- 
mentalbereich der  Gruppe  im  Endlichen  liegt;  und  fernerhin  läßt  sich 
zeigen,^)  daß  alle  anderen  in  Betracht  kommenden  Gruppen  elliptische 
Substitutionen  umfassen,  woraus  dann  folgen  würde,  daß  die  Beziehung 
der  vorgelegten  Fläche  zur  ^-Ebene  nicht  stets  im  Kleinen  ein-ein- 
deutig  ist. 

Hieraus  erkennt  man,  daß  der  Fall  II)  von  §  9  lediglich  auf  die 
Gebilde  vom  Geschlecht  jp  =  1  führt.  Dazu  treten  noch,  dem  in  §  9 
ausgenommenen  Falle  entsprechend,  die  im  nachfolgenden  Paragraphen 
zu  besprechenden  Gebilde  j>  =  0. 

Das  Einheitliche  an  den  Fallen  I),  II).  Wenn  die  Beweismethoden 
in  diesen  beiden  FäUen  auch  wesentlich  voneinander  verschieden  waren, 
so  kann  man  doch  die  Ergebnisse  unter  einen  einheitlichen  Gesichts- 
punkt bringen,  indem  man  auch  im  Falle  I)  darauf  verzichtet,  die 
Flächen  ^^  auf  den  Einheitskreis  abzubilden  und  sie,  so  wie  im 
Falle  II),  auf  den  Kreis  \t   <  q^^  e^^^  bezieht.    Sei 

die  dazu  gehörige  Funktion.    Dann  können  wir  sagen: 

Sowohl  im  Falle  I)  als  im  Falle  H)  konvergiert  f^  (z)  mit  wach- 
sendem n  gegen  einen  Grenzwert  f{z).  In  beiden  Fällen  wird  die 
Grenzfläche  O  ein-eindeutig  und  stetig,  and  im  allgemeinen  konform  auf 
denjenigen  Teil  T  der  i- Ebene  bezogen,  welche  durch,  die  ständig  wach- 
senden Kreise    t<,Q^  ausgefegt  wird. 

Im  Falle  I)  strebt  q„  einem  Grenzwerte  zu,  und  dementsprechend 


1)  Fricke-Klein,  Automorphe  Funktionen^  Bd.  1,  S.  222,  sowie  Koebe, 
Math,  Ännalen,  Bd.  67  (1909),  S.  164.  —  In  §  14  wird  noch  ein  anderer  Beweis 
gegeben,  welcher  der  zitierten  Resultate  entbehrt. 
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besidU  T  aus  dem  Kreise 

in<lim(i.. 

Im  FäUe  II)  wird  lim  (»^=  oOy  wobei  nun  T  sich  auf  die  ganze 
eigentliche  Ebene  erstreckt. 

§  14.    Nachtrag;  der  Fall  einer  gesohlossenen  Fl&ohe. 

Wir  haben  von  vomherein  den  Fall  ausgenommen,  daß  der  Rand 
der  Fläche  9^  (oder  auch  derjenige  einer  späteren  <PJ  ganz  eingeht 
In  dem  Falle  würde  man  zu  einer  geschlossenen  Fläche  0  der  Erlasse  c) 
geführt.  Und  nun  braucht  man,  um  Anschluß  an  den  soeben  behandelten 
allgemeinen  Fall  zu  erreichen,  bloß  das  letzte  Blatt  von  O  mit  einem 
Rande  zu  versehen,  indem  man  etwa  um  einen  gewöhnlichen  Punkt 
z  ^  a  desselben  einen  Kreis  \z  —  a\  =  c  legt,  welcher  dann  noch  so 
eingeschränkt  wird,  daß  er  keine  Singularität  der  Flache  enthält. 
Versteht  man  nun  unter  0^  die  Fläche,  die  zurückbleibt,  wenn  man 
aus  dem  genannten  Blatte  von  O  die  Punkte  des  Kreises  \z  —  a\  <Z  c/n 
forthebt,  so  hängt  0^  einfach  zusammen.     Sei 

9n  =  log  ~  +  yn+  ^ny  ^^   ^n  =  ^7 

die  zugehörige  Greensche  Funktion.     Dann   läßt  sich  die  im  vorher- 
gehenden entwickelte  Theorie  auch  hier  anwenden.     Demgemäß  ist 

yn<rn+i' 

Würde  nun  y„  bei  wachsendem  n  gegen  einen  Grenzwert  kon- 
vergieren, so  ließe  sich  die  Grenzfläche  0,  welche  hier  doch  aus  0 
mit  Ausnahme  des  einen  Punktes  z  =^  a  besteht,  ein-eindeutig  und 
stetig  und  im  allgemeinen  konform  auf  den  Einheitskreis  der  <- Ebene 
abbilden.  Insbesondere  müßte  dann  Zy  als  Funktion  von  t  betrachtet, 
längs  des  ganzen  Randes  jenes  Kreises  sich  dem  Randwert  a  stetig 
anschließen,  was  zu  einem  Widerspruch  führt. 

Hieraus    erkennen  wir,    daß   lim  T'^  ==  +  oo   wird  und   schließen 


n  =  00 


somit,  daß  die  Grenzfläche  O  vermöge  der  wie  vorhin  definierten 
Funktion  t  =  f{z)  auf  die  ganze  endliche  /-Ebene,  also  die  geschlossene 
Fläche  Cf>  auf  die  erweiterte  Ebene,  eineindeutig  und  stetig  und  im  all- 
gemeinen konform  abgebildet  werden  kann.  Dabei  wird  Zj  sowie  auch  tc 
rational  von  t  abhängen. 
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Umgekehrt  umfaßt  dieser  Fall  aber  aucli  alle  Gebilde  vom  Ge- 
schlecht jp  =  0,  wie  wir  nun  streng  beweisen  wollen. 

Begründung  der  Klassifikation  von  §  8.  In  der  Tat  ist  die  Klassi- 
fikation a),  b),  c)  von  §  8  eine  im  Wesen  der  Sache  begründete,  in- 
dem ein  und  dasselbe  algebraische  Gebilde  niemals  unter  zwei  ver- 
schiedene dieser  Rubriken  fallen  kann.  Würde  sich  z.  B.  ein  solches 
Gebilde  sowohl  durch  doppeltperiodische  Funktionen 

als  auch  durch  automorphe  Funktionen  mit  Grenzkreis, 

(2)  «=*a),    «'  =  '■^(0, 

uniformisieren  lassen,  so  sei  Zq  eine  gewöhnliche  Stelle  der  dazu  ge- 
hörigen Riemannschen  Fläche  F,  und  seien  ^q,  f^  zwei  entsprechende 
Werte  der  Parameter.  Durch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  wird  dann 
eine  Funktion  £  von  t  zunächst  in  der  Umgebung  von  t  =  t^  definiert, 
welche  sich  daselbst  analytisch  verhält  und  im  Punkte  t  =  tQ  den 
Wert  S;  =  ^0  annimmt.  Und  nun  erkennt  man,  daß  diese  Funktion 
sich  über  die  ganze  endliche  ^ -Ebene  analytisch  fortsetzen  läßt. 

Wäre  dem  nämlich  nicht  so,  so  sei  \t  —  tQ\  <,  Q  ein  Kreis,  in 
welchem  die  genannte  Funktion  sich  analytisch  verhält,  auf  dessen 
Rand  aber  ein  singulärer  Punkt  t  =  t^  sich  befindet.  Man  lasse  t  den 
Radius  {(q,  t^)  von  t^  aus  beschreiben.  Dann  durchläuft  e,  der  Rela- 
tion (1)  zufolge,  einen  Weg  auf  JP,  der  zu  einem  bestimmten  Punkte  0^ 
hinführt.  Dementsprechend  beschreibt  auch  g  auf  Grund  der  Glei- 
chung (2)  einen  Weg,  der  zu  einem  bestimmten  Punkte  g^  hinführt. 
Nun  wird  aber  die  Umgebung  von  js^  auf  F  einmal  durch  (1)  auf 
die  schlichte  Umgebung  von  ^j,  dann  aber  durch  (2)  auf  die  schlichte 
Umgebung  von  gj  abgebildet.  Demnach  wird  eine  Funktion  f  von  t 
durch  (1)  und  (2)  in  der  Umgebung  von  t  ^  t^  definiert,  welche  sich 
dort  analytisch  verhält  und  im  Punkte  i^  den  Wert  ^^  annimmt,  und 
zwar  werden  durch  diese  Funktion  aUe  Wertepaare  (g,  t)  erschöpft, 
die  durch  (1)  und  (2)  einander  zugeordnet  werden  und  zugleich  an 
die  Relationen 

geknüpft  sind,  wobei  A,  k  zwei  geeignet  gewählte  positive  Zahlen 
bedeuten. 

Dieses  Ergebnis  verstößt  aber  gegen  die  Voraussetzung,  daß  jene 
frühere  Funktion  ^,   welche    doch   längs    eines   Teiles   des   bewußten 
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Radius  mit  der  gegenwärtigen  Funktion  übereinstimmt,  im  Punkte 
t  ^t^  eine  Singularität  habe,  woraus  sich  denn  die  Richtigkeit  der 
Behauptung  ergibt. 

Hiermit  sind  wir  also  zu  einer  ganzen  Funktion  i  von  t  geflEÜirt 
worden,  welche  dem  absoluten  Betrage  nach  stets  unterhalb  der  Ein- 
heit bleibt.  Das  steht  aber  im  Widerspruch  mit  dem  Weierstraß- 
schen  Satze,  Kap.  7,  §  6,  10.  Satz,  resp.  mit  der  Eigenschaft  eines 
nicht  konstanten  Polynoms,  im  Punkte  oo  unendlich  zu  werden. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  zeigen,  daß  ein  Gebilde  vom  Oe- 
schlechte  ^  =  0  nicht  durch  doppeltperiodische  Funktionen  oder  auto- 
morphe Funktionen  mit  Grenzkreis  uniformisiert  werden  kann,  ohne 
daß  die  Beziehung  der  ^Ebene  zur  j?-Fläche  aufhört,  im  Kleinen  ein- 
eindeutig zu  sein.^) 

über  schlidite^  einfach  eusammenhängende  Bereiche,  Zum  Schluß 
betonen  wir  noch  den  Umstand,  welcher  bei  der  vorstehenden  Klassi- 
fikation den  Ausschlag  gab,  daß  nämlich  die  schlichten,  einfach  zu- 
sammenhängenden Bereiche  der  erweiterten  Ebene  ihrerseits  einer 
Klassifikation  unterworfen  sind,  welche  der  obigen  genau  entspricht, 
und  zwar  zerfallen  diese  Bereiche  in  folgende  drei  Klassen: 

a)  die  unberandete  Ebene; 

b)  die  durch  einen  Punkt  berandete  Ebene; 

c)  die  Bereiche,  deren  Rand  aus  mehr  als  einem  Punkte,  aber 
nicht  aus  mehr  als  einem  Stücke  (Kap.  5,  §  7)  besteht. 

Auf  Grund  des  Weierstraßschen  Satzes  von  Kap.  7,  §  6,  10.  Satz, 
läßt  sich  folgender  Satz  direkt  beweisen. 

1.  Satz.  Die  allgemeinste  ein-eindeutige  Abbildung  der  ganzen  end- 
lichen Ebene  auf  sich  selbst  läßt  sich  durch  eine  ganze  lineare  Tran^- 


1)  Man  könnte   beispielsweise  das  Gebilde  w  =  z  durch  die  doppeltperio- 
dische  Funktion 

uniformisieren.  Dann  würde  die  automorphe  Gruppe  als  erzeugende  Substitu- 
tionen außer  den  beiden  parabolischen  Substitutionen 

Sj :    ^'  =  ^  +  ^11        '^i'    t*  =  t  -\'  (o^  j 
noch  die  elliptische  Substitution 

S,:    t'=-t 

enthalten,  wobei  also  der  Fundamentalbereich  aus  einem  halben  Periodenparallelo- 
gramm besteht.  Dem  Punkte  t  =  0  entspricht  aber  ein  Verzweigungspunkt  e  =  oo, 
und  mithin  genügt  diese  Uniformisierung  den  Bedingungen  von  §  8  nicht. 
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formation: 

w  =  a0  +  b,  ö  +  O, 

darstellen.    Sie  hängt  mithin  von  vier  reellen  Konstanten  ab. 

An  diesen  Satz  in  Verbindung  mit  dem  Zusätze  von  Kap.  7,  §  10, 
Ende,  nebst  dem  Satze  von  S.  686  schließt  sich  noch  der 

2.  Satz.  Der  einfach  zusammenhängende  Bereich  a)  läßt  cx)*,  ein 
Bereich  der  Klasse  b)  cx)*,  Mnrf  endlich  ein  Bereich  der  Klasse  c)  cx>* 
ionforme  Transformationen  in  sich  zu, 

§  15.     Uniformisierung    einer   allgemeinen    analjrtiBohen   Funktion 
vermöge  der  automorphen  Funktionen  mit  Hauptkreis. 

Erweiterung  des  Begriffs  eines  FunJctionselements,  Im  9.  Kapitel 
betrachteten  wir  als  Funktionselement  eine  Funktion  f  (jer),  welche  sich 
in  einem  schlichten  Bereiche,  insbesondere  im  Innern  eines  Kreises, 
analytisch  verhält.  Jetzt  wollen  wir  diesen  Begriff  nach  zwei  Seiten 
hin  erweitern.  Wir  fassen  einen  beliebigen  der  beiden  Bereiche  ins 
Auge,  in  welche  die  erweiterte  Ebene  durch  einen  Kreis  resp.  eine 
Gerade  zerlegt  wird,  und  nehmen  sowohl  diesen  Bereich  als  auch  eine 
endlich- vielblättrige,  einen  einzigen  Yerzweigungspunkt  enthaltende 
Windungsfläche  zum  Definitionsbereich  von  f  (jsr).  Im  letzten  Falle  soll 
jedes  Blatt  den  erstgenannten  Bereich  vollständig  überdecken,  und 
außerdem  soll  der  Verzweigungspunkt  eine  beliebige  Lage  innerhalb 
jenes  Bereiches  haben. 

Zweitens  soll  f(^)  im  Innern  des  soeben  erklärten  Definitions- 
bereichs bis  auf  Pole  und  den  Verzweigungspunkt  analytisch  sein. 
Im  letzteren  Punkte  soll  f  (jer)  fernerhin  entweder  stetig  sein  oder  un- 
endlich werden. 

Darstellung  der  Funktion  vermöge  ihrer  Elemente.  Wir  gehen  jetzt 
von  einer  beliebigen  analytischen  Funktion 

(1)  «;  =  /-(0) 

aus.  Ist  f{z)  eine  rationale  Funktion,  so  hat  sie  in  der  ganzen  er- 
weiterten Ebene  nur  Pole.  Die  Uniformisierung  ist  hiermit  von  vorn- 
herein bewerkstelligt,  und  zwar  besteht  der  Definitionsbereich  der 
uniformisierenden  Variabelen  —  hier  t  ==  e  —  aus  der  ganzen  erwei- 
terten Ebene. 

Ein  zweiter  Fall,  in  welchem  der  Definitionsbereich  der  unifor- 
misierenden Variabelen  aus  der  ganzen  erweiterten  Ebene  besteht,  ist 
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der  eines  beliebigen  algebraischen  Gebildes  Tom  Geschlechte  p  ^0, 
wie  im  vorigen  Paragraphen  des  näheren  erörtert  wurde.  Dies  ist 
aber  auch  zugleich  der  allgemeinste  derartige  Fall,  und  hiermit  ist 
dieses  Vorkommnis  allgemein  erledigt. 

Hat  der  Definitionsbereich  der  uniformisierenden  Variabelen  hin- 
gegen notwendig  einen,  aber  nur  einen  Randpunkt,  so  hat  mindestens 
eine  der  beiden  Funktionen 

(2)  ^-9>(t),        w^i^it) 

dort  eine  wesentliche  singulare  Stelle  erster  oder  zweiter  Art.  Sonst 
sind  beide  Fimktionen,  von  Polen  abgesehen,  in  der  ganzen  erweiterten 
Ebene  analytisch.  Dieser  Fall  umfaßt  die  Exponentialfunktion  und 
die  trigonometrischen,  sowie  auch  die  doppeltperiodischen  Funktionen. 
Wir  kehren  jetzt  wieder  zum  allgemeinen  Fall  zurück  und  schließen 
den  bereits  besprochenen  Fall  aus,  daß  f(ss)  eine  rationale  Funktion 
ist,  sowie  femer  den  Fall,  daß  ein  Element  von  f(0)  sich  so  fort- 
setzen läßt,  daß  der  neue  Definitionsbereich  dieser  Funktion  die  ganze 
erweiterte  Ebene  bis  auf  einen  einzigen  Punkt  ein-  oder  mehrfach 
überdeckt  und  im  letzten  Falle  einen  einzigen  Verzweigungspunkt  um- 
faßt, während  die  Funktion  im  Innern  dieses  Bereichs  höchstens  Pole, 
am  Rande  aber  eine  wesentliche  singulare  Stelle  resp.  einen  zweiten 
Verzweigungspunkt  aufweist.  Hiermit  haben  wir  also  außer  den  ein- 
deutigen Funktionen  mit  einer  einzigen  wesentlichen  singulären  Stelle 
hoch  gewisse  mehrdeutige  Funktionen  mit  zwei  Verzweigungspunkten 
endlicher  Ordnung  ausgeschlossen.  Für  letztere  Funktionen  wird  die 
üniformisierung  durch  die  Transformation 


_  ,  =  t"'y         resp.     z  —  a  ^  V 
geleistet. 

Indem  wir  an  das  Verfahren  von  Kap.  9,  §  3  anknüpfen,  gehen 
wir  von  einem  Element  f(^)  =  fo(^)  »«ß.  ^ie  dieser  Begriff  im  gegen- 
wärtigen Paragraphen  auseinandergesetzt  ist,  und  numerieren  die  inneren 
rationalen  Punkte  der  verschiedenen  Blätter  des  zugehörigen  Defini- 
tionsbereichs Tq  desselben: 


(3j  a,,  a 


27 


Dabei  wird  der  Verzweigungspunkt  nicht  mit  aufgenommen,  und  auch 
alle  Punkte  ä^  =  0  sollen  fortgelassen  werden. 

Jedem  der  Punkte  ä^  sollen  nun  zwei   Bereiche,  wie  folgt,  zu- 
geordnet werden.   Der  erste  besteht  aus  dem  größten  Kreise  |^  — ä„|<r, 
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in  welchem  sich  ein  in  der  Nähe  von  ä^  mit  fois)  übereinstimmendes 
Element  f^j^^iißi)  definieren  läßt.    Daß   ein   solcher  Kreis  auch  wirk- 
lich vorliegt,  folgt  daraus,  daß  der  sonst  eintretende  Fall  eines  un- 
endlichen Definitionsbereichs  bereits  vorweggenommen  ist. 
Der  zweite  Bereich  wird  erhalten,  indem  man  die  Kreise 

z 

in  Betracht  zieht  und  eine  ähnliche  Überlegung  anstellt.  Diese  Kreise 
bilden  nämlich  eine  Schar  ii)  im  Sinne  von  Kap.  6,  §  17,  wofür 

ist.  Für  kleine  Werte  von  r  wird  sich  hierdurch  sicher  ein  Element 
ergeben,  welches  dem  zugehörigen  Kreise  entspricht  und  in  der  Nähe 
von  ä„  mit  f^^z)  zusammenfällt.  Und  nun  läßt  man  r  stetig  wachsen. 
Mit  Rücksicht  auf  die  vorweggenommenen  Fälle  erkennt  man,  daß  r 
endlich  bleibt,  und  die  dabei  sich  einstellende  obere  Grenze  von  r 
liefert  eben  den  gesuchten  Wert.  Das  entsprechende  Funktionselement 
heiße  t\n{^)'  ^^  beiden  Fällen  kann  der  betreffende  Bereich  sowohl 
ein-  als  mehrblättrig  sein. 

So  erhält  man  eine  abzählbare  Menge  von  Elementen 

Ä(^),  ft{^)j  •  •  • 

nebst  den  dazugehörigen  Bereichen.  Wir  verfahren  jetzt  der  Reihe 
nach  mit  jedem  Element  dieser  Menge,  wie  ursprünglich  mit  dem 
Element  f^iß),  und  erhalten  zunächst  eine  doppelt  unendliche  Menge 
von  Elementen  und  Bereichen,  welche  dann  nachträglich  in  eine  ein- 
fach unendliche  Reihe  umgeordnet  werde: 

In  der  ersteren  Menge  kamen  gewisse  Elemente  mehrfach  vor.  Solche 
mögen  je  nur  einmal  in  die  letzte  Reihe  aufgenommen  werden. 

Mit  jedem  dieser  Elemente  werde  nun  das  Verfahren  wiederholt. 
So  ergibt  sich  eine  zweite  abzählbare  Menge  von  Elementen 

fi.My      fl,2W,      Ä,5W,  ••- 

nebst  den  dazu  gehörigen  Bereichen  T^  ^.  Das  Endresultat  ist  eine 
doppelt  unendliche  Menge  von  Elementen  nebst  den  dazu  gehörigen 
Bereichen  T^^,  deren  m-te  Reihe,  wie  folgt,  lautet: 
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Und  nun  bleibt  es  nur  noch  übrige  diese  letzte  Menge  in  eine  ein- 
fache Reihe  zu  yerwandeln: 

(4)  /;w,  /iw, . . ., 

wobei  kein  Element  mehr  als  einmal  aufgenommen  werde. 

Für  die  Funktion  (1)  und  die  Reihe  (4)  gilt  das  Theorem  von 
Kap.  9;  §  4  unter  leicht  ersichtlicher  Modifikation  der  Formulierung 
desselben.  Das  wesentliche  an  der  Erweiterung  dieses  Satzes  besteht 
darin y  a)  daß  jetzt  Yerzweigungspunkte  und  Pole  in  die  Funktions- 
elemente aufgenommen  sind;  b)  daß  der  Punkt  e  =^  oo  keine  Aus- 
nahmerolle mehr  spielt. 

Herstellung  der  Riemannschen  Fläche  0^,  Vermöge  der  Reihe  (4) 
können  wir  nunmehr  die  Aufgabe  in  Angriff  nehmen^  die  Funktion  (1) 
zu  uniformisiereu.  Zu  dem  Zwecke  konstruieren  wir  zunächst  eine 
Reihe  Riemannscher  Flächen^  ^^^  (P,?  -  *  -^  ^^®  folgt.  Als  <&^  nehmen 
wir  den  zum  Element  fi(js)  gehörigen  Definitionsbereich  T^.  Jetzt 
gehen  wir  zum  zweiten  Element  f^{is)  über.  Euer  liegen  verschiedene 
Möglichkeiten  vor. 

Wenn  in  der  Folge  davon  die  Rede  ist,  daß  ein  Bereich  T^  in 
einem  anderen  Definitionsbereich  liegt  resp.  über  einen  solchen  greift, 
werden  wir  stets  darunter  verstehen,  daß  auch  die  zugehörigen  Funk- 
tionen in  den  gemeinsamen  Punkten  dieser  Bereiche  miteinander  über- 
einstimmen. 

Der  nachstehenden  Klassifikation  liegt  eine  Fallunterscheidung  zu 
Grunde,  wonach  der  Rand  von  T^  den  Rand  von  T^  nicht  über- 
schneidet oder  das  Gegenteil  statt  hat.  Liegt  nämlich  der  Rand  von 
Tg  in  jT^,  so  daß  also  T^  und  Tj  im  Sinne  der  soeben  vorausge- 
schickten Vereinbarung  übereinander  greifen,  so  sind  zwei  Fälle  zu 
verzeichnen,  und  zwar  sind  das  a)  und  der  zweite  unter  b)  betrachtete 
Fall.  Befindet  sich  dagegen  der  Rand  von  T,  außerhalb  1\,  so  wird 
man  zu  b)  und  d)  geführt.  Überschneiden  sich  endlich  die  genannten 
Ränder,  so  stellt  sich  c)  ein. 

a)  Der  Definitionsbereich  Tg  von  /"2(^)  ist  ganz  in  T^  enthalten. 
Dann  gehen  wir  gleich  weiter,  bis  wir  zu  einem  Bereiche  Tm  kommen, 
wofür  dies  nicht  gilt.  Ist  insbesondere  der  Definitionsbereich  T^  eines 
jeden  f\(z)  in  T^  enthalten,  so  reduzieren  sich  alle  weiteren  Bereiche  0^ 
auf  den  ersten,  und  es  bleibt  nur  noch  übrig,  0^  =  Tj  auf  den  Ein- 
heitskreis I  ^  I  <  1  abzubilden. 

b)  Tj    umfaßt    Tj.     Wir    wollen    dann    Tg    als    den    Bereich  0, 
nebwen:    <&,=  Tg. 
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Hiermit  sind  aber  aucli  alle  Fälle  erschöpft^  in  welchen  T^  und 
Tg  Qbereinander  greifen,  ohne  daß  ihre  Rander  sich  überschneiden.  In 
der  Tat  gibt  es  noch  einen  denkbaren  derartigen  Fall,  indem  T|  etwa 
aus  dem  ein-  oder  mehrfach  überdeckten  Innern  des  Kreises  \0\=^ R 
besteht,  während  Tg  vom  Äußern  des  Kreises  |  ;gf  |  —  1?',  R  <  U,  ge- 
bildet wird.  Doch  ist  dieser  Fall  deshalb  unmöglich,  weil  jede  der 
Funktionen  /'„(jst)  in  mindestens  einem  Randpunkte  ihres  Bereiches  T^ 
einen  Yerzweigungspunkt  resp.  eine  höhere  Singularität  als  einen 
Pol  hat.  und  ebensowenig  können  sich  die  Ränder  von  T^  und  T, 
unter  ähnlichen  Voraussetzungen  berühren,  da  dies  ja  auf  einen  der 
vorweggenommenen  Fälle  führen  würde. 

c)  Die  Ränder  von  T^  und  T^  schneiden  sich  gegenseitig.  Dann 
wird  Tg  durch  den  Rand  von  Tj  in  zwei  Gebiete  zerlegt,  wovon  das 
eine  in  T^  liegt  und  weiter  nicht  in  Betracht  kommt.  Durch  den  anderen 
Teil  von  Tg  wird  T^  zu  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereiche  0| 
er^nzt,  welcher  zu  der  in  §  9  definierten  Klasse  a)  gehört,  und  dessen 
Rand  im  übrigen  aus  Kreisbogen  und  geradlinigen  Strecken  besteht. 

d)  Die  Bereiche  Tj  und  Tg  haben  keinen  innern  Punkt  gemein- 
sam, in  dessen  Umgebung  f^  (js)  mit  f^  (z)  übereinstimmt.  Sei  L  ein 
von  einem  Punkte  Zq  aus  beschriebener  Weg,  längs  dessen  f^  (z)  in  f^{z) 
analytisch  fortgesetzt  werden  kann.  Dann  läßt  sich  L  durch  eine  end- 
liche Anzahl  der  zu  den  Elementen  fj^(z)  gehörigen  Definitionsbe- 
reiche T^  überdecken,  derart  daß  die  entsprechenden  Funktionen 
fni(^)y  f'h{^)f '  •  '7  fnk(^)  =  fiiz)  die  bcwußtc  Fortsetzung  bewerkstelligen. 
Wir  sehen  vom  Falle  ab,  daß  ein  Bereich  T  einen  vorausgehenden 
Bereich  T     umfaßt,  indem  wir  da  T.    von  vornherein  unterdrücken. 

Der  Bereich  (Pg  wird  nun,  wie  folgt,  hergestellt.  Der  Bereich  T^^ 
greift  über  T^  gerade  so,  wie  Tg  im  bereits  besprochenen  Falle  b) 
resp.  c)  über  T^  greift.  Demnach  ergibt  sich  zunächst  ein  einfach 
zusammenhängender  Bereich /Sj,  welcher  ebenso  wie  jener  frühere  Be- 
reich <Pg  definiert  wird.  Sei  z^  der  erste  Punkt  von  L,  in  welchem  L 
den  Rand  von  S^  iriSt,  d.  h.  der  Bogen  {Zq^  z^)  von  L  soll  keinen 
weiteren  Randpuukt  von  S^  enthalten. 

Wir  gehen  jetzt  zur  Funktion  fn^(z).  Da  sind  nun  zwei  Fälle 
denkbar:  i)  der  Rand  von  S^  liegt  nirgends  außerhalb  T„,,  ohne  daß  S^ 
in  T^^  liegt ;^)    ii)  jener  Rand  schneidet  den  Rand  von  T^.    Im  ersten 

1)  Ob  dieser  Fall  schon  an  dieser  Steile  wirklich  eintreten  kann,  braucht 
nicht  erörtert  zu  werden.  Im  weiteren  Verlauf  des  Verfahrens  kann  er  sich 
doch  einstellen  und  wird  dann,  wie  hier  angegeben,  behandelt.  Von  diesem 
Falle  sehen  wir  hinfort  ab. 
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Falle  wäre  f  (js)  eine  algebraische  Funktion  vom  GeseUechte  p  =  0, 
wie  sich  aus  dem  4.  Satz  von  §  9;  Ende,  nebst  den  Entwicklungen  von 
§  14  sofort  ergibt.  Im  zweiten  Fall  sei  C  derjenige  Bandbogen  von  S,, 
welcher  e^  enthält  und  einen  Querschnitt  von  T«,  bildet.  Durch  G 
wird  Tn^  dann  in  zwei  Teile  zerlegt,  wovon  der  eine  die  in  der  Nähe 
von  B^  befindlichen  und  zugleich  zu  S^  gehörigen  Punkte  von  L  um- 
faßt und  weiter  nicht  in  Betracht  kommt.  Aus  S^  und  dem  übrigen 
Teil  von  Tn^  setzt  sich  nun  auf  Grund  des  2.  Satzes  von  §  9,  Ende 
ein  einfach  zusammenhängender  Bereich  £^2  zusammen^  welcher  nach 
eventueller  Aufhebung  gewisser  Einschnitte  zu  der  in  §  9  definierten 
Klasse  a)  von  Bereichen  gehört  und  im  übrigen  von  lauter  Kreisbogen 
und  geradlinigen  Strecken  begrenzt  wird.  Hierzu  ist  indessen  noch 
folgende  Modifikation  zu  erwähnen.  Sollte  sich  nämlich  Cy  immer 
noch  in  T^  verbleibend,  so  fortsetzen  lassen,  daß  eine  analytische 
Fortsetzung  der  genannten  Art  über  die  verlängerte  Kurve  hinaus 
möglich  wird,  so  soll  man  unter  C  die  also  ergänzte  Kurve  verstehen. 

Es  sei  noch  ausdrücklich  hervorgehoben,  daß  S^  und  der  ge- 
nannte Teil  von  T^  nur  längs  des  einen  Randbogens  C  ineinander 
übergehen  soUeu.  Längs  anderer  Randbogen  kann  f^  (z)  sehr  wohl 
auch  eine  Fortsetzung  gestatten.  Würden  die  Bereiche  aber  noch 
längs  eines  zweiten  Randbogens  miteinander  verschmolzen,  so  würde 
der  Rand  zerfallen  und  damit  der  einfache  Zusammenhang  eingehen. 

Das  Verfahren  wird  nun  wiederholt,  bis  wir  schließlich  bei  Tg 
angelangt  sind.  Der  zuletzt  erhaltene  Bereich  ist  das  zweite  Glied  0^ 
in  der  im  Entstehen  begriffenen  Folge  von  Bereichen. 

Es  kann  nun  vorkommen,  daß  alle  weiteren  Definitionsbereiche 
T  in  (Po  enthalten  sind.  In  dem  Falle  schließt  die  Reihe  der  ^^ 
mit  ^2.  Sonst  sei  /*^(^)  die  erste  Funktion  der  Folge  (4),  welche 
sich  am  obigen  Prozesse  noch  nicht  beteiligt  hat.  Dann  konstniiert  man 
in  ähnlicher  Weise,  wie  soeben,  einen  einfach  zusammenhängenden 
Bereich  ^g,  welcher  sowohl  ^g  als  T^  umfaßt,  und  welcher  außer- 
dem zu  der  in  §  9  definierten  Klasse  a)  gehört.  Im  übrigen  ist  0^ 
auch  von  lauter  Kreisbogen  und  geradlinigen  Strecken  berandet. 

Jetzt  ist  klar,  wie  man  weiter  vorzugehen  hat.  So  ergibt  sich 
schließlich  eine  endliche  oder  unendliche  Folge  von  Bereichen 

welche  folgendermaßen  beschafl'en  sind^): 

1)  Wir  schalten  hier  noch  die  Bemerkung  ein,  daß  ein  und  derselbe  Be- 
reich T„  sehr  wohl  an  mehreren  Stellen  einer  Fläche  ^^.  wiederholt  werden 
kann.      Es   liegt   dies   eben  daran,   daß   ^f.   stets  einfach  zusammenhängen  soll. 
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1)  die   inneren  Punkte    von    (P^   sind    auch    innere  Punkte   von 

2)  0^  gehört  zu  der  in  §  9  definierten  Klasse  a)  von  Bereichen, 
und  hängt  außerdem  einfach  zusammen; 

3)  der  Rand  von  0^  besteht  aus  lauter  Kreisbogen  imd  gerad- 
linigen Strecken. 

Abbildung  der  Ch-enz fläche  0,  Brechen  die  Flächen  der  vorstehen- 
den Folge  mit  einer  endlichen  Anzahl  ab^  so  braucht  man  nur  die 
letzte  derselben  auf  den  Einheitskreis  abzubilden,  um  die  gewünschte 
üniformisierung  zu  erzielen. 

Sind  diese  Flächen  dagegen  in  unbegrenzter  Anzahl  vorhanden, 
so  erkennt  man,  daß  sie  im  wesentlichen  allen  Bedingungen  der 
früheren  Folgen  in  den  beiden  Fällen  I),  II)  genügen.  Demgemäß 
läßt  sich  die  Grenzfläche  0  ein>eindeutig  und  stetig,  und  im  allge- 
gemeinen  konform  auf  den  Einheitskreis  resp.  auf  die  ganze  eigent- 
liche Ebene  abbilden. 

Hiermit  ist  nun  die  üniformisierung  in  allen  Fällen  bewerkstelligi 
Im  Falle  I)  wird  die  Grenzfläche  0  im  allgemeinen  durch  das  mehr- 
fache Auftreten  eines  Bereichs  T^  eine  kongruente  Transformation  in 
sich  gestatten.  Dem  entspricht  dann,  gerade  wie  im  Falle  einer  al- 
gebraischen Funktion,  eine  Transformation  des  Innern  des  Einheits- 
kreises I  f  I  <  1  in  sich,  und  hiemach  läßt  die  Funktion  z  =  (p(t)  eine 
lineare  Transformation  vom  bewußten  Typus  in  sich  zu.  Wir  müssen 
indes  den  besonderen  Fall  zulassen,  daß  die  automorphe  Gruppe  sich 
auf  die  identische  Substitution  reduziert. 

Ist  z  =  rj)  (r)  eine  zweite  automorphe  Funktion,  welche  die  vor- 
gelegte Funktion  in  der  genannten  Weise  uniformisiert,  so  sind  t  und  x 
auf  Grund   des   Satzes  von  §  2,  S.  686   linear  miteinander   verknüpft, 

und  es  ist  ^(r)  =  g?  gj  + J)  • 

Im  übrigen  wird  der  Hauptkreis  hier  nicht  stets  ein  Grenzkreis 
für  die  Funktion  z  =  q){t)  sein,  es  kann  sogar  vorkommen,  daß  kein 
Randpunkt  desselben  eine  singulare  Stelle  der  Funktion  e^g)(t)  ab- 
gibt.   Beispiel: 

wo  Q(z)  die  in  Kap.  9,  §  5  definierte  Funktion  ist.    Die  Funktion  (p(t) 


Andererseits  verdankt  die  Grenzfläche  $  gerade  diesem  Vorkommnis  ihre  Trans- 
formationen in  sich,  vgl.  unten. 
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kann  auch  ein  Teil  einer  mehrdeutigen  monogenen  analytischen  Funk- 
tion sein. 

Für  das  Funktionenpaar  (p(t),  il^(t): 

ist  aber  der  Einheitskreis  wohl  ein  Grenzkreis,  da  jeder  Punkt  des- 
selben mindestens  für  eine  dieser  Funktionen  eine  singulare  Stelle  ist. 

Im  Falle  II)  können  sieh  jetzt,  im  Gegensatz  zum  algebraischen 
Falle,  einfach  periodische  Funktionen  einstellen.  * 

Fassen  wir  das  Ergebnis  noch  in  einen  Satz  zusammen: 

Theorem.     Eine  hdiebige  analytische  Funktion 

w  -  f{z) 

läßt  sich  durch  zwei  in  einem  bestimmten  Bereich  T  bis  auf  Pole  ana- 
lytische Funktionen 

z  =-  (p(t)y       w  ^  if(t) 

uniformisieren,  dergestalt,  daß  im  Kleinen  eine  ein-eindeutige  Beziehung 
zwischen  den  Funkten  der  Umgebung  einer  willkürlichen  Stelle  t^t^ 
von  T  und  den  Funkten  {w,  z)  eines  entsprechenden  Teiles  des  analy- 
tischen Gebildes  stattfindet y  während  umgekehrt  jeder  Stelle  {w^,  Zq)  des 
analytischen  Gebildes  mindestens  ein  Funkt  t^  von  T  entspricht  Dabei 
besteht  T  entweder 

a)  aus  der  ganzen  erweiterten  Ebene;  oder 

b)  aus  der  ganzen  eigentlichen  Ebene;  oder  endlich 

c)  aus  dem  Innern  des  Einheitskreises  ^  j  <  1 . 

Im  Falle  a)  liegt  ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p  =  0 
vor.  Im  Falle  b)  ist  der  Funkt  t  =  oo  mindestens  für  ei^ie  der  beiden 
Funktionen  (p(t),  t(t)  ^»w^  wesentliche  singulare  Stelle.  Im  Falle  c) 
ist  jeder  Punkt  des  Einheitskreises  mindestens  für  eine  dieser  Funktionen 
eine  singulare  Stelle.  Im  übrigen  schließen  sich  die  drei  Fälle  gegen- 
seitig aus. 

Endlich  wird  die  Anzahl  der  in  den  uniformisierenden  Funktiotien 
enthaltenen  willkürlichen  Konstanten  durch  den  letzten  Satz  von  §  14 
gegeben. 

Will  man  andererseits  von  der  Bedingung  der  umkehrbaren  Ein- 
deutigkeit im  Kleinen  absehen,  indem  man  der  zu  z  =  (p  (t)  gehörigen 
Umkehrfunktion  t  =  (o(z)  gestattet,  in  gewöhnlichen  Punkten  der 
jsr-Fläche  Verzweigungspunkte  zu  haben,  so   kann   man  sich  in   aUen 
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drei  FäUen   automorpher   Funktionen   mit   Hauptkreis   bedienen.    Im 
Falle  a)  wird  man  etwa  die  ganze  erweiterte  Ebeue  vermöge  der  Dreiecks- 

fonktionen  mit  nicht  verschwindenden  Winkeln,  z.  B-fY^T^T/'  *^^ 
das  Innere  des  Einheitskreises  (1,  oo)-deutig  abbilden;  vgl  Schwarz, 
Werke,  Bd.  2,  S.  240,  sowie  Picard,  Traite  d'andlyse,  Bd.  3,  Kap.  13. 
Im  FaUe  b)  läßt  sich  die  ganze  endliche  Ebene  in  ähnlicher 
Weise  behandeln,  indem  man  die  Ereisbogendreiecke  mit  den  Winkeln 

(2  ,  ^  ,0j  benutzt;    vgl.  Klein- Fricke,  Elliptische  Modulfunktionen, 

Bd.  1,  S.  208.1) 

Es  sei  noch  erwähnt,  daß  die  hier  auseinander  gesetzte  Methode 
sowohl  im  algebraischen  als  auch  im  allgemeinen  analytischen  FaUe 
sich  direkt  auf  den  von  Koebe  behandelten  Fall  symmetrischer  Rie- 
mannscher  Flächen  anwenden  läßt,  indem  man  eine  derartige  Fläche 
längs  des  bewußten  Teiles  der  reellen  Achse  aufschneidet,  um  dann 
die  neue  FBLche  resp.  ein  Stück  davon,  nach  jener  Methode  auf  die 
f- Ebene  abzubilden. 

Eine  Behandlung  des  Uniformisierungsproblems  mittels  auto- 
morpher Funktionen  des  Schottkjschen  Typus  wird  demnächst  in 
den  Annais  of  Mathematics  vom  Verfasser  veröffentlicht. 
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Mit  den  hiermit  gewonnenen  Resultaten  haben  wir  indessen  die 
Methode  des  voraufgehenden  Paragraphen  noch  keineswegs  erschöpft 
Es  läßt  sich  beispielsweise  folgender  Satz  in  voller  Allgemeinheit  be- 
gründen, dessen  Beweis  wir  bisher  nur  für  besondere  Funktionen  er- 
bracht haben. 

1.  Satz.     Jeder  analytischen  Funktion 

tv^f(z) 

entspricht  eine  Biemannsche  Fläche,  deren  Funkte  den  Funkten  {w,  e) 
des  analytischen  Gebildes  ein -eindeutig  zugeordnet  sind. 

Zur  Konstmktion  der  Fläche  bedienen  wir  uns  der  in  §  15,  (4) 
definierten  Funktionenfolge  und  führen  eine  Reihe  von  Bereichen 

wie  folgt,  ein.     Wir  gehen  gerade  so  zu  Werke,  wie  früher  bei  der 

1)  Der  Hauptsatz  dieses  Paragraphen  ist  in  einer  Reihe  Ton  Aufsätzen  von 
Koebe  behandelt  worden;  Göttinger  Nachrichten,  1907/09. 
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Herstellung  der  Bereiche  $„,  nur  haben  wir  damals  beim  Anhängen 
eines  Teiles  eines  T^  ausdrücklich  verlangt,  daß  dies  nur  längs  eines 
einzigen  Bogens  geschehen  soll.  Jetzt  wird  diese  Forderung  aufge- 
hoben. Der  bewußte  Teil  des  Bereiches  T^  greift  nämlich  höchstens  in 
einer  endlichen  Anzahl  von  Gebieten  über  den  vorhergehenden  Bereich 
derart,  daß  in  einem  jeden  dieser  Gebiete  die  bezüglichen  Bestimmungen 
der  Funktion  f{z)  zusammenfallen,  während  das  Gebiet  selbst  ent- 
weder schlicht  oder  endlich  vielblättrig  mit  einem  Verzweigungspunkt 
ist  und  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Kreisbogen  und  geradlinigen 
Strecken  begrenzt  wird.  Im  gegenwärtigen  Bereiche  Q>^  soll  jedes 
solche  Gebiet  nur  einmal  auftreten.  Hierdurch  geht  zwar  der  ein- 
fache Zusammenhang  von  Q>^  ein,  dafür  gewinnt  man  aber  die  ge- 
nannte umkehrbare  Eindeutigkeit  der  Beziehung  der  Fläche  zu  den 
Punkten  (m;,  z)  des  vorgelegten  Gebildes. 

Die  hierdurch  resultierende  Grenzfläche 

<&'  =  lim  *; 

resp.  die  letzte  Fläche  <!>/,  falls  diese  Flächen  mit  einer  endlichen 
Anzahl  abbrechen  —  oder  auch  eine  der  S.  740  ausgeschlossenen  Flä- 
chen, —  ist  die  in  Aussicht  genommene  Riemannsche  Fläche  der 
Funktion  f(z). 

Im  übrigen  sei  noch  erwähnt,  daß  auch  ein  Fundamentalbereicb 
für  die  zum  Funktionenpaare  9(^),  ^/'(O  gehörige  automorphe  Gruppe 
dadurch  konstruiert  werden  kann,  daß  wir  die  bei  der  soeben  erklärten 
schrittweisen  Herstellung  der  letztbetrachteten  Riemannschen  Fläche 
sukzessiv  angegliederten  Gebiete  vermöge  der  Funktion  z=  (p(t)  auf 
die  ^-Ebene  abbilden. 

Die  Umkehrung  des  vorstehenden  Satzes  läßt  sich  nun  auch  be- 
weisen. In  Kap.  11,  §  13  haben  wir  den  Weierstraßschen  Satz 
kennen  gelernt,  daß  es  zu  jedem  schlichten  Bereiche  eine  eindeutige 
Funktion  gibt,  welche  sich  in  jedem  inneren  Punkte  des  Bereiches 
analytisch  verhält  und  in  jedem  Grenzpunkte  eine  Singularität  auf- 
weist.   Als  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  gilt  der  folgende 

2.  Satz.  Jeder  vorgelegten y  aus  einem  Stücke  bestehenden  Riemann- 
sehen  Fläche  F  entspricht  eine  analytische  Funktion,  ivclche  eindeutig 
auf  der  Fläche  ist  und,  höchstens  von  Polen  abgesehen,  sich  in  jedem 
gewöhnlichen  Funkte  analytisch  verhält.  In  den  Verzweigungspunkten 
endlicher  Ordnung  bleibt  sie  stetig  oder  aber  sie  wird  dort  unendlich. 
Außerdem  nimmt  sie   iyi  übereinander  gelegenen  Blättern  niemals  iden- 
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tisch  gleiche  Werte  an^  und  endlich  läßt  sie  sich  nicht  über  die  Fläche 
hinaus  analytisch  fortsäzen. 

Gdiört  die  Fläche  nicht  zu  der  auf  S.  740  ausgeschlossenen  Klasse 
resp.  zu  den  algebraischen  Gebilden  vom  Geschlechte  p  =  0,  so  gibt  es 
fernerhin  eine  im  allgemeinen  auf  der  Fläche  mehrdeutige  Funktion, 
welche  sich  in  den  gewöhnlichen  Punkten  der  Fläche  ausnahmslos  ana- 
lytisch verhälty  in  den  Verzweigungspunkten  endlicher  Ordnung  stetig 
bleibt,  in  übereinander  gelegenen  Blättern  niemals  identisch  gleiche  Werte 
annimmt,  und  sich,  von  eventuellen  analytischen  Randbogen  abgesehen, 
nicht  über  die  Fläcfie  hinaus  analytisch  fortsetzen  läßt.  Je  zwei  ein  und 
demselben  BlaUe  entsprechende  Zweige  dieser  Funlction  sind  linear  mit- 
einander verknüpft. 

Im  übrigen  spielt  der  Punkt  oo  in  beiden  Teilen  des  Satzes  keine 
Äusnahmerolle. 

Vor  allem  sehen  wir  von  den  im  zweiten  Teile  des  Satzes  aus- 
genommenen Flächen  ab.  Für  diese  gilt  offenbar  der  erste  Teil  des 
Satzes. 

In  allen  anderen  Fällen  gibt  die  vorgelegte  Fläche  Anlaß  zu  einer 
Folge  von  Bereichen  T^,  welche  gerade  so  beschaffen  sind,  wie  die 
früheren,  den  Funktionen  f^^z)  der  Folge  (4),  §  15  entsprechenden 
Bereiche  T^.    Hieraus  konstruiere    man  eine  Reihe  von  Hilfsflächen 

gerade  so,  wie  in  §  15.    Indem  man  (&  «=  lim  O^  bzw.  <&^,  falls  diese 

n=oo 

Flächen  mit  einer  endlichen  Anzahl  abbrechen,  vermöge  einer  auto- 
morphen Funktion 

(1)  z  =  g>  (0 

auf  den  Einheitskreis  resp.  auf  die  ganze  endUche  Ebene  abbildet, 
erhält  man  in  der  Umkehrfunktion 

(2)  t=^o{z) 

eine  Funktion,  wie  sie  im  letzten  Teile  des  Satzes  verlangt  wird. 

Insbesondere  kann  es  vorkommen,  daß  die  Funktion  (o(z)  auch 
die  im  ersten  Teile  des  Satzes  in  Aussicht  genommene  Funktion 
liefert.  Trifft  dies  indes  nicht  zu,  so  liegt  jedenfalls  eine  eigentlich 
diskontinuierliche  automorphe  Gruppe  vor.  Wir  brauchen  jedoch  keine 
spezifischen  Kenntnisse  über  solche  Gruppen  vorauszusetzen,  sondern 
lesen  an  der  vorliegenden  Abbildung  direkt  ab,  daß  unsere  Gruppe 
alle  diejenigen  Bedingungen  erfüllt,  welche  zum  Konvergenzbeweise 
der  Poincareschen  Tlietareihen  der  Dimension  rf<  — 4  erforderlich 
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sind.^)    Indem  wir  nun  zwei  derartige  Funktionen  ^^  und  9"^  gleicher 
Dimension  mit  getrennten  Polen  bilden^  ergibt  der  Quotient  derselben 

^  «  F(0 

eine  Funktion,  welche  sich  der  Gruppe  gegenüber  invariant  verhalt 
Verpflanzt  man  diese  Funktion  auf  die  vorgelegte  Fläche,  so  er- 
hält man  eine  Funktion,  welche  zwar  eindeutig  auf  der  Fläche  und 
bis  auf  Pole  dorb  analytisch  ist,  sie  kann  aber  denkbarerweise  in  über- 
einander  liegenden  Blättern  identisch  gleiche  Werte  annehmen.  Um 
dieser  Möglichkeit  vorzubeugen,  verfahren  wir,  wie  folgt. 

Bei  der  Herstellung  der  Fläche  0^  griff  der  in  Betracht  kom- 
mende Teil  von  T„,  —  t^  möge  er  heißen,  —  möglicherweise  über 
ä>^_i.  Indem  wir  in  diesem  Falle  den  Rand  von  <P„_i  auf  t^  proji- 
zieren, wird  t^  also  in  eine  endliche  Anzahl  von  Gebieten  zerlegt,  deren 
jedes  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Kreisbogen  und  geradlinigen 
Strecken  begrenzt  wird,  und  die  nun  in  zwei  Klassen  zerfallen:  a)  solche 
Gebiete,  denen  ein  Stück  von  F  entspricht,  das  sich  an  *^_i  bereits 
beteiligt  hat,*)  und  welche  deshalb  nicht  weiter  in  Betracht  kommen; 
b)  die  übrigen  Gebiete.  Letztere  entsprechen  Bereichen  von  JF,  welche 
sich  an  der  Bildung  von  0^.^  nicht  beteiligt  haben,  und  mögen 
S(")  . . .  Si^)  heißen. 

Den  Wurzeln  vonO'i(^),  falls  welche  vorhanden  sind,  entsprechen 
isolierte  Punkte  q,  Cj, .  .  .  der  Fläche  0,  bzw.  0^,  —  wir  beschränken 
uns  indessen  bloß  auf  die  Fläche  ^,  da  die  Behandlung  im  Falle  einer 
Fläche  ^jt   nicht  davon  abweicht,  —  und    ebenfalls    isolierte   Punkte 

7x9  y2y '  '  '  ^^^  Fläche  F. 

Nunmehr  zeichnen  wir  auf  der  Fläche  (P  bzw.  CP^,  wovon  ^^  ja  einen 
Teil  bildet,  in  jedem  S^""^  einen  gewöhnlichen  inneren  Punkt  a^^")  auf. 


1)  Poincar(^.  Acta  Mathematica,  Bd.  1  (1882),  S.  193,  sowie  Fricke- 
Klein,  Automorphe  Funktionell,  Bd.  2,  S.  142.  Dieser  eine  Paragraph  bei 
Fricke-Klein,  sowie  die  ersten  Paragraphen  bei  Poincarä,  enthalten  alles, 
was  der  Leser  für  die  Einzelheiten  des  Beweises  nötig  hat.  Selbst  der  Fall, 
daß  der  Definitionsbereich  der  Funktion  q){t)  aus  der  ganzen  eigentlichen  Ebene 
besteht,  fügt  sich  der  genannten  Methode,  indem  man  zuerst  den  Punkt  oo  ins 
Endliche  projiziert. 

2)  Dies  ist  nämlich  so  gemeint:  Nimmt  man  für  den  Augenblick  an,  die 
Funktion  f{z)^  um  deren  Existenz  es  sich  handelt,  sei  wirklich  vorhanden,  und 

versteht  man  unter  ^„_i  denjenigen  Teil  von  JP,  welcher  dem  zu  Anfang  dieses 
Paragraphen  konstruierten  Bereich  ^„'_i  entspricht,   so  wird  f{z)  im  bewußten 

Gebiete   und   in   einem   darunter  liegenden  Blatte   von   ^„_i    identisch    gleiche 
Werte  annehmen. 


§  16.  Mehzdeutige  Funktionen  mit  yorgegebenem  Definitionsbereiclie.    751 

welcher  übrigens  nicht  über  einem  früheren  aj^\  l  <  n,  liege,  und 
dessen  Projektion  auf  die  schlichte  Zahlenebene  auch  nicht  mit  der 
Projektion  eines  c^  zusammenfalle;  wir  bezeichnen  femer  den  durch 
die  Funktion  (1)  gelieferten  Bildpunkt  von  a^(">  in  der  ^  Ebene  mit 
¥^\  und  bilden  yermoge  einer  Thetareihe  der  bewußten  Dimension 
eine  Funktion 

welche  in  jedem  Punkte  b^^^  nebst  den  unter  der  Gruppe  mit  b^*^  äqui- 
yalenten  Punkten,  sonst  aber  nirgends,  einen  Pol  aufweist.    Sei 

für  jeden  Wert  von  w,  wofür  Bereiche  S^")  vorhanden  sind.  Für  an- 
dere Werte  von  n  sei  F^{t)  =^0. 

Kommt  es  insbesondere  vor,  daß  von  einer  bestimmten  Stelle  an, 
n>  m,  keine  Bereiche  5^")  mehr  sich  einstellen,  so  liefert  die  Summe 


m 


C,F,{t),       .  Cf.  +  O, 


eine  Funktion  F{(),  welche,  auf  die  Fläche  F  verpflanzt,  daselbst  ein- 
deutig und  bis  auf  Pole  analytisch  ist,  und  in  übereinander  liegenden 
Blättern  niemals  identisch  gleiche  Werte  annimmt. 

Um  die  Richtigkeit  letzterer  Behauptung  mit  aller  Schärfe  her- 
vortreten zu  lassen,  seien  P  und  Q  zwei  beliebige  übereinander  ge- 
legene gewöhnliche  Stellen  von  i^,  und  Pi,Pj,...  resp.  Q^y  Q^y-  ^i® 
entsprechenden  Stellen  auf  ^.  Sei  ferner  ^^  die  erste  Fläche  0^, 
n  =  1,  2, . .  .,  welche  eine  der  Stellen  P^,  Q^,  —  diese  Stelle  möge 
P^  sein,  —  im  Innern  enthält.  In  ähnlicher  Weise  sei  Ö>^  die  erste 
<&^,  welche  ein  Q^,  —  diese  Stelle  heiße  Q^^  —  umfaßt.  Dann  wird 
p  ^q  sein. 

Der  Punkt  Q^  liegt  nun  in  einem  bestimmten  Sj^^\  während  P^ 
sich  in  der  Projektion  dieses  Gebiets  auf  ein  anderes  Blatt  von  <^^_i 
resp.,  falls  S^^^  einen  Verzweigungspunkt  enthalten  sollte,  möglicher- 
weise in  einem  anderen  Blatte  von  Sj^^^  befindet.  Jetzt  verbinde  man 
Qi  mit  a^')  mittels  einer  in  S^v)  verlaufenden  Kurve.  Dieser  Kurve 
entspricht  dann  als  Projektion  eine  zweite  von  P^  aus  laufende  Kurve, 
welche  zu  einem  unter  aj^^^  liegenden  Punkte  jB  hinführt.  Da  nun 
F(t),  auf  0  bezogen,  sich  in  B  analytisch  verhält,  in  a^^^  aber  einen 
Pol  hat,  wird  klar,  daß  F(t),  auf  F  betrachtet,  in  den  beiden  Um- 
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gebuDgen   von  P,  Q  identisch   gleiche  Werte  nicht  annehmen  kann, 
w.  z.  b.  w. 

Erstreckt  sich  dagegen  die  Reihe  der  Bereiche  Sj<*^  ins  Unend- 
liehe,  so  läßt  sich  eine  unendliche  Reihe 


00 


n=l 

bilden,  welche,  auf  0  bezogen,  in  einem  beliebigen,  nebst  seinem 
Rande  innerhalb  <&  gelegenen,  keinen  der  Punkte  a^^\  c^  im  Innern 
noch  am  Rande  enthaltenden  Bereiche  2J  gleichmäßig  konvergiert. 

In  der  Tat  umgebe  man  zunächst  jeden  Punkt  c^  mit  einem  Kreise 
K^  vom  Radius  q^  derart,  daß  K^,  als  zur  Fläche  <&  gehörig  betrachtet, 
weder  einen  weiteren  Punkt  Cj  noch  einen  Punkt  a|*)  im  Innern  oder 
am   Rande   enthält.    Sei  K^^**^   ein   konzentrischer  Kreis   vom   Radius 

Fernerhin  umgebe  man  aj^^  mit  einem  Kreise  Äj["^,  dessen  innere 
und  Randpunkte  innerhalb  <&,  liegen  und  welcher,  als  Stück  der 
Fläche  ^  betrachtet,  mit  keinem  anderen  Kreise  Ä^*),  ^^^f  ^^^  eben- 
sowenig mit  einem  J^  zusammenstößt. 

Sei  V  eine  willkürliche  natürliche  Zahl,  und  sei  S^  der  Bereich, 
der  entsteht,  indem  man  die  Kreisscheiben  ^j^*\  sowie  solche  -ff/'^ 
resp.  Teile  davon,  welche  in  0^  liegen,  aus  0^  forthebt.  Dann  bleibt 
die  Funktion  F^,  auf  O  verpflanzt,  in  S^  stetig.  Sei  G^  der  Maximal- 
wert von  \F^.  in  S,..  Es  genügt  nun  offenbar,  die  Koeffizienten  (7, 
als  nicht  verschwindende  Größen  so  zu  wählen,  daß  die  Reihe 

00 

konvergiert. 

In  der  Tat  wird  man  v  so  wählen  können,  daß  der  vorgegebene 
Bereich  H  innerhalb  eines  bestimmten  S^  zu  liegen  kommt.  Dann 
wird  an  jeder  Stelle  von  2J 

sein.  Demgemäß  genügt  die  obige  Reihe  dem  Weierstraßschen  Kri- 
terium, Kap.  8,  §  4, 

CF<M^^    C,  G,,  v<n. 

Die  durch  die  Reihe  definierte  Funktion  F(t),  auf  die  Fläche  i*^ 
verpflanzt,  ist  von  derselben  Beschaffenheit,  wie  die  vorhin  erhaltene 
Funktion  F{t)y  sie   ist  nämlich   daselbst  eindeutig  und  bis  auf  Pole 
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analytisch;  und  in  übereinander  liegenden  Blättern  nimmt  sie  niemals 
identisch  gleiche  Werte  an.  Nur  in  einem  Punkte  kann  es  der  Funk- 
tion F{t)  noch  mißlingen,  alle  Bedingungen  des  Satzes  zu  erfüllen. 
Es  kann  nämlich  Yorkommen,  daß  die  Fläche  F  zum  Teil  oder  ganz 
von  analytischen  Kurven  berandet  ist.  Dann  könnte  sich  die  Funktion 
F  (t)  über  diese  Ränder  hinaus  analytisch  fortsetzen  lassen. 

Dieser  Fall  kann  nicht  eintreten,  wenn  die  den  Punkten  a-^**^  ent- 
sprechenden Punkte  von  F  sich  längs  eines  solchen  Handstücks  häufen. 
Ist  dies  nicht  bereits  der  Fall,  so  kann  man  zu  den  früheren  Punkten 
a^^  in  leicht  ersichtlicher  Weise  noch  weitere  Punkte  hinzunehmen, 
derart,  daß  die  Bildpunkte  der  also  ergänzten  Punkte  a^^  mit  wach- 
sendem n  sich  in  den  betreffenden  Randpunkten  häufen. 

Eine  ähnliche  Ergänzung  ist  auch  im  Falle  einer  endlich  ab- 
brechenden Reihe  (Pj, . . .,  *^  nötig,  sofern  cd  {0)  die  gewünschte  Funk- 
tion deshalb  nicht  liefert,  weil  co  (xr)  über  die  Fläche  F  hinaus  analytisch 
fortgesetzt  werden  kann. 

Man  kann  aber  auch  von  vornherein  vermöge  der  Thetareihen 
eine  Funktion  F^  (t)  aufstellen,  welche  Pole  aufweist,  deren  Bildpunkte 
auf  F  sich  in  jedem  solchen  Randpunkte  häufen,  und  welche  sonst, 
auf  F  bezogen,  eindeutig  und  in  jedem  gewöhnlichen  Punkte  analytisch, 
und  in  den  Verzweigungspunkten  endlicher  Ordnung  stetig  ist  bzw. 
unendlich  wird.  Diese  Funktion  werde  dann  zum  ersten  Gliede  der 
F(t)  definierenden  Reihe  genommen,  wobei  nun  a]["^  stets  so  gewählt 
werde,  daß  die  Projektion  dieses  Punktes  auf  die  schlichte  Zahlen- 
ebene mit  der  Projektion  eines  Poles  der  auf  F  verpflanzten  Funktion 
Fq  auf  diese  Ebene  niemals  zusammenfällt. 

Hiermit  ist  auch  dieser  letzte  Punkt  erledigt,  und  der  Beweis 
ist  nun  vollständig  erbracht.^) 

1)  Den  hier  mitgeteilten  Beweis  habe  ich  ins  Einzelne  durchgeführt,  ehe 
mir  die  Untersuchungen  von  Herrn  Freundlich,  Analytische  Funktionen  mit 
beliebig  vorgeschriebenem  unendlich-vielblättrigem  Existenzbereiche,  Qöttinger  Dis- 
sertation, 1910,  bekannt  waren.  Abgesehen  davon,  daß  die  Fragestellung  von 
Herrn  Freundlich  weniger  schaxf  getroffen  wird,  sowie  daß  bei  ihm  eine  ge- 
nügende Konstruktion  der  in  Betracht  kommenden  Riemannschen  Flächen  fehlt, 
läßt  seine  Beweisführung  namentlich  Funktionen  zu,  welche  in  verschiedenen 
Blättern  der  vorgelegten  Fläche  F  identisch  gleiche  Werte  annehmen  und  somit 
nicht  zur  Fläche  gehören.  Demgemäß  kann  man  ihm  eine  Lösung  der  vor- 
stehenden Aufgabe  nicht  zuerkennen. 

Auf  ganz  andere  Weise  will  Eoebe  den  Satz  beweisen,  Comptes  Rendus, 
Bd.  148  (1909),  S.  1446.  Indessen  fehlt  bei  ihm  ebenfalls  ein  konstruktiver 
Prozeß,  wodurch  seine  Flächen  F„  geliefert  werden. 
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Abbildung  zweier  Flächen  aufeinander, 
70; 

—  einet  QaadraU  aof  eine  Strecke, 
148; 

—  einer  Kugel  aof  einen  Zylinder, 
288; 

cf  aach  konforme  Abbildung. 
Abel,;91,  99. 
abgetchlouen,  18,  88,  62. 
Ableitung^  22; 
lieitpiele  i tetiger  Funktionen  ohne  — , 

28; 
vorwärti,  rückwärts  genommene  —,23; 

—  einer  komplexen  Funktion,  222; 

—  einer  Punktmenge,  644. 

absolut  konvergente  unendliche  Produkte, 

628. 
absoluter  Betrag,  206. 
Abschätzung  von     A  -\-  li  .,  209,  210; 

—  eincB  bestimmten  IntegralH,  271), 
280; 

von     f'(z)\,     f'^'^iz)   ,  299,  800; 

—  dcH  KeHtgiiedes  in  der  TaylorBchen 
Reihe,  817,  888; 

-  der  Küeffi/.ienteii  der  Taylordchen 
und  der  Laiirentechen  Koihe,  HOO, 
389,  849; 

—  der  konjugierten  Funktion,  640. 
abzahlbar  f  190; 

—  Mengen,  190; 

Ahzählbarkeit  derFunktionswcrte,  448. 
Achse j  reelle,  nun  imaginllre,  207  ; 

—  oincH  Quellpaarcfl,  016. 
Atidition,  ti()8. 

Aiiditionsilu'orem  für  e'\  sin  r,  cos  £r,  248, 
261,  661,  669,  674,  682; 

-  fi'ir  Sil  z^  464; 

algcbraiHcheK  —  für  die  periodiRcben 
Funktionen,  472,  491,  492; 

HoHtininiuug  der  Exponentialfunktion 
auf  (Jnnul  ihres  — ,  688; 


Äddäionstheorem,  Bettimmong  der  Funk 
tionen  linx,  co9x  auf  Gnmd  Uizea  — « 

—  fÖr  S(z),  617;  [582; 

—  fÖr  wW»  622. 
AhnUdikeitstransformation,  2S2,  269. 
Alembert,  d\  226,  685. 

Algebra,  Fnndamentalsaiz  der,  220,  301, 

864,  624. 
algebraische  Irrationalitäten,  Abzahlbar- 

keit  derselben,  198; 

—  Funktionen,    Kap.  8,    §§  12,    15; 
Kap.  14; 

Merkmale  —r  Funktionen,  411; 

—  Kurven,  421,  425,  Kap.  14. 
allgemeine  Potenz,  266,  445. 
alternierendes  Verfahren,  689. 
Ames,  161. 

Analysis  situSy  Kap.  6,  §§  1 — 10,  719. 

analytisch  in  einem  Punkte,  Intervalle, 
Bereiche,  längs  einer  Kurve,  116, 
224,  324,  667,  668;  cf.  auch  ana- 
lytische Funktionen,  analytische  Fort- 
setzung, analytisches  Gebilde. 

analytische  Fortsetzung,  429; 

—  —  lange  einer  Kurve,  430; 

—  —  durch    übereinander   greifende 
Kreise  431; 

Sätze  über ,  482; 

—  —  vermöge   einer  Funktionalglei- 
chung, 462. 

analytische  Funktionen,  reelle,  116; 
komplexe  —   — ,  224; 

monogene ,  487; 

monogenes  —  — System,  440; 

Detinitionsbereich  einer ,  440. 

analytisches  Gebilde,  437. 
Änderung  des  Arcus  einer  stetigen  Funk- 
tion 218. 
Annäherungskurven    im    Falle     gleich- 
mäßiger und  ungleichmäßiger  Kon- 
vergenz, Kap.  3.  [sehe,  649. 
Anschmiegungssatz ,    der   Mittag-Leffler- 
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Anzahl  der  Wurzeln  und  Pole  in  einem 
gegebenen  Bereiche,  833; 

—  der  Wurzeln  der  Grenzfunktion,  722; 
anziehende  Massen,  211. 

Appell,  425,  462,  719. 

Arbeit,  als  Potentialdifferenz,  609. 

Arcus,  206. 

arc  coBi^,  266,  394. 

arc  sinxr,  266,  894. 

arc  tangr,  256,  394. 

Argand,  213,  364. 

Ariihmetisierung  des  Kurvenbegriffs  147; 

—  eines  ebenen  Bereichs,  150; 

—  Riemannscher  Flächen,  427. 
assoziatives  Gesetz,  203,  204. 
Auflösung  einer  Gleichung  resp.  eines 

Funktionensjstems ,      ci.     implizite 

Funktionen, 
Aufpunkt,  609. 
ausgezeichneter  Punkt,  360. 
außerwesentliche  singulare  Stelle,  309. 
automorphe  Funktionen,  387,  712. 

B 

bedingt,  aber  gleichmäßig  konvergente 

Reihe,  96. 
Bereich,  Definition  eines  regulären  Be- 
reiches oder  eines  Bereiches  S,  62; 
Definition  eineB  Bereiches  <t,  134,  180; 
Definition  eines  Bereiches  T,  161; 
regulärer  — ,62; 
einfach  zusammenhängender  — ,   128, 

176,  720,  738; 
mehrfach  zusammenhängender  — ,141, 

176; 
Darstellung   eines  —  durch   eine  un- 
endliche  Reihe   von   Teilbereichen, 
156; 
Zerlegung    eines    —    in   Teilbereiche 

von  normalem  Typus,  179; 
Zusammenstellung   eines  einfach    zu- 
sammenhängenden  —   aus   Teilbe- 
reichen von  normalem  Typus,  185; 
Integral     einer     reellen    eindeutigen 
Funktion    in    einem    mehrfach    zu- 
sammenhängenden — ,  142. 
Bernstein,  194. 
Bessel,  591,  604. 

Bestandteil,  reeller,  rein  imaginärer,  207. 
bestimmtes  Integral,  reelles,  18; 

komplexes ,  277; 

Stetigkeit  einer  durch  ein dar- 
gestellten Funktion,  107,  282; 


bestimmtes  Integral,  Differentiation  einei 

unter    dem  Integralzeichen, 

111,  282,  307; 
Eonvergenzkriterium  für  uneigentliche 

,  85; 

Berechnung  reeller ,  289; 

Fundamentalsatz  betreffend  komplexe 

,  807; 

cf.  auch  Integral. 
Betrag,  absoluter,  206. 
Beziehung  der  Potential-  zur  Funktionen- 
theorie, 676. 
Biermann,  400,  535. 
Blies,  161. 

Böcher,  6,  133,  211,  221,  300,  302,  308, 
311,   328,   415,   579,   622,   636,   647, 
669,  677,  706. 
Bohlmann,  61. 
Bois-Reymond,  du,  33. 
Bolza,  671. 

Bolzano,  9,  14,  32,  40. 
Bonnet,  26. 
Borchardt,  475. 
Borel,  46,  194. 

Bouquet,  219,  330,  369,  480,  459. 
Bouton,  387. 
Bradshaw,  658. 
Briot,  219,  330,  869,  480,  459. 
Burkhardt,  6,  274,  446,  454,  599,  690. 


Cajori,  26. 

Gantor,  26,  190,  193,  194,  196. 

Cauchy,  6,  9,  20,  26,  32,  56,  60,  219, 
226,  284,  289,  294,  295,  300,  884, 
337,  338,  525,  669,  671,  586,  588; 
Cauchy-Riemannsche  Differentialglei- 
chungen, 226; 
Cauchy-Taylorsche  Reihe,  337,  343, 
545,  678. 

Cayley,  270. 

Christoffel,  420. 

Clairaut,  132. 

Clebsch,  404,  422,  424. 

CUM,  453. 

cosa:,  Definition   von  —  auf  Grund  der 

Differentialgleichung      ^  -j-  y  =  0, 
572. 

COSjET,    250. 

cosecr,  509. 
cotang^r,  592. 
cotang£r,  342,  506,  592. 
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eaupure,  489.  i  doppeltperiodische  Funktionen,  Herste]- 

C  Garant,  689.  lung  — r  —  durch  unendliche  Rei- 

CurtisB,  311,  827.  hen,  609; 

Darstellung  — r  —  mittels  der  t-  und 
D  I  der  ^-Funktion,  616; 

Darboux,20, 106,218,877,669,671,688.'      Integral  einer ,  622. 

Darstellung  eines  Bereiches  durch  eine  un- 1  Doppelpunkt,  422. 
endliche  Reihe  V.Teilbereichen,  156; ,  Doppelpyramide,  884. 

—  einer  Funktion  in  der  Umgebung    Doppelverhälinis,  274,  884. 
des  Punktes  oo,  324;  Drehung  der  Ebene,  260; 

—  einerFunktion  in  d.  Umgebung  eines  {  —  der  Kugel,  270. 
Verzweigungspunktes,  Kap.  8,  §14;    Dreieck,  Abbildung  eines   —    auf   eine 

—  doppeltperiodischer  Funktionen  Halbebcne,  420; 
mittels  der  f-  und  der  ^-Funktion,  —sfunktionen,  387. 
615;                                                             jDuröge,  311. 

—  einer  ganzen  Funktion  durch  ein  £ 
unendliches  Produkt,  639;                  jgj,  e^,  e,,  518. 

Integral —  einer  harmonischen  Funk-    e*,  666,  588,  697. 

tion,  627;  |  e*,  228,  249,  369,  893,  687  bis  691,  697. 

—  einer  harmonischen  Funktion  ver-    b -Methode,  typische  Fälle  der,  16. 
möge  der  Greenschen  Funktion,  682 ;  I  Tj ,  rj',  615. 

—  einer  harmonischen  Funktion  ver-    JEcken  und  Spitzen  am  Rande  beim  kon- 
möge einer  unendlichen  Reihe,  666;  ,  formen  Abbildungsprobleme,  684. 

—  einer  Funktion  durch  Reihen,  Pro-  I  eigentliche  Grenze,  cf  Grenze; 
du kte,cf.£n<t«?icA:ZMWg  einer  Funktion.        das  —  Unendliche,  6,  Anm. 

Dedekind,  40.  j  eindeutige  analytische  Funktionen,  Kap.  1 1 , 

Definitionsbereich  einer  Funktion,  8,  440;  §§  9  bis  14. 

eindeutige  Funktionen  mit  vorgegebe-  '  Eindeutigkeitsüieorem  in  der  Theorie  der 

nem  — ,  651;  analytischen  Funktionen,  819; 

mehrdeutige  Funktionen  mit  vorgege-  —  in  der  Potentialtheorie,  624. 

benem  — ,  747.  einfach  periodisch,  460; 

Dehnung  der  Ebene,  260.  Funktionen,  463. 

Demartres,  589.  einfach  zusammenhängend,  128,  175. 

Dieder,  384.  Einheitskreis,  207. 

DifferentialgkichungefifUneo^Te,  451,572;  Einheitswurzeln,  209,  363. 

Differentialgleichung  für  eine  statio-  Einschachtelung  der  Intervalle  und  Be- 

näre  Strömung,  602.  reiche,  Methode  der,  16; 

Differentiulkoeftizient^  cf  Ableitung.  Hauptsatz  betreffend  die  — ,  31. 

Differentiation  einer  unendlichen  Reihe,  Eisenstein,  609. 

103,  303 ;  Elektrizitätsströmungen,  606 ;  cf  auch  sta- 

—  eines   bestimmten  Integrals    unter  tionäre  Strömungen.                    [739. 
dem  Integralzeichen,  111,  241,  307;  /?/ewent  einer  analytischen  Funktion  437, 

—  eines  Kurvenintecifrals,  128.  elementare  Funktionen,  Kap.  12. 
Dini,  61,  109,  111,  334.  EUmination,  446. 

Dirichlet,  1,  19,  688;J  \  elliptische  Funktionen,   458,  475,  Anm.; 

dasThomson-Dirichlet8chePrinzip,687.  |  cf  doppeltperiodiscJie  Funktionen. 

distributives  Gesetz,  204.  elliptisches   Integral,    407,   Kap.  8,  §  16. 


Division,  205. 

dn  u,  453, 

domaine,  155,  Anm. 

doppeltperiodische  Funktionen,  460,  474; 

—   —  zweiter  Ordnung,  481; 

mitd. verwandte  Funktionen,  497  ; 


elliptische   lineare   Transformation,   262, 

endlich,  12;  [264,  266. 

eine  Funktion  bleibt  endlich  in  einem 

Punkte  resp.  Bereiche,  217; 
Bedingung,  daß  ein  Integral  in  einem 
Verzweigungspunkte  —  bleibt,  407. 
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Endpunkte  eines  Periodenstreifens,  Son- 
derstellung der,  463,  Anm.  2). 

Entwicklung  eines  Bereichs  in  Teilbe- 
reiche, Kap.  6,  §  3; 

—  einer  Funktion  in  eine  Potenzreihe, 
337,  339,  646; 

—  einer  Funktion  im  Punkte  oo,  838 ; 

—  eines  Zweiges  einer  Funktion  nach 
rationalen  Funktionen  bzw.  Poly- 
nomen, 662; 

—  einer  Funktion  nach  fortschreiten- 
den Potenzen  einer  linearen  Funk- 
tion, 646; 

ein  allgemeiner  —  satz,  693; 
Eeihen-  und  Produkt — en,  Kap.  11; 

—  einer  zusammengesetzten  Funktion, 
339; 

cf.  auch  periodische  und  harmonische 
Funktionen^  sowie  cotango;,  cotangz. 

Ergiebigkeit,  611. 

Erhaltung  der  formalen  Gesetze,  664. 

erweiterte  Ebene,  323. 

erzeugende  Transformationen  der  allge- 
meinen linearen  Transformation,  242. 

Erzeugung  linearer  Transformationen 
durch  „Transformation**,  272. 

Euler,  132,  226,  464,  607,  634,  636, 
686,  690,  692,  693. 

Existenzsätze  für  einen  Grenzwert,  28 
bis  36; 

—  für  implizite  Funktionen,  69 — 69; 
Existenzsatz  für  ganze  Funktionen  mit 

vorgeschriebenen  Wurzeln,  636,  648; 
Existenzbeweis  für  die  q^  Wurzel  einer 
reellen  Zahl,  662; 

—  für  die  Lösung  der  Randwertauf- 
gabe in  der  Potentialtheorie,  689, 697. 

Exponentialfunktion,  cf.  c*,  e'. 


Faber,  507. 

Faden,  dehnbarer,  als  Integrations-  resp. 

Fortsetzungsweg,  142. 
F^russac,  337. 
Fixpunkte  einer  linearen  Transformation, 

262,  270. 
Fontaine,  132. 

formale  Gesetze,  Erhaltung  der,  664. 
Forsyth,  387. 

Fortsetzung,  stetige,  45 ;  cf.  analytische  — . 
Fourier,  602; 

— sehe  Reihenentwicklung,  467. 
Fresnelsche  Integrale,  293. 


Freundlich,  763. 

Frioke,  274,   884,  462,  468,   706,   736, 

747,  749. 
Fundamentalbereich  oder  -räum,  463; 
Behandlung  der  einfach  periodischen 
Funktionen  vermöge  konformer  Ab- 
bildung ihres  — ,  466; 
konforme    Abbildung    des    Perioden- 
parallelogramms auf  eine  zweiblät- 
trige Fläche,  486; 
eine   auf  dem  —  fußende   Definition 
der  periodischen  Funktionen,  496. 
Fundamentalsatz  der  Analjsis  situs,  171 ; 
—  der  Algebra,    220,   801,   864,   624. 
Funktion;  A)  reelle  Funktionen ;  Begriff 
einer  — ,  1  bis  8,  43,  47; 
— en  mehrerer  reellen  Variabeln,  47; 
implizite  — en,  69; 
—Systeme,  66,  69; 
Umkehrung  eines  — Systems,  69; 
mehrdeutige  — en,  43,  187; 

B)  komplexe  Funktionen;  rationale 
— en,  214,  828; 

— en  einer  komplexen  Größe,  216; 

analytische  — en,  224,  436; 

hyperbolische  — ,  268,  396; 

lineare  — ,  232  (cf.  auch  lineare  Trcms- 
formationen) ; 

mehrdeutige  — en,  356,  396,  408; 

Verhalten  einer  mehrdeutigen  —  in 
einem  Verzweigungspunkte,  403; 

— en  auf  einer  gegebenen  Riemann- 
sehen  Fläche  406; 

gerade,  ungerade  — en,  460,  Aufgabe  2; 

— en   mit  vortretendem  Faktor,  600; 

— en  mit  Periodizitätsmodul,  600; 

n-fach  periodische  — en,  462; 

automorphe  —  en,  887,  712; 

eindeutige  —  mit  vorgegebenem  De- 
finitionsbereiche,  561; 

mehrdeutige  —  mit  vorgegebenem  De- 
finitionsbereiche, 747; 

C)  cf.  femer  rationale,  analytische, 
algebraische,  trigonometrische,  perio- 
dische, doppeltperiodische^  elementare, 
eindeutige  analytische  Funktionen^ 
sowie  die  Exponentialfunktion  und 
logx,  log;?. 

Funktionselement,  487;  Kap.  14,  §  16. 
Funktionalgleichung,   Permanenz   einer, 
450; 

analytische  Fortsetzung  vermöge  einer 
—    462; 
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Ftmktionälgleichung,  f{x)  +  f(y) = fi^y\ 
669,  669; 

f{x)f(y):==f{x+y),   248,    661,    669; 

— en  für  die  allgemeine  Potenz  einer 
reellen  Zahl.  663,  666;  cf.  auch  257; 

--  far  o*  und  loga;,  669; 

Bestimmung  der  Funktionen  sin  x, 
coBo;  auf  Grund  ihres  Additions- 
theorems, 682; 

das  gleiche  für  6*,  688. 
Funktionensystem,   monogenes    analyti- 
sches, 440. 

9%,  9if  ^13- 
r(«),  294,  462. 

ganee  rationale  Funktion,  328; 

—  transzendente  Funktion,  338;  mit 
vorgeschriebenen  Wurzeln,  636, 648. 

Gauß,  79,  211,  213,  221,  319,  636,  691, 
600,  620,  621,  624,  666,  661,  662, 
688,  706. 

Gebietseinteüunrf  der  Ebene,  Methode 
der  konformen  Abbildung  Biemann- 
scher  Flächen  vermöge,  372,  382, 
384. 

Gebilde,  monogenes  analytisches,  437. 

gemeinsamer  Teiler,  829. 

Genocchi,  61. 

geographische  Karten,  235,  255. 

gerade  Funktionen,  460,  Aufgabe  2. 

Geraden,  die  cx^*  —  des  dreidimensio- 
nalen Raumes,  355. 

Geschwindigkeitspotential,  609. 

Gesetz,  cf.  assoziatives,  distributives,  kom- 
mutatives. 

glatt,  149. 

gleichberechtigt,  272. 

gleichmäßige  Stetigkeit   15  bis  20,    218; 

—  Konvergenz  einer  unendlichenReihe, 
8U,  96,  303; 

—  Konvergenz  eines  unendlichen  Pro- 
duktes, 529; 

ein  Satz  betrefiend  —  Konvergenz, 
593;  auch  652; 

—  Konvergenz  harmonischer  Funktio- 
nen, 050. 

gleichvcrzweigt,  405. 

gliedweise  Integration  einer  unendlichen 
Reihe,  99,  304; 

—  Differentiation  einer  unendlichen 
Reihe  103,  304; 

—  Differentiation  einer  unendlichen 
Reihe  harmonischer  Funktionen,  652. 


Gmeiner,  681,  686,  687. 

Godefroy,  676,  681. 

Goldbach,  686. 

Gordan,  422. 

Gouisat,   27,  218,  221,  286,  296,  349, 

860,  362,  364,  426,  462,  719. 
Green,  600,  624,  629,  630,  647,  688. 
Greensche  Funktion,  296,  680; 
Darstellung  einer  harmonischen  Funk- 
tion vermöge  der  Greenschen  Funk- 
tion, 632; 
Greenscher  Satz  der  Integralrechnung« 
129. 
Grenze  bei  reellen  Zahlen,  3; 
eigentliche  — ,  6; 

—  im  komplexen  Zahlensysteme,  215, 
404; 

obere,  untere  — ,14; 

cf.  auch  natürliche  Grenze. 
Grenzfälle   bei   den   linearen   Transfor- 
mationen 270. 
Grenzübergang,  einseitiger,  6; 

zweidimensionaler  — ,47; 

doppelter  — ,  81,  88,  100,  108; 

Entstehung  eines  Qoellpaares  (Poles), 
sowie  höherer  Motoren  aus  Punkt- 
quellen resp.  einfachen  Motoren 
durch  — ,  613; 

cf.  auch  Grrenze. 

Grenzwert,  cf  Grenze; 

unendlicher  — ,  6  bis  6; 

der  —  e,  30; 
Größe j  komplexe,  202. 
größter  Wert,  cf.  maximum,  sowie  obere 

Grenze. 
Gravitation,  609. 
Gruppe,  245,  274. 

U 

Halbstrahlen,  163. 
Hankel,  89,  118,  438. 
harmonische  Funktionen,  698; 

eine  Funktion  verhält  sich  —  in  einem 
Punkte  resp.  Bereiche,  620; 

—  im  Punkte  oo,  643; 

—  Fortsetzung,  661; 

—  Fortsetzung  über  eine  analytische 
Kurve  hinaus,  665; 

—  Fortsetzung  vermöge  des  Symmetrie- 
prinzips, 672. 

Harnack,  109,  111,  198,  660,  654. 
HäufungssteUe,  38,  323. 
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Sauptteä  einer  Funktion  in  einem  Pole, 
321,  326. 

Hauptwert  des  Logarithmus,  263. 

hebbare  Singularität,  10,  310,  646. 

Heine,  16,  101. 

Hermite,  213,  297,  601. 

Herstellung  doppeltperiodischer  Funk- 
tionen durch  unendliche  Reihen, 
609. 

Herumintegrieren,  Methode  des,  832, 476. 

Hubert,  148,  689. 

Holzmüller,  76. 

Huntington,  206. 

Hurwitz,  A.,  147,  449,  722. 

hy per  analytisch,  121. 

hyperbolische     lineare     Transformation^ 
262,  266; 
—  Funktionen,  268,  396. 

hypoanalytisch,  121. 


ideale  Elemente,  322. 
identisch  gleich,  329; 

— es  Verschwinden  einer  Funktion,  329. 
Identitätssatz,  319,  329,  336; 

cf.  auch  Eindeutigkeitstheorem. 
Ikosaeder,  384,  387. 
im  Endlichen,  38. 
im  Großen,  44; 

ein  Satz  betreffend  die  konforme  Ab- 
bildung   ,  377. 

im  Kleinen,  44; 

konforme  Abbildung  durch  eine  ana- 
lytische Punktion ,  Kap.  6,  §  8. 

implizite  Funktionen,  59,  401,  402. 
Inhalt  von  Pimktmengen,  197. 
inkompressibele  Flüssigkeiten,  606; 

cf.  auch  stationäre  Strömungen. 
Inneres   einer  geschlossenen  Kurve,   cf. 
Fundamentalsatz  der  Analjsis  sitns. 
innerer  Punkt  einer  Menge,  150. 
innere  Normale,  176. 
Integral    einer    analytischen    Funktion, 
284,  286,  406; 

das  —  fPdx-\-  Qdy,  128; 

unbestimmtes  — ,  285; 


das 


J       dy 


y^^^ll^y^ 


299; 


-e  ra- 


konforme  Abbildung  vermöge 

tionaler  Funktionen,  387; 
—  e  von  Funktionen  auf  einer  Riemann- 

schen  Fläche,  406; 


Integral  einer  doppeltperiodischen  Funk- 
tion, 622; 
— darstellung      einer     harmonischen 

Funktion,  627; 
Foissonsches  — ,  634; 
cf.  bestimmtes  Integral,  Kurvenintegral, 
Integralformel,  Integralsatz. 

Integralformel,  die  Cauchysche,  296. 

Integralsatz,  der  Cauchysche,  284. 

Integration  einer  unendlichen  Reihe, 
cf.  gliedweise. 

inverse  Funktionen,  cf.  Umkehrfunktion, 

Irrationalzahlen ,  Nicht  -  Abzähl  barkeit 
der,  192. 

Irreduzibilität  einer  algebraischen  Glei- 
chung resp.  einer  Riemannschen 
Fläche,  414. 

isogonale  Verwandtsdiaft ,  cf.  konforme 
Abbildung. 

isolierte  singulare  Stellen  eine  Funktion, 
cf.  singulare  Stellen, 

isothermische  Kurven,  604. 

isotrope  Substanz,  599. 


Jacobi,  469,  460,  462,  601; 

Jacobische  Determinante,  66,  69. 
Jordan,   20,   70,   147,   166,   161,  290, 
294,  406; 

Jordansche  Kurve,  147. 


Karten,  geographische,  236,  265. 

Kellogg,  679. 

kinematische  Behandlungsweise  der  line- 
aren Funktion,  268. 

Kirchhoff,  606,  610. 

Klein,  262,  270,  278,  274,  369,  384, 
387,  388,  392,  462,  463,  610,  617, 
706,  712,  736,  747,  749. 

kleinster  Wert,  cf.  minimum,  sowie  untere 
Grenze. 

Kneser,  334,  671. 

Koebe,  725,  726,  727,  729,  785,  747,  768; 
der  — sehe  Satz,  726; 
die  — sehe  Konstante,  727. 

kommutatives  Gesetz,  203,  204. 

komplexe  Zahlen,  202. 

konforme  Abbildung,  76—80, 232,  Kap.  14 ; 

einer  Kugel    auf   eine   Ebene, 

236; 
—  —  einer  Kugel  auf  einen  Zylinder, 

238: 
r      ' 
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konforme  Ahhüdung  eines  Kreissektors 
anf  einen  Halbkreis,  245; 

eines  Winkels  anf  die  Halb- 
ebene, 246; 

eines   Kngelzweiecks   anf   die 

aufgeschnittene  Vollkugel,  246; 

—  —  eines  Rechtecks  auf  einen  Kreis 
resp.  auf  einen  Toms,  416; 

—  —  eines  Dreiecks  auf  einen  Kreis, 
420; 

eines  Periodenstreifens  auf  die 

yolle  Ebene,  464; 

—  —  eines  Periodenparallelogramms 
auf  eine  zweiblättrige  Kiemannsche 
Fläche  485; 

der  Umgebung  einer  analytischen 

Kurve  auf  die  Umgebung  einer  ge- 
raden Strecke,  669; 

—  —  vermöge  Integrale  rationaler 
Funktionen,  387; 

vermöge  des  Logarithmus,  254; 

der  Umgebung  des  Punktes  oo, 

826; 
in  einem  Yerzweigungspunkte, 

361,  362,  403; 
in  den  Yerzweigungsschnitten, 

356; 
eines  einfach  zusammenhängen- 
den Bereichs  auf  einen  Kreis,  681, 

699; 
die   allgemeinste  —  —   eines  Kreis- 

innern  auf  sich  selbst,  686; 
die  allgemeinste eines  einfach 

zusammenhängenden  Bereiches  auf 

8ich  selbst,  739; 
Behandlung  der  einfach  periodischen 

Funktionen    vermöge   —    —    ihres 

Fundamentalbereichs,  466 ; 

ein  Satz  betreffend  die im  Großen, 

kongruent,  463.  [377. 

konjugiert,  241,  606,  625. 
Kontinuum,  das  zweidimensionale,  150. 
Konvergenz,  cf.  Grenze;  gleichmäßige  — , 

cf.  gleichmäßig  ; 
wahrer  — kreis,  335; 

—  hereich  der  Reihenentwicklungen 
harmonischer  Funktionen,  659. 

Körper,  reguläre,  884,  387. 
Kräftefeld,  609. 
Kreishogendreiecke,  698,  703. 
Kreisscharen  bei   einer  linearen  Trans- 
formation, 264. 
Kreissektor,  cf.  Abbildung. 


Kreisverwandtsehaft  der  Ebene,  239,  240; 

—  der  Kugel,  242,  275. 
Krön  eck  er,  438. 

Kugel,    konforme   Abbildung  einer   — 
auf  einen  Zylinder,  288; 

konforme  Transformationen  einer  — 
in  sich,  275; 

Rotationen  der  — ,  270; 

Zentralprojektion  einer  —  auf  einen 
Zylinder,  275; 

mehrfach  überdeckte  — ,  868. 
Kurven,  reguläre,  51,  149; 

reguläre  —  der  erweiterten  Ebene,  324 ; 

Jordansche  — ,  147; 

einfache  — ,  51,  148; 

algebraische  Kurven,  421; 

analytische  Fortsetzung  längs  einer  — , 
430; 

cf.  Auch  Ktirvenintegrale,  Baun^urven. 
Kurvenintegrale,  123,  125,  128; 

Stetigkeit  eines  — ,  128. 


lacet,  376. 

lacunärer  Raum,  439. 
Lagrange,  27,  226,  599,  600,  606. 
Lagrange  sehe  Interpolationsformel,  Ver- 
allgemeinerung der,  551. 
Lam^,  625,  627. 
Landau,  811. 

Laplacesche  Differentialgleichung,  79, 
298,  598,  Bowie  überhaupt  Kap.  13. 
Laurent,  346; 

der  Lauren tsche  Satz,  346; 
die  Laurentsche  Reihe,  348; 
Analogen  derselben  in  der  Potential- 
theorie, 642,  643,  660. 
Legen  dresche  Relation,  rim — r{(o  =  2ni, 

515. 
Leibniz,  111.  [392. 

Leipziger  Vorlesung  (Klein),  369,  388, 
limes,  cf.  Grenze. 
Lindemann,  404,  424. 
lineare  Trarisformationen,  232,  242,  258, 
272,  331; 
—  —  in  kinematischer  Behandlungs- 
weise,  268; 
Erzeugung  von  —  —  durch  Transfor- 
mation, 272; 

einer  Rieinannschen  Fläche,  390; 

cf.  auch  Entwicklung  einer  Funktion 
nach  fortschreitenden  Potenzen  einer 
linearen  Funktion,  545. 


Nuueii'  ond  Sachragister. 
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Tille,  SOG,  Hb,  eS4,  648. 

,  668. 

FlOcbe  für  — ,  366. 
PotaUiat,    a03,     80< 
Eap.  IS,  14. 


lineare    TrauBfonoBtion, 


Mächtigkeit,  191,  164. 

Jttagnttiamug,  G09. 

Mataen,  aniiebende,  211,  609 

Beispiel  einer  etetigen  Funktion  ohne 


Bereich. 

Menge,  87 ; 
— lehre,  Kap.  { 


^^P^  Funktion  880 ; 
411. 

der  Inter- 
valle nnd  Bereiche,  cf.  Einsehadite' 
lung  der  Intervalle  und  Bereidte; 
■  des  388,    475. 

igen  Fuuk- 


li; 


14; 


10,  641,  649. 
I  der  Integralrechnung, 


der  W 

■che  —  für 
Analogon  des  — 

theorie,  316;  daBBelbe  ii 

tialtheorie,  6S4; 
~  in  der  Potentialtbeori 


Modell  einer  Rieinann sehen  Fl&che,  374. 

Modvi  einer  komplexen  ZabI,  206. 

Modulfigur,  704,  706. 

Moebina,  240. 

Hoivreacher  Satz,  SOS. 

Molk,  1,  6,  9,  626. 

monogene  analytische  Funktion,  436; 

440; 


Moore,  E.H.,  148,  860, 
Horera,  1S8,  897,  801,  304,  678. 
Muttiplikalion,  204. 
multiptikative 
Murphy,  689. 


Naehbarsehaft,  cf.  ümgAung. 

Nähe,  cf. 

natürliche  ^^^  447,  671. 

N  608,  622, 624, 

608.  717,  719,  720. 
Newton,  404,  424,  680; 

Potential,  608. 
M  468. 

■''.mi  190. 

Funktionen,  reelle,  1I&. 
&8,  401. 
Bewegungen  des  Ran- 

it-mal  an,  320; 
im  Endpankte  eines 
an,  466. 
673; 
—  der  Oreenscben  Funktion,  678. 
Normale,  innere,  176. 
NuUjmnkte  einer  Funktion,  cf  Wurzeln. 


Oktaeder,  SB4. 

Ordnung  eines  Punktes,  166; 
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Ordnung  eines  Poles  im  Endpunkte  eines 

Periodenstreifens,  466. 
Osgood,  107,  148,  699. 
Ostwald,  9,  221. 


i^(z),  612. 

Painlev^,  63,  434. 

parabolische  lineare  Transformation,  262, 
268. 

Paraüelver Schiebung  der  Ebene,  243,  269, 
270. 

Parameter,  Abhängigkeit  eines  bestimm- 
ten Integrals  von  einem  oder  meh- 
reren — ,  107—116; 
— darstelinng  in  einem  Yerzweigungs- 
punkte,  407. 

parfait,  166,  Anm. 

Fartialbruchzerlegung     der      rationalen 
Funktionen,  880; 

—  einer  periodischen  Funktion,  600; 

—  von   cosecjsr,   cotangj;  usw.,    608, 
609; 

—  der  doppeltperiodischen  Funktionen, 
616; 

—  allgemeiner   Funktionen   (Mittag- 
Lefflerscher  Satz)  Kap.  11,  §  10. 

Peano,  61,  148,  198. 
Peirce,  266,  846,  610. 
perfekt,  88. 

periodische  Funktionen,  Kap.  10; 
Definition  einer  —  — ,  458; 
einfach  —  — ,  460; 
Behandlung    der   einfach   —  —   ver- 
möge   konformer   Abbildung   ihres 
Fundamentalbereichs,  466; 

direkte  Behandlung  der  einfach , 

472; 
Reihenentwicklungen  für  —  — ,  467, 

474; 
mit  den  —  —  verwandte  Funktionen, 

497; 
w-fach  —  — ,  462; 
cf.  auch  doppeltperiodische  Funktionen. 
Periode,  250,  276,  458; 
multiplikative  — ,  497; 
— n  von  sn  m,  456 ; 
primitive  — ,  460; 
primitives  — paar,  460; 
Definition  einer  — ,  458; 
— streifen,  463; 

konforme    Abbildung    des    — Streifens 
auf  die  volle  Ebene,  464; 


Periode,  Sonderstellung  der  Endpunkte 

eines  — Streifens,  465. 
Periodenparallelogramm,  460; 
konforme  Abbildung  des  —  auf  eine 
zweiblättrige  Riemannsche  Fläche, 
486; 
cf.  auch  Fundamentalbereich. 
Pefiodizitätsmoduln,  144; 

Verhältnis  der  —  eines    elliptischen 

Integrals  erster  Gattung,  218; 
Funktionen  mit  — ,  600. 
Permanenz    einer   Funktionalgleichung, 

460. 
physikalische    Hypothese   bzgl.   Wärme- 
strömungen, 600. 
Picard,  426,   644,   686,   707,  710,  747; 

der  Picardsche  Satz,  707. 
Pincherle,  37,  88,  686. 
Poggendorff,  610. 
Poincarö,  448,  712,  749. 
Poisson,  634,  637,  666; 

— sches  Integral,  684. 
Pol,  809,  321,  826,  403,  466,  618; 
Anzahl   der  —  in  einem  gegebenen 
Bereiche,  333; 

—  in  einem  Yerzweigungspunkte,  403 ; 

—  im    Endpunkte    eines    Perioden- 
streifens, 466; 

Entstehung  eines  —  durch  Zusammen- 
rücken zweier  Punktquellen,  613; 
Entstehung  von  — en  höherer  Ordnung 
durch    Zusammenrücken    einfacher 
Pole,  615; 
cf.  auch  Quellpaar, 
Polynom,  328. 
positive  Tangente,  176. 
Potential,  logarithmisches,    603,    sowie 
überhaupt  Kap.  13,  14; 
Newtonsches  — ,  603. 
Potenz  einer  komplexen  Zahl,  208; 
gebrochene    und    irrationale  —  einer 

reellen  Zahl,  664; 
cf.  auch  allgemeine  Potenz. 
Potenzreihe,  97,  335. 
primitive  Perioden,  460; 

—  Periodenpaar,  460. 
Pringsheim,    1,    6,    9,    133,   837,   507, 

526,  536. 

Prinzip  der  Erhaltung  der  formalen  Ge- 
setze, 564. 

Produkt,  cf.  unendliche  Produkte. 

Projektion,  stereographische,  236. 

Ptolemäus,  235. 


Namen-  und  Sachregister. 


763 


Puiseax,  369,  404,  406,  431. 

Punkt  eines  n-dimensionalen  Raumes,  38; 

der  —  OO,  822; 

— menge,  36; 

— quelle,  611; 

cf.  auch  Umgebung,  konforme  Abbil- 
dung, Entwicklung, 

Quadrat,  Abbildung  eines  —  auf  eine 

Strecke,  148. 
QueUpaar,  615. 
QuerschniU,  141,  173. 
Quotientensatz,  341. 

B 

Band  eines  Eontinuums,  163; 
-stück,  173; 

— punkte   eines   Eontinuums,   welche 
nicht  auf  stetigem  Wege  zu  errei- 
chen sind,  164; 
cf.  auch  Bandioert 
Randwert^  52; 

—aufgäbe   der  Potentialtheorie,   687; 
Lösung  derselben  für  einen  analyti- 
schen Rand,  697. 
rationale    Zahlen,     Abzählbarkeit    der- 
selben, 191 ; 

—  Punkt,  191; 

—  Funktionen,  214,  328; 
konforme  Abbildung  vermöge  der  Inte- 
grale — r  Funktionen,  387; 

Merkmale  — r  Funktionen,  330. 

Baumkurven,  425. 

Bausenberger,  499. 

Bechteck,  Abbildung  eines  —  auf  einen 
Kreis,  Tonis,  416. 

reelle  Zahlen,  Nicht-Abzählbarkeit  der- 
selben, 192. 

reguläre  Kurven,  Bereiche,  cf.  Kurven, 
Bereiche ; 

—  Körper,  384,  387. 
Beihenentwicklungen,  cf.  Enttoicklung. 
Besiduum,  381,  476; 

logarithmisches  — ,  332; 

—  in  einem  VerzweigUDgspunkte,  406 ;  i 
Verschwinden   des   —    in  einem  Ver-  ' 

Zweigungspunkte,  407. 
Bestglied  der  Cauchj-Taylorschen  Reihe, 

338. 
Riemann,   10,   20,  226,  310,  311,  315, 

319,   357,   358,   404,   406,   411,  414, 

415,  416,   430,   436,   439,   620,   621, 


622,  629,   666,   661,   662,   665,   677, 

681,  688,  719. 
Riemann  scher  Satz  in  der  Funktionen- 

theorie,  810; 
—  scher  Satz  in  der  Potentialtheorie, 
cf.  Biemannsche  Fläche.  [646. 

Biemannsche  Fläche,  856,  sowie  über- 
haupt Kap.  8; 

auf  der  Kugel,  368; 

die für  M7  =  log;?,  365,  892; 

die für  M7  =  ä''*,  859; 

die  —   -^  für  eine  gebrochene  Potenz 

einer  rationalen  Funktion,  364; 
die für   die   Funktion   w,   wo 

u?*  — 8w  =  iP,  368; 
die für   die   Funktion   «?,    wo 

w*  —  4tt7  =  -2f,  881; 
die für  die  sechs  Doppelverhält- 

nisse,  884; 
die    —    —    für    die    Funktion    w  = 


f 


zdz 
.._  1.887; 


die  —  —  für  arctanir,  892; 

die für  aro  sin  2r,  arc  cos  z,  394 ; 

die für   die    Umkehrung   einer 

allgemeinen  rational.  Funktion,  398; 
die für  eine   allgemeine   alge- 
braische Funktion,  400; 

für  Raumkurven,  426; 

Arithmetisierung  einer ,  427; 

lineare  Transformationen  einer , 

390. 
Bollescher  Satz,  26,  211. 
Botation  der  Kugel,  270 ;  cf.  tkuchDrehung. 
Bückkehrsehnitt,  173. 
Runge,  552. 

S 
ö(z),  518; 

Bereich  ö,  134,  180. 
Schepp,  61. 
Schilling,  616. 
Schleifen,  875,  388. 
Schlömilch,  346,  455. 
Schnitl^nkte ,    Anzahl    der   —    zweier 

Kurven,  424. 
Schoenflies,  147,  161,  196. 
Schwankung,  14. 
Schwarz,  887,  416,  438,  494,  535,  637, 

665,  666,  689,  690,  747. 
secir,  609. 
Seidl,  91. 
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Sektor,  cf.  Abbildttng. 

Serret,  26,  68. 

Sigmafmktion,  618. 

Simon,  636. 

flino;,  Definition  von  —  auf  Grund  der 

Differentialgleichung  ^ ,  4-  y  =  0 , 

673. 
sinz,  260,  896. 

unendliches  Produkt  für  — ,  684,  696. 
singulare  Stellen  einer  reellen  Funktion, 
9—18; 

einer  komplexen  Funktion,  308^ 

438; 
singulare  Linien,  814; 
cf.    auch   Pol,    hebbare   Singularität, 
wesentliche    singulare    Stelle,     Ver- 
zweigungspunkt, natürliche  Grenze. 
Sinn,  positiver,  negativer,  127; 

Integration  in  positivem  — ,  127,  176. 
Spezies,  vier,  203. 
Spiegelpunkt,  241. 
Spiegelung  am  Kreise,  289; 
harmonische  Fortsetzung  vermöge  — 
am  Kreise,  672. 
Spitzen  und  Ecken  am  Rande  beim  kon- 
formen Abbildungsproblem,  684. 
snu,  463,  481. 
Sonderstellung  der  Endpunkte  eines  Pe- 

riodenstreifons,  466. 
Stackel,  226. 

stationäre  Strömungen  von  Wärme,  Elek- 
trizität,   inkompressibelen  Flüssig- 
keiten, Kap.  18,  §§1,  2;  der  zwei- 
dimensioDale  Fall,  603. 
statische  Elektrizität,  60t). 
Staupiinkte,  616. 
stereographische  Projektion,  235. 
Stetigkeit,  Definition  der,  9; 
—Sätze  13  bis  22,  41; 
gleichmäßige  — ,  16; 

—  einer    Funktion    mehrerer    reeller 
Veränderlichen,  52; 

Kriterium  für  die  —  einer  unendlichen 
Reihe,  91,  305; 

—  einer  durch  ein  bestimmtes  Integral 
dargestellten  Funktion,  107; 

Kriterium  für  dieselbe,  109; 

—  und  Differentiierbarkeit  eines  Kur- 
venintegrals, 128; 

—  einer  komplexen  Funktion,  218; 

—  am  Rande  eines  Bereiches,  64,  218; 

—  in  einem  Verzweigungspunkte,  404. 


Stokes,  83,  90. 

Stolz,  9,  27,  294,  681,  686,  687. 

Strecke,  161; 
Abbildung  einer  —  auf  ein  Quadrat, 
194. 

Strömung  der  Punkte  der  Ebene,   260 
bis  270; 
— linien,  604; 
cf.  auch  stationäre  Strömungen, 

Study,  213. 

Subtraktion,  204. 

Symmetrieprinzip,     harmonische     Fort- 
setzung vermöge  des,  672. 

symmetrisch  in  bezug  auf  eine  Kurve, 
671. 

T 

Tait,  699. 
tano;,  686. 
tanjer,  261,  842,  608. 

Tangente,  positive,  176. 
Tannery  J.,  626,  682,  688. 
Taylor,  837; 
— scher   Lehrsatz   mit   Restglied    für 

reelle  Funktionen,  27; 
Cauchy-Taylorsche  Reihe,  337. 
Teilung    der    elliptischen    Funktionen, 

488,  Aufgabe  1 ;  490. 
Thomson,  699,  688; 

das    Thomson  -  Dirichletsche    Prinzip, 
687. 
Toms,    konforme   Abbildung   eines    — 

auf  ein  Rechteck,  416. 
Transformation  durch  reziproke  Radien, 
239; 
lineare  — ,  cf.  lineare  Transformation; 

—  der  Kugel,  241,  276; 
Prozeß  der  — ,  272. 

trigonometrische  Funktionen,  cf.  sinr, 
sin  X,  cos  z,  cos  x  usw.,  sowie 
Kap.  12,  §§  6  bis  9. 

ü 

Überlagerung  von  Strömungen,  618. 
Ufer  eines  Querschnitts,  143. 
Umgehung,  87; 

—  des  Punktes  00,  328; 
konforme  Abbildung  letzterer,  326. 

Umhüllungskurve,  449. 
Umkehrfunktion,  28,  Aufgabe  5;  230; 

—  einer  allgemeinen  rationalen  Funk- 
tion, 398; 

cf.  auch  Umkehrung  eines  Funktionen- 
Systems. 
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ümkehrung  eities  Funktianensystems,  69. 
unbestimmtes  Integral,  286; 

einer  periodischen  Funktion,  496. 

unendlich,  5,  6,  48; 

—  Reihen,  cf.  Konvergenz,  gleichmäßig, 
gliedweise; 

eine  Funktion  wird  — ,217;   cf.  Pol; 
der  Punkt  c»,  822; 

—  ferner  Bereich  der  Ebene,  822; 

—  ferne  Punkte  eines  Periodenstreifens, 
465; 

—  verzögerte  Konvergenz,  91; 
das  eigentliche  — ,  6,  Anm.; 
cf.  auch  unendliche  Produkte. 

unendliche  Produkte,  524; 

absolut  konvergente ,  628; 

gleichmäßig  konvergente ,  629; 

Kriterium  für  die  gleichmäßige  Kon- 
vergenz eines ,  682; 

für  sin<5,   a{z)  usw.,    633,  596. 

Unendliche,  das  eigentliche,  6,  Anm. 

ungleichmäßige  Konvergenz,  an  Bei- 
spielen erläutert,  82  bis  89,  100, 
104; 

—  einer  Potenzreihe,  98; 

cf.  auch  gleichmäßige  Konvergenz. 

Ungleichungeti  für  komplexe  Zahlen,  209. 

üniformisierung  analytischer  Funktio- 
nen, 710. 

unstetig,  Beispiele  — er  Funktionen, 
9  bis  13; 

—  Lösungen  der  Funktionalgleichung 

t\^)f{y)  =  f{^  +  y).  Ö71; 

cf.  auch  singulare  Stellen. 
Unstetigkeit,  cf.  singulare  Stellen, 
untere  Grenze,  14,  39; 

cf.  auch  minimum. 


Van  Vleck,  297,  585. 
Veblen,  46,  161. 
Vektor,  202. 

Verhalten  einer  Funktion  im  Punkte  oo , 
324; 

—  einer   mehrdeutigen   Funktion    in 
einem  Verzweigungspunkte,  408. 

Verknüpfung,  203. 

Vertauschbarkeit  von  Parameter  und 
Argument  bei  der  Greenschen  Funk- 
tion, 636,  660. 

Verziveigungspunkt,  358,  360; 

—  unendlich  hoher  Ordnung,  368; 

—  endlicher  Ordnung,  360; 


Verzweigungspunkt,     Verhalten      einer 
mehrdeutigen  Funktion  in  einem  — , 
403; 
Parameterdarstellung  in  einem — ,  407 ; 
Abbildung  in  einem  — ,  410; 
Analogen  eines  —  im  Falle  einer  al- 
gebraischen Kurve,  422. 
Verzweig ungssehnitt,  867. 
vierdimensianaler  jßaum,  355. 
Vieta,  526. 

vollständiges  Differential,  182,  Anm. 
Voß,  111,  236. 

W 

wahrer  Konvergenzhreis,  336,  488. 

Wallis,  6. 

Wärmestromung,  das  allgemeine  Problem 
der,  699; 
cf.  auch  stationäre  Strömungen. 

Weber,  426,  636. 

Weierstraß,  1,  2,  14,  16,  26,  37,  38, 
91,  95,  101,  116,  212,  218,  228,  308, 
309,  312,  313,  338,  348,  346,  409, 
430,  435,  437,  438,  440,  455,  460, 
492,  494,  512,  613,  518,  621,  626, 
629,  532,  535,  536,  539,  640,  644, 
561,  689; 
— sches    Kriterium   für   gleichmäßige 

Konvergenz,  96; 
— scher  Reihensatz,  303. 

Wendepunkt,  422. 

Wert  einer  Funktion  im  Punkte  oo,  324. 

wesentliche  singulare  Stelle,  312,  324; 

—  —  —  zweiter  Art,  814; 

—  in      einem     Verzweigungs- 
punkte, 404; 

—  —  —  im  Endpunkte  eines  Perio- 
denstreifens, 466. 

Wessel,  213. 

Wiener,  C,  26. 

Wilson,  671,  688. 

Windufigspunkt,  cf.   Verzweigungspunkt. 

Winkel,  162; 

— treu,    cf.    isogonale    Verwandtschaß, 
konforme  Abbildung; 

Definition  des  Maßes  eines  — ,  580; 

konforme  Abbildung  eines  —  auf  die 
Halbebene,  245. 
Wirbelpunkte,  612. 
Wronski,  679. 
Wurzeln  einer  komplexen  Zahl,  208; 

—  einer   Funktion   resp.    Gleichung, 
320; 
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Wurzeln,  Anzahl  der  —  in  einem  gege- 
benen Bereiche,  888; 

die  g-te  —  einer  reellen  Zahl,   662; 

—  iw-ter  Ordnung  in  einem  Verzwei- 
gnngspnnkte,  404; 

Anzahl  der  —  der  Grenzfunktion,  722. 

X 

ä",  562. 

Z 


.m 


245. 


f  «.  614; 

Additionstheorem  für  — ,  517. 
Zahlen,  cf.  rationale,  algebraische,  kom- 
plexe Zahlen,  Irrationalzahlen; 
die  Zahl  oo,   cf.  das   eigentliche  Un- 
endliche. 
Zentralprojektion  einör  Kugel  auf  einen 

Zylinder,  276. 
Zerlegung  eines  Bereichs  in  Teilbereiche 
von  normalem  Typus,   Kap.  6,  §  9; 
—  eines  Polynoms  in  Primfaktoren,  828 ; 


Zerlegung  einer  ganzen  Funktion  in  Prim- 
faktoren, Kap.  11,  §  9. 

zusammengesetzte  Funktionen,  Reihen- 
entwicklung derselben,  889. 

zusammenhängend,  151. 

Zusammenrücken  von  Polen,  Staupunkten, 
618  bis  617. 

Zusammenstellung  eines  einfach  zusam- 
menhängenden Bereichs  aus  Teil- 
bereiohen  von  normalem  Typus,  185. 

Zweig  einer  Funktion,  487 ;  cf.  auch  858 ; 
—  einer    algebraischen    Kurve,   428, 

424; 
Entwicklung  eines  —  einer  Funktion 
nach    rationalen    Punktionen   bzw. 
Polynomen,  552. 

Zylinder,  konforme  Abbildung  eines  — 

auf  eine  Kugel,  288; 

Abbildung   eines  —  auf  eine   Kugel 

durch  Zentralprojektion,  und    eine 

starre  Bewegung  des  ersteren,  275. 
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S.  462 

S.  495 
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Berichtigungen. 

Z.  3  V.  0.,  statt  „subsum-"  lies  „subsu-^*. 

Z.  2  V.  u.,  (Anm.),  statt  „anderer"  lies  „andere*'. 

Z.  8  V.  u.,  statt  „von  T"  lies  „von  J,". 

Z.  10  V.  c,  statt  „nicht  trifft"  lies  „trifft". 

Z.  3  V.  u.,  da  soll  kein  neuer  Paragraph  begonnen  werden. 

Z.  14  V.  0.,  statt  „Fall."  lies  „Fall". 

Z.  13,  14  V.  o.,  lies  „gezeigt". 

Z.  1  der  Anm.,  statt  „Meray"  lies  „MeJray". 

Z.  3  der  Anm.,  statt  „§  9"  lies  „§  10". 

Z.  10  V.  u.,  statt  „Das  Ergebnis"  lies  „Das  letzte  Ergebnis". 

Z.  15  V.  u.,  statt  „gilt  auch"  lies  „gilt  offenbar  auch". 

Z.  3  der  Anm.,  statt  „algebriques"  lies  „algebriques". 

Z.  7  V.  0.,  statt  „den"  lies  „dem". 

Z.  9  V.  u.,  statt  „doppelt  periodische"  lies  „doppeltperiodische". 

Z.  11  V.  u..  statt    -y^,^     lies     ^^^. 

Z.  9  V.  o.,  statt  „Satz  1."  lies  „1.  Satz.". 

Z.  4  V.  0.,  statt  „Satz  3."  lies  „3.  Satz.". 

Z,  4  V.  0.,  statt  «2^  +  1  lies  as;t-i- 

Z.  3  V.  u.,  statt  „Keilog"  lies  „Kellogg". 

Z.  1  der  Anm.,  statt  „Ein"  lies  „Einen". 
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Funktionentheorie. 

Allc^meines. 

Biermaniii  O.«  Elemente  der  höheren  Mathematik.  YorleBungen  zur  Vor- 
bereitung aes  Studiums  dei  DifferentialrechnuDg,  Algebra  und  Funirtionentheorie. 
gr.  8.    Geh.  JC  10.—,  geb.  ^11.— 

Bluznenthal.  O.y  Grundlagen  der  Theorie  der  ganzen  Funktionen  unend- 
licher Ordnung,    gr.  8.    [In  Vorbereitung.] 

Carathöodory,  C,  der  Picardsche  Satz  und  seine  Verallgemeinerungen, 
gr.  8.    [In  Vorbereitung.] 

Dini.  U.^  Grundlagen  für  eine  Theorie  der  Funktionen  einer  veränder- 
lichen reellen  Größe.  Mit  Genehmigung  des  Verfassers  deutsch  von  J.  Lüroth 
und  A.  Schepp.    gr.  8.    Geh.  JC  12. — ,  geb.  JC  \Z. — 

Duröge.  H.^  Elemente  der  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  ver- 
änaerlichen  Größe.  In  6.  Auflage  neu  bearbeitet  von  L.  Maurer.  Mit 
41  Figuren,    gr.  8.    Geh.  *4^  9.— ,  geb.  JC  \^, — 

Frioke^R.,  kurzgefaßte  Vorlesungen  üb  er  verschiedene  Gebiete  der  höheren 
Mathematik  mit  Berücksichtigung  der  Anwendungen.  Analytisch-funktionen- 
theoretischer Teü.  Mit  102  Figuren,  gr.  8.  Geb.  Ui^  14.—  [Der  IL  (Schluß-) 
Teil  über  Algebra  und  Geometrie  ist  in  Vorbereitung.] 

Frioke,  R.,  und  F.  Klein,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  automorphen 
Funktionen.  In  2  Bänden.  I.  Band:  Die  gruppentheoretischen  Grundlagen. 
Mit  192  Figuren,     gr.  8.     Geh.  JC  22.— 

II.  Band:  Die  funktionentheoretischen  Ausführungen  und  die  An- 
wendungen.   Mit  114  Figuren,    gr.  8.     Geh.  JC  28. — 

Band  II  auch  in  Lieferungen. 

1.  Lieferung.     Engere   Theorie   der   automorphen   Funktionen.     Geh.    JC   10.—. 

2.  Lieferung.  Eontinuitätsbetrachtungen  im  Gebiet  der  Hauptkreisgruppen. 
Geh.  JC  7. — .  3.  (Schluß-)  Lieferung.  Direkte  Beweismethoden  der  Fundamen- 
taltheoreme und  Anhang.     Geh.  JC  11. — 

Goursat,  E.,  Lehrbuch  der  Analjsis.  2  Bände.  Deutsch  von  G.  Eowalewski 
und  F.  J.  Schwarz,  gr.  8.  Band  11:  Theorie  der  analytischen  Funktionen.  — 
Gewöhnliche  Differentialgleichungen.  —  Partielle  Differentialgleichungen.  —  Ele- 
mente der  Variationsrechnung.     [In  Vorbereitung.] 

Eleiiiy  F.,  autographierte  Vorlesungshefte.    4.    Geh. 

Riemannsche  Flächen.  Neuer,  unveränderter  Abdruck.'  Heft  1  (W.-S.  1891/92), 
Heft  2  (S.-S.  1892).    Zusammen  ^^  12.— 

Eowalewski,  G.,  die  komplexen  Veränderlichen  und  ihre  Funktionen.  Eine 
Einführung  in  die  Funktionen theorie.  Mit  124  Fig.    gr.  8.    Geh../^  12. — ,  geb.  JC  18. — 

Hittag-Leffler,  G.,  Funktionentheorie,    gr.  8.    Geb.    [In  Vorbereitung] 

Nielsen,  N.,  Elemente  der  Funktionentheorie.  Vorlesungen,  gehalten  an  der 
Universität  Kopenhagen,    gr.  8.     Geb.  JC  16. — 

Fasoh,  M.,  Grundlagen  der  Aualysis.  Ausgearbeitet  unter  Mitwirkung  von 
C.  Thaer.     gr.  8.     Geh.  JC  3.60,  geb.  JC  4.— 

Perron,  O.,  die  Lehre  von  den  Kettenbrüchen,  gr.  8.  Geh.  und  geb.  [Er- 
scheint Ende  1912.] 

Prlngsheim,  A.,  Vorlesungen  über  Zahlen-  und  Funktionenlehre.   (Elemen- 
tare Theorie  der  unendlichen  Algorithmen  und  der  analytischen  Funktionen  einer 
komplexen  Veränderlichen.)     In  2  Bänden. 
II.  Band:  Funktionenlehre,    gr.  8.     Geb.     [In  Vorbereitung.] 
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Behlemngery  Ji^  und  A.  Ontsmer,  Vorletmigeii  fiber  Fanktioiieiitheorii. 
Unter  Mitwirkang  Ton  A.  Gotzmer,  henuiigegeben  Ton  L.  Schlesinger,  gr. & 
Geb.    [In  Vorbereitung.] 

StolSy  O«,  and  J«  A«  Omeinery  Einleitung  in  die  Funktionentheorie.  %^  vb- 
gearbeitete  Auflage.    Mit  21  Figuren,    gr.  8.    Geb.  JC  \b.^ 

Auch  in  2  Abteilungen: 

1.  Abteilang:  Mit  10  Figuren,    gr.  8.    Geb.  JC  6.— 

2.  Abteilung:  Mit  11  Figuren,    gr.  8.    Geb.  Jl  9. — 

Study,  E.,  Vorlesungen  über  auigew&hlte  Gegenstände  der  Geometrie 
In  mehreren  Heften.  I.  Heft.  Ebene  analjtische  Kurren  und  au  ihnen  geh4)rige 
Abbildungen.     Mit  9  Figuren,    gr.  8.    Steif  geh.  Jf^  4  80. 

Thomae.  J^  Vorlesungen  über  bestimmte  Integrale  und  die  Fonrierachei 
Reihen.     Mit  10  Teztfiguren.    gr.  8.     Geb.  M  7.80. 

VlTanti^G.. Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen.  Umarbeüong, 
unter  Mitwirkung  des  Verüsssers  deutsch  herausgegeben  tou  A.  Gu tarne r.  gr.  9. 
Geb.  .«  12.- 


ElliptiBOhe,  hyperelliptlBOhe  und  AbelBChe  Funktionen. 

Abel^  N.  H.y  (EuTres  complätes.  Kouvelle  Edition  publik  auz  frais  de  l'^tal 
Norv^gien  par  L.  Sy  lo  w  et  S.  Lie.  2  tomes.  Tome  premier,  contenant  les  mänoires 
publikes  par  Abel.  Tome  second,  contenant  les  m^moires  posthumes  d*AbeL  4. 
Geh.  ^24.— 

IHiröge.  H«,  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  5.  Auflage,  bearbeitet  tod 
L.  Maurer.    Mit  36  Holzschnitten,     gr.  8.    Geh.  JC  10. ~,  geb.  JC  W. — 

Harkneßy  J.,  elliptische  Funktionen,    gr.  8.    Greb.    [In  Vorbereitung.] 

Hensel^  K.,  und  G.  Landaberg,  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer 
Variabein  und  ihre  Anwendung  auf  algebraische  Kurven  und  Abel- 
sehe  Integrale.     Mit  vielen  Figuren,     gr.  8.     Geb.  UK  28. — 

Klein,  F.,  über  Riemanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und 
ihrer  Integrale.  Eine  Ergänzung  der  gewöhnlichen  Darstellungen.  Mit  Text- 
figuren,    gr.  8.     Geh.  JC  2.40. 

Vorlesungen    über  die  Theorie   der   elliptischen  Modulfunktionen. 

Ausgearbeitet  imd  vervollständigt  von  R.  Fricke.    2  Bände.     Mit  Teitfiguren. 
gr.  8.     Geh.     Jeder  Band  ^tC  24.— 

I.  Band.     Orundlogang  der  Theorie. 
IL  Kand.    Fortbildung  und  Anwendung  der  Theorie. 

Koenigsberger,  L.,  V^orlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen nebst  einer  Einleitung  in  die  allgemeine  Funktionenlehre.  Mit  62  Holz- 
schnitten.   2  Teile,     gr.  8.     Geh.  JC  21.60.     I.  Teil.  M  14.—.    II.  Teil.  ^7.60. 

Krazer,A.,  Lehrbuch  der  Thetafunktionen.  MitlOTextfig.  gr.  8.   Geb..i^24. — 

Rlemann,  B.,  gesammelte  mathematische  Werke  und  wissenschaftlicher  . 
Nachlaß.    Herausgegeben  unter  Mitwirkung  von  R.  Dedekind  und  H.Weber. 
2.  Auflage  bearbeitet  von  H.  Weber.   Mit  Bildnis  Riemanns.    gr.  8.    Geh.  JC\^. — 

Nachträge,  herausg.  von  M.  Noether  u.  W.  Wirtinger.  Mit  9  Text- 
figuren,    gr.  8.     Geh.  M  6. — 

Vorlesungen  über  elliptische  Funktionen.     Mit  Zusätzen  herausgegeben 

von  H.  Stahl.     Mit  20  Textliguren.     gr.  8.     Geh.  JC  5.60. 
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Sohoenflles,  A.,  die  Entwicklnng  der  Lehre  von  den  Panktmannigfaltig- 
keiten.  Bericht,  erstattet  der  Dentschen  Mathematiker -Vereinigung.  2  Teile, 
gr.  8.    Geh. 

L  TeiL    2.  AufUg«  anter  Mitwirkung  von  H.  Hahn  In  Vorbereitung, 
n.  Teil.    Mit  S6  Figuren.    M  12.— 

StahlfH.,  Theorie  der  Abelschen  Funktionen.  MitFiguren.  gr.  8.  Geh.  Ui^  12. — 

Abriß  einer  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen in  neuer  Fassung.  Nachgelassene  Schrift,  in  Verbindung  znitE.  Löffler 
herausgegeben  von  M.  Noether.    gr.  8.    Geh.  JC  b.— 

Thomae,  J.,  Sammlung  von  Formeln  und  Sätzen  aus  dem  Gebiete  der 
elliptischen  Funktionen  nebst  Anwendungen,  gr.  4.    Kart.  JC  2.80. 

Weyl)  H.,  die  Idee  der  Riemannschen  Fläche,    gr.  8.    [Unter  der  Presse.] 

Wirtinger,  W.,  algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale,    gr.  8.    Geb. 

[In  Vorbereitung.] 


Kugel-  and  verwandte  Funktionen. 

Böcher,  M.,  über  die  Reihenentwickelungen  der  Potentialtheorie.  Mit 
einem  Vorwort  von  F.  Klein  und  113  Figuren,     gr.  8.     Geh.  JC  B. — 

Burkhardt,  H.,  Entwickelungen  nach  oszillierenden  Funktionen  und  Inte- 
gration der  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik. 
Bericht,  erstattet  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  gr.  8.  In  2  Halb- 
bänden geh. je  JC  ZO. — 

Gans,  R.y  Potentialtheorie.    8.    Kart.  u.  geb.    [In  Vorbereitung.] 

Herglotz,  G.,  Lehrbuch  der  Kugel- und  verwandten  Funktionen.  Mit  physi- 
kalischen und  astronomischen  Anwendungen,    gr.  8.    Geb.    [In  Vorbereitung.] 

Klein,  F.,  autographierte  Vorlesungshefte.    4.    Geh. 

Über    die   hypergeometrische   Funktion.      (W.-S.  1893/94.)    Neuer,   un 
veränderter  Abdruck.     JC  9. — 

Iiejeune  Diriohlet,  F.  G.,  Vorlesungen  über  die  im  umgekehrten  Verhält- 
nis des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte.  Herausgegeben 
von  F.  Grube.     2.  Auflage,    gr.  8.     Geh.  JC  4. — 

Nemnann,  C,  über  die  nach  Kreis-,  Kugel-  und  Zylinderfnnktionen  fort- 
schreitenden Entwicklungen,  unter  durchgängiger  Anwendung  des  DuBois- 
Reymondschen  Mittelwertsatzes,    gr.  4.    Geh.  JC  7.20. 

F.,  Beiträge  zur  Theorie  der  Kugelfunktionen.    2  Abteilungen  in  1  Bande. 

gr.  4.     Geh.  JC  8.— 

Nielsen,  N,y  Handbuch  der  Theorie  der  Zylinderfunktionen,  gr.  8.  Geh. 
JC  14.— 

Handbuch  der  Theorie  der  Gammafunktion.    gr.  8.    Geb.  JC  12. — 

Theorie  des  Integrallogarithmus  und  verwandter  Transzendenten 

gr.  8.     Geh.  JC  8.60. 


Bolsa^O.,  Vorlesungen  über  Variationsrechnung.  Umgearb.  u.  stark  vermehrte 
deutsche  Ausgabe  der  „Lectures  on  the  Calculus  of  Variations^*  desselben  Ver- 
fassers.    Mit  117  Figuren,     gr.  8.     Geb.  JC  19.— 

WallenbergyG.u.A.Guldberg,  Theorie  der  linearen  Differenzengleichungen 
gr.  8.    Geh.  JC  10.—,  geb.  JC  11.— 
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Mathematisch- physikalische  Schriften   ,- 
für  Ingenieure  und  Studierende 

Herausgegeben  von  E.  Jahnke. 

Die  SamroluTif;  setzt  sich  zum  Ziel,  kurze  Darstellungen  zu  bieten,  welche  für  ein  engbegrenzles 
Gebiet  die  mathematischen  Methoden  einfach  und  leichtfaßlich  ableiten  und  deren  Verwendbarkeil  in 
den  einzelnen  Teilen  von  Physik  und  Technik  aufdecken.  Dabei  ist  Vollständigkeit  der  Beweiaffih- 
rung  nicht  erstrebt,  vielmehr  wird  besonderer  Wert  darauf  gelegt,  Dinge,  die  fflr  die  Anwendunocn 
von  Wichtigkeit  sind,  nicht  zugunsten  wissenschaftlicher  Strenge  zurücktreten  zn  lassen.  Die  Dw^ 
Stellung  der  einzelnen  Gebiete  ist  so  gehalten,  dafi  jede  ein  abgeschlossenes  Ganzes  tflr  sich  bildcL 

I.  Einführung  in  die  Theorie  des  Magnetismus.  Von  Dr.  R.  Gans,  Profesior  an  der 

Universität  Tübingen.  Mit  40  Fig.  (Vlu.llOS.|   1908.  Steif  geh.  M.  2.40,  in  l^nw.  geb.  M.  ZM. 

II.  Elektromagnetische    AusgleichsvorgAnge    in    rreileitungen    und    i<abeln. 

Von  K.  W.  Wagner,  Ingenieur  in  Charlottenburg.    Mit  23  Figuren.     |IV  o.  109  S.|    1908. 

Steif  geh.  M.  2.40,  in  Leinwand  geb.  M.  2.80. 

III.  Einführung  in  die  Maxwellsche  Theorie  der  Elektrizil&t  und  des  Magnetis- 
mus. Von  Dr.  Gl.  Seh aef er,  Privatdozent  an  der  Universität  Breslau.  Mit  Bildnis  J.  C.  Mai- 
wells  und  32  Figuren.    (VIII  u.  174  S.|    1908.   Steif  geh.  M.  3.40.  in  Leinwand  geb.  M.  3J0. 

IV.  Die  Theorie  der  Uesselschen  Funktionen.  Von  Dr.  P.  Schafheitlin,  Professor 
am  Sophien  -  Realgymnasium  zu  Berlin.  Mit  1  Figurentafel.  [V  u.  129  S.|  1906.  Steil  geh. 
M.  2.80,  in  Leinwand  geb.  M.  3.20. 

V.  Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kurven.  Von  Dr.  E.  Jahnke,  Professor  an  der 
Kgl.  Bergakademie  zu  Berlin,  und  F.  Em  de ,  Ingenieur  in  Berlin.  Mit  53  Figuren.  (Xll  n.  176  S.j 
gr.  8.    1909.    In  Leinwand  geb.  M.  6.— 

VI.  1  u.  2.  Die  Vektoranalysis  und  ihre  Anwendung  in  der  theoretischen  Physik. 
Von  Dr.  W.  V.  Ignatowski  in  Berlin.    In  2  Teilen. 

I.  Teil.    Die  Vektoranalysis.    Mit  27  Figuren.     (VIII  n.  112  S.\    1909.    Steif  geh.  M.  2L60. 

in  Leinwand  geb.  M.  3.— 

II.  —     Anwendung   der  Vektoranalysis    in    der  theoretischen   Physik.     Mit   14   Pigwen. 

|IV  u.  123  S.)    1910.    Steif  geh.  M.  2.60,  in  Leinwand  geb.  M.  3.- 

VII.  Theorie  der  Kräftepl&ne.  Von  Dr.  H.  E.  Timerding,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  zu  Braunschweig.  Mit  46  Figuren.  [VI  u.  99  S.|  1910.  Steif  geh.  M.  2.60, 
in  Leinwand  geb.  M.  3.— 

VIII.  MathematischeTheorie  der  astronomischen  Finsternisse.  Von Dr.P.Schwahn, 
Direktor  der  Gesellschaft  und  Sternwarte  „Urania"  in  Berlin.  Mit  20  Fig.  (VI  o.  128  S.|  8. 
1910.    Steif  geh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M-  3.60. 

IX.  Die  Determinanten.  Von  Geh.  Hof  rat  Dr.  E.  Netto,  Professor  an  der  Universität  Gießen. 
(VI  u.  130  S.]    8.    1910.    Steif  geh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M.  3.60. 

X.  l.  Einführung  in  die  kinetische  Theorie  der  Gase.  Von  Dr.  A.Byk,  Privatdosenl 
an  der  Universität  und  der  Technischen  Hochschule  zu  Berlin.    2  Teile. 

L  Teil:    Die   idealen   Gase.     Mit  14  Figuren.    [V  u.  102  S.)    1910.    Steif  geh.  M.  2 JO, 
in  Leinwand  geb.  M.  3.20. 
XI.  1.  Grundzüge  der  mathematisch-physikalischen  Akustik.  VonDr.  A. KalAhne« 
Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Danzig.    2  Teile. 
I.  Teil:  (VII  u.  144  S.]    1910.  Steif  geh.  M.  3.20,  in  Leinwand  geb.  M.  3.60.  IL  Teil  inVofb. 

XII.  Die  Theorie  der  Wechselströme.  Von  Professor  Dr.  E.  Or lieh,  Mitglied  der  pfarsi- 
kalisch  -  technischen  Reichsanstalt  zu  Charlottcnburg.  Mit  37  Figuren.  (IV  u.  94  S.)  1912. 
Steif  geh.  M.  2.40,  in  Leinwand  geb.  M.  2.80. 

XIII.  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Von  Dr.  Martin  Krause  unter  Mitwirkung 
von  Dr.  Emil  Nactsch,  Professoren  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Dresden.  Mit 
25  Ficureii.    fVil  u.  186  S.|    1912.    Steif  geh.  M.  3.60,  in  Leinwand  geb.  M.  4.- 

XIV.  Konforme  Abbildung.  Von  weih  Oberlehrer  Leo  Lewent.  Herausg.  von  Prof.  Bugen 
Jahnke.  Mit  einem  Beitrag  von  Dr.  Wilh.  Blaschke,  Privatdozent  an  der  Universität  Qreite- 
wald.    Mit  40  Abbildiini^en.    (VI  u.  118  S.]    1912.    Steif  geh.  M.  2.80,  in  Leinw.  geb.  M.  3J0. 

XV.  Die  mathematischen  Instrumente.  Von  Professor  Dr.  A.  Galle  in  Potsdam.  Mit 
86  Abbildungen.    [VI  n.  187  S.|    1912.    Steif  geh.  M.  4.40,  in  Leinw.  geb.  M.4.80. 

In  Vorbereitung  bzw.  unter  der  Presse  (*)  befinden  sich   zunächst  folgende  weitere  Händchen: 


D eb y  e ,  die  Randwerlauf^aben  i.  d.  theor. Physik. 

Gans,  Polentiallheorie. 

•Goldliammer,  Dispersion  und  Absorption  des 

Lichics. 
Grübler,  üelriobelehre. 
ü  r  fi  n  e  i  s  e  n  ,  Schwinßnnasproblcrne. 
v.  Karman,  Fcstiirkcit'^probleinc  der  modernen 

Maschinentechnik. 
Krüger,  Thermoelektrizität. 
Lichten  stein,    liber    Berechnnnij    spezieller 

elektrischer  und  ni.'iLMictischcr  Felder.  (2  I'eile.) 
Mar  CO  longo,    Einfuhrunir   in  die  Hlastiziläts< 

theorie.    (2  Teile.) 


Matschoß,  aus  der  Berufsgeschichte  des  In- 
genieurs an  Hand  seiner  Werke. 

V.  M  ise  s ,  technische  Hydromechanik.  (2  Teile.) 

Möller,  Grundlagen  d.Zcit-u.Ortsbestimmungen. 

Rogowski,  die  Streuung  des  Transformators. 

Kot  he,  die  Fourierschen  Reihen. 

die  partiellen  Differentialgleichungen. 

Rflmelin,  Theorie  der  Ionisation  der  Oase. 
(2  Teile.) 

Timpe,  ausgewAhlte  Spannungsprobleme  des 
Bauingenieurs. 


